Kritische Geschichte 

der allgemeinen 

Principien der Mechanik. 



Von <)er philosophischen FaenTtät der Universität Güttingen 
mit dem ersten Preise der Beneke-Stiftung' gekrönte Schrift. 



Von 



Dr. E. Diihriiiii 



Doeewten an der Berliner Üniveratät. 



S'il y a encore <|uoliiuecUufie ü ileoirer dans 
lu «Äcaiuque, ii- 1 le ruppruo.liisiueiit et la 
leuiiiuii lies principe* iiui lui serveiit ile 
las« et peut-etre meine lu ilemonstratiuii 
riguitrbUHe et • lin-.-u dä cöh principe^. 




Berlin. 

Verlag von Theobald Grieben 
1813. 



Im April 1860 wurde auf Grund der Beneke-Stiftung, aber 
welche unten eine Notiz folgt, von der philosophischen Faeultat 
der Universität Göttingen nachstehende Preisaufgabe gestellt: 

„Die Facultät wünscht eine Kritische Geschichte der all- 
gemeinen Principien der Mechanik. Sie bezeichnet die Zeit 
Galileis als den geeigneten Anfangspunkt der Darstellung uiul 
erwartet nur einleitungsweise die Leistungen der antiken 
Mathematik und Mechanik, nicht die Theorien der specula- 
tiveu Philosophie des Alterthums, in der zum Verständnis« 
nöthigen Aüsdehnnng erörtert zu sehen. 

Die geschichtliche Seite der Arbeit würde zu zeigen 
halien, wann, von wem und auf Veranlassung welcher 
bestimmten Aufgabe jedes einzelne der wesentlichen Prin- 
cipien der Mechanik zuerst aufgefunden und ausgesprochen, 
wann, durch wen und auf Veranlassung welcher ander» be- 
stimmten Bedürfnisse oder Untersuchungen der ursprüngliche 
Ausdruck der Theoreme verändert, berichtigt oder früher 
vereinzelte zu einem allgemeineren Prineip zusammengezogen 
worden sind. Hiebei verlangt die Facultät zwar kein weit- 
läufiges Eingehen auf die verschiedenen Anwendungen der 
Principien, legt jedoch Werth auf die Erwähnung der Original- 
beispiele, an denen ihre jedesmalige Fassung zuerst erprobt 
worden ist. 

Die kritische Seite der Arbeit, deren äusserliche Tren- 
nung von der historischen oder völlige Verschmelzung mit 
dieser dem Geschmack und Ermessen der Bearbeiter über- 
lassen bleibt, würde zu zeigen haben, wieviel an jedem dieser 
mechanischen Principien nur ein selbstverständlicher logischer 
Grundsatz, wieviel die zum Gebrauche nothwendige mathe- 
matische Eormulirung eines solchen Grundsatzes, wieviel 
dagegen Ausdruck einer allgemein gültig befundenen Er- 



fahrungsthatsaehe. wieviel endlich nur eine durch den bis- 
herigen Umfang der Erfahrungserkenntniss wahrscheinlich 
gemachte Annahme ist. 

Die Faeultät erwartet, dass im geschichtlichen und 
im kritischen Theil nicht, ausschliesslich die Arbeiten der 
Mathematiker und Physiker, sondern auch der nützliche und 
schädliche Einfluss 1 der innerhalb des zu schildernden Zeit- 
raums aufgetretenen philosophischen Theorien berücksichtigt 
werde. Uni aber den Umfang der Aulgabe zu eriuässigen, 
verzichtet die Faeultät auf Berücksichtigung der eigentlich 
physischen Theorieu und Hypothesen über die Constitution 
der wirklichen Körper und die Natur der wirklichen Ereignisse 
sowie auf die Erörterung der chemischen Proeesse, des orga- 
nischen und des psychischen Lebens; sie überlässt dem Be- 
arbeiter, anhangsweise die Richtungen anzugeben, nach denen 
bisher die allgemeinen mechanischen Principien Eingang in 
diese Gebiete gefunden haben. Sie wünscht dagegen die 
Darstellung soweit fortgeführt, dass sie die neuen Vorstellungs- 
weisen noch einschliesst, welche über den Begriff von Xatur- 
kräften. über ihre Wirkungsweisen und den U ebergang ihrer 
YVirkungsformen in einander sich hauptsächlich an die Unter- 
suchungen über das mechanische Aequivalent der Wärme 
geknüpft haben.-' 

In der öffentlichen Faeuiti'ltssitzung vom 11. März 1872 wurde 
über die fünf eingegangenen Arbeiten berichtet. Das die vorliegende 
Schrift betreffende Urtbeil lautet vollständig: 

..Die fünfte Arbeit mit dem Spruche: SU y a quelque- 
chose u. s. w. hat der Faeultät durch 580 euggeschriebene 
Folioseiten eine grosse aber angenehm lohnende Mühe ver- 
ursacht. Sie erregt schon durch ihr ausführliches luhalts- 
verzeichniss die Hoffnung, in ihr wirklich alle die Fragen 
sorgfältig berücksichtigt zu rinden, welche das Programm 
der Faeultät der Beachtung der Bearbeiter empfohlen hatte. 
Die Ausführung bestätigt diese Hoffnung in höchst erfreu- 
licher Weise. Mit vollständigster und freister Beherrsch Hng 
der Sache und erstaunlicher Ausdehnung genauster literarische]' 
Kenntnisse sind nicht nur alle wesentlichen Punkte erörtert, 
sondern eine grosse Anzahl kleinerer Discussionen, welche 
die Factütät nicht für unerlässlich gehalten hätte, aber mit 
Dank anerkennt, da sie überall dem volleren Verständnis^ 
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des Gegenstandes dienen, bezeugen zugleich die grosse Liebe 
und die Umsieht, mit welcher der Verfasser sich in seine 
Aufgabe vertieft hat. Dem ausserordentlichen so aufgehäuften 
Stoffe entspricht die Fähigkeit zu seiner Bewältigung. Der 
Verfasser hat Darstellung und Kritik nicht getrennt, sondern 
folgt, beide vereinigend, dem Verlauf der für die Mechanik 
sieb unterscheidenden Epochen; durch feines Gefühl Sjtr Märe 
Verth eilung der Massen ist es ihm gelungen, zugleich auf 
die ganze geistige Signatur der Zeitalter, auf den wissen- 
schaftlielieu Charakter der leitenden Persönlichkeiten und auf 
die fortschreitende Entwicklung der einzelnen Priueipien und 
Lehrsätze ganz das belehrende geschichtliche Licht fallen 
zu lassen, welches die Facultät vor allem gewünscht hatte. 
Auch keine der besondern Forderungen, welche das Programm 
der Aufgabe ausgesprochen hatte, ist unbeachtet geblieben. 
Die ursprünglichen Aufgaben, an deren Behandlung jedes 
neue Priucip oder Theorem entstand, sind überall mit vollendeter 
Anschaulichkeit reprodueirt und die allmälige Umformung, 
die jedes erfahren hat, durch alle Zwischenglieder sorgfältig 
verfolgt. Die Berührungen der mechanischen Gedanken mit 
der philosophischen Speculation sind nirgend vermieden; sie 
sind nicht nur in eignen Abschnitten eutwickelt, sondern der 
feine philosophische Instiact, der den Verfasser auch auf 
diesem Boden leitet, ist ebenso deutlich in einer grossen 
Anzahl aufklärender allgemeiner Bemerkungen sichtbar, welche 
au schicklichen Stellen in die Darstellung der mechanischen 
Untersuchungen verflochten sind. Den angenehmen Eindruck 
des Ganzen vollendet eine sehr einfache aber an glücklichen 
Wendungen reiche Schreibart, die warme Anerkennung jedes 
Verdienstes, die erklärende Entschuldigung des Missluugenen 
und die vornehme Schonung, mit der über das Verkehrt e 
hinweggegangen wird. Nur ein Bedenken hegt die Facultät. 
Der Verfasser ist sehr ausführlich in Wiederholungen früher 
dargestellter Sätze und in Küek Verweisungen auf sie; denkt 
man sich die vorliegende Arbeit als eine Reihe von Vor- 
trägen, so erscheinen diese Recapitulatiouen als gut berechnete 
Mittel einer ausgezeichneten Lehrbegabung; auch werden sie 
im übersichtlichen Druck den Leser nicht ebenso aufhalten 
als bei der Durchsicht der Handschrift, Gleichwohl bleibt 
der Erwägung Werth, ob nicht eine grössere Einschränkung 
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hierin wenigstens in der letzten Hälfte der Schrift sich 
empfehle, wo einestheils ohnehin die Natur der Sache zu 
häufigen Reprodnctiouen derselben Gedanken unter ver- 
schiedenen Formen zwingt, anderntheils Alles, was der Ver- 
fasser beachtet wünscht, als durch das Frühere bereits hin- 
länglich eingeschärft gelten kann l ). Anderes hat die Facultät 
nicht zu erwähnen; voll Befriedigung, sich als die Verau- 
lasseiin dieser schönen Leistung zu wissen, durch welche ihre 
Aufgabe vollständig gelöst und viele Nebenerwartungen über- 
treffen sind, zögert sie nicht, dein Verfasser den ersten 
Preis hiedurch öffentlich zuzuerkennen." 



Bei der ersten Veröffentlichung, die aus der Beneke-Stiftung 
hervorgeht, dürfte es nicht unangemessen sein, eine Notiz über- die 
Motive dieser Einrichtung beizufügen. Die Preisstiftung oder 
wenigstens deren besondere Gestaltung hat ihre Veranlassung in 
den Schicksalen des an der Berliner Universität in den philo- 
sophischen Fächern ein Menschenalter hindurch thätig gewesenen 
F. E. Beneke gehabt, dessen Bruder, der 1804 verstorbene 
Cousistorialrath (J. G. Beneke die Stadt Berlin zum Erben ein- 
setzte, um zur Förderung der Philosophie eine jährliche Preis- 
aussehreibung von mindestens 500 und für die zweitbeste Arbeit 
2<>0 Thlr. Gold zu unterhalten. Diese letztwillige, nur 14 Tage 
vor dem Tode des Erblassers und ein Jahrzehnt nach demjenigen 
des Bruders getroffene Verfügung schloss die sogenannte speculative 
Philosophie aus und war auch sonst ausdrücklich im Hinblick auf 
den Standpunkt des Bruders uormirt worden. Der Letztere war 
als Docent im Jahre 1822 einer Verfolgung ausgesetzt gewesen, 
indem mau ihn mit der nicht einmal zutreffenden Uinreihung unter 
die Rubrik des Materialismus beehrt, und der damalige Berliner 
Hauptprofessor der Philosophie Hegel uicht nur seine Entfernung 
von der Universität bei dem Minister Altenstein erwirkt, sondern 



') Mich hatte zu den fraglichen, jetzt beseitigten Wiederholungen 
meistens die Iii ■sorglichkeit veranlasst, dir Erfüllung aller l'rogram in punkte 
in jeder Kiehtiuig recht sichtbar zu machen, — eine Besorgliehkoit, die, ich 
gestehe es, zu einem nicht geringen Tlieil aus meiner iu anderartigem Vorkehr 
mit Universitäten gebildeten, in diesem besondoru Fall angenehm enttäuschten 
Ansicht von den fit r eine Beurtheünng wissenschaftlicher Leistungen zu ge- 
wärtigeudeu Chancen entsprungen war. Dg. 



auch verursacht hatte, dass auf diplomatischem Wege in Sachsen 
.seine Zulassung zu einer ihm bestimmten ordentlichen Professur 
verhindert wurde. Obwohl nach eitler Anzahl von Jahren, inner- 
halb Jeren er inzwischen in Göttiugeu eine Zuflucht gefunden hatte, 
in Berlin wieder rehabilitirt und nach des genannten Professors 
Tode zu einer ausserordentlichen Professur befördert, hatte er 
schliesslich dennoch die alte Feindschaft der sich als speculativ 
geltend machenden Behandlungsart der Philosophie zu erproben. 
Die sich hieran anschliessende Gestaltung der Verhältnisse wirkte 
bei seiner auf die Universitätssphäre fixirten Anschauungsweise 
zuletzt so übel auf ihn ein, dass er 1854, also im 57. Lebensjahre, 
seine Laufbahn durch eignen Entsehluss endigte. Der Zusammen- 
hang, in welchem dieser Todesfall eines in umfassender Weise 
schriftstellerisch thätig gewesenen und keineswegs einer erheblichen 
Zuhöreizahl ermangelnden Docenten zu verstehen wäre, wurde von 
der Presse uud dem Publicum mit gebührender Theilnahme erörtert. 
An zulänglichen Existenzmitteln hatte es nicht gefehlt und die 
literarische. Wirksamkeit sowie die Erweiterung eines Kreises von 
Anhängern, namentlich aus der Lehrersphiire, war in stetigem 
Fortgang begriffen gewesen. Auch das weniger von dem Innern 
universitärer Vorgänge unterrichtete Publicum zog daher denSchluss, 
dass jener letzte Schritt durch den Eindruck der wiederholten 
Zurücksetzung herbeigeführt worden sei. 

Die vorangehenden Hinweisungen auf Verhältnisse und Um- 
stände, die sonst nur in die Specialgeschichte der Universitäten 
und Professuren gehören, sind hier allein geeignet, den für die 
Stiftung entscheidenden Ausschluss der speculativen Philosophie 
verständlich zu machen. Die gelehrte Göttinger Körperschaft hat, 
nachdem von den philosophischen Facnltäten zu Berlin und Halle 
die ihnen stiftungsgeinäss zuerst angetragenen Functionen abgelehnt 
waren, durch die üebernahme der Sache die Existenz der Stiftung 
gesichert, indem sie die Ausführungsmodalitäten dahin fesl stellen 
liess, dass unter der nicht speculativen Philosophie auch die positiven, 
im hergebrachten Rahmen einer philosophischen Facuttät vereinigte» 
Einzel Wissenschaften , aber mit besonderer Rücksicht auf ihre 
universellen und methodischen Seiten und auf ihre höhere, von 
allgemeineren Gesichtspunkten getragene Behandlungsart ver- 
standen werden dürften. In diesem Sinne konnten selbst reine 
Mathematik und Mechanik den Gegenstand der Aufgaben bilden 
und, wie das erste Thema und die vorliegende Schrift zeigen, hat 



sogar (Up specialistische Behandlung der geschichtlichen Haupt- 
ergebnisse der rationellen und analytischen Mechanik den eigensten 
Intentionen der Stiftung wohl in einem über den Anschein der 
Sache hinausreichenden Maass entsprochen, zumal da auch der 
Zufall es bezüglich der Personen- und Geistesrichtungen an einem 
mehrfach ironischen Spiel und rächendem Humor nicht hat fehlen 
lassen. Der Ausschluss der sogenannten speculativen Philosophie 
hat thatsächlich eine Richtung auf jene allgemeine wissenschaft- 
liche Positivität erhalten, welche unabhängig von einem irgendwie 
benannten Privatsystem dem höchsten Denken ebenso wie der 
eindringendsten Forschung eigen ist und die Arbeiten der Gegen- 
wart mehr und mehr beherrscht. Hiemit ist nicht die wahre 
Speculation, also z. B. nicht diejenige ausgeschlossen, wie sie dem 
schöpferischen Denken eines Galilei in seinem besonderii Gebiet 
eigen war. Aber auch die im engern Sinne philosophische Specu- 
lation in ihren echten und bleibenden Motiven, also namentlich 
als Betbätigung der letzten Verstandescousecmenzen in der Welt- 
und Lebensauffassung, wird von jenem Antagonismus nicht berührt, 
der eigentlich nur den nächstliegenden Caricaturen der Sache 
gegolten hat und gilt. 



V o r t e d e. 



Die neue Anregung, welche die Bethätigung der Principien 
der Mechanik durch die Auffindung des Kraftwerths der Wärme 
erfahren hat, ist auch zugleich die Ursache geworden, dass sich 
die Notwendigkeit einer geschichtliehen und kritischen Orientiruug 
in den bisherigen Ueberlieferungeii immer entschiedener aufdrängte. 
[ eherdies war der Mangel eines Geschichtswerks, welches auch 
nur die wesentlichsten Grundlagen der Entstehung und des Fort- 
schritts der mechanischen Einsichten behandelte, schon an sich 
selbst eine Literaturlücke, deren gehörige Ausfüllung unter allen 
Umständen für das bessere Verständuiss der rationellen und exacten 
Theile des Naturwissens von Erheblichkeit gewesen wäre. Die Her- 
vorbringung eines deutlicheren Hewusstseins von dem Ganzen der 
mathematisch mechanischen Grundeinsichten und von den zu- 
gehörigen Auwendungsmethodeu musste aber auch ein Zielpunkt 
für solche Bestrebungen werden, die sich auf die Lösimg be- 
stimmter Probleme der Naturmeehanik richteten. Im letzteren 
Falle hat sich auch der Verfasser der vorliegenden Schrift be- 
funden. Seit Jahrzehnten hat er neben denjenigen Anstrengungen, 
welche für die nachdrückliche Betheiligung an der Gestaltung 
anderer, weit abliegender Wissensgebiete erforderlich waren, seine 
ursprünglichen mathematisch mechanischen Conceptionen immer 
wieder aufgenommen. Hiebei war er besonders im Interesse von 
ein paar Problemen der mechanischen Physik, auch abgesehen von 
seiner allgemeinen Theilnahme für die jedesmal strengsten Wissens- 
tormen, zu Nachforschungen und Untersuchungen genöthigt worden, 
vermöge deren er über einen wesentlichen Tlieil des Materials zu 
einer Principiengeschichte der Mechanik bereits verfügte, als die 
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übrigens auch so zeitgeinässe Preisaufgabe der Göttinger gelehrten 
und speciell für die mathematischen Wissenschaften historisch 
hervorragenden Körperschaft auch in ihren besondern Anforderungen 
mit seinen eignen Gesichtspunkten zusammentraf. Diese völlige 
üebereinstimniuug und die Ueberlegung, dass im mathematisch 
mechanischen Gebiet eiu klein wenig eher auf Maass und Gewicht 
und daher bisweilen auch wohl mit mehr Chancen auf gerechte 
Würdigung zu rechnen sein dürfte als in andern, gewöhnlich als 
Halbwisseuschaften cultivirten und der persönlichen Willkür preis- 
gegebenen Gebieten, — diese Umstände haben den Verfasser be- 
stimmt, sieh zum ersten Mal zu einer Preisbewegung zu ent- 
schließen und zuzusehen, ob seine anonymen Bemühungen glück- 
licher sein würden, als es bisher sein Name in Bewerbungen 
andere]- Art hei der ihm nahestehenden Uuiversitätssphäre ge- 
wesen ist. 

Die Geschichte der Mechanik ist in ihren Grundlagen auch 
ein unentbehrlicher Bestandteil und, was mehr bedeutet, eine un- 
umgängliche Voraussetzung der allgemeinen Wissenschaftsgeschichte. 
Sie schliesst sich unmittelbar an diejenige der reinen Mathematik 
an und betrifft einen Gegenstand, mit dessen Untersuchung das 
rein gedankliche, auf blosse Anschauungsformen beschränkte jGebiet 
verlassen und der Fuss zum ersten Mal in das Bereich der ma- 
teriellen Wirklichkeit gesetzt wird. Die Mechanik ist die ab- 
stracteste und durchsichtigste der da/S rein ideelle Gebiet über- 
schreitenden und hiemit erst in die W irklichkeit der Dinge 
eindringenden Wissenschaften. In ihr berühren sieh Denken und 
Forschen am innigsten, und au ihr zeigt sich, was die Verfolgung 
des rationellen Zusammenhangs und die Kraft der ideellen Con- 
sequenz auf Grund weniger Naturthatsaehen zu leisten vermögen, 
in diesem Sinne ist die Untersuchung der historischen Schicksale 
der Entwicklung des mechanischen Wissens wirklich eine Aufgabe 
von universell wissenschaftlicher Bedeutung, indem durch ihre 
Lösung auch solche Fragen entschieden werden, deren Erörterung 
herkömmlich auf einem weniger festen Hoden und in einer weniger 
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klaren Umgehung vor sich zu gehen pflegt lind daher bis jetzt zu 
keinen het'riedigenden Ergebnissen geführt hat. Der Begriff einer 
Geschichte der Wissenschaft, ohne nähere Benennung, ist allerdings 
nur eine kühne Conception, zu deren Ausführung es bisher nicht 
etwa blos an einer hinreichenden Vorbereitimg in der Gestaltung 
der Materialien, sondern auch an der Erfassung der entscheidenden 
Gesichtspunkte gefehlt hat. Soll aber auch nur die ideelle Skizze 
einer solchen rationellen, kritischen und systematischen Wissen- 
schaftsgeschichte zu Stande kommen, so wird sie von der Ent- 
wicklung der leinen Mathematik auszugehen und als erste reale 
Grundlage den Fortschritt der schliessenden und rechnenden 
Mechanik ins Auge zu fassen haben. Von diesem Standpunkt aus 
betrachtet, fügt sich die vorliegende Arbeit, abgesehen von ihrem 
speciellen Zweck, auch noch als isolirter, aber relativ selbstgenug- 
samer Theil in ein universell wissenschaftliches System ein, dessen 
Werth als Ganzes nicht davon abhängen kann , in welchen Zeit- 
räumen man dazu gelangen wird, es in seinen einzelnen Richtungen 
auszuführen. Dieses System ist eine innere Notwendigkeit, zu 
welcher der Gang der Wissenschaftseulwicklung immer wieder 
würde zurückkehren müssen, wenn ihm auch für irgend eine 
Epoche die Anlagen und Antriebe dazu verloren gegangen wären. 
Auch hängt die Erfassung dieses Systems glücklicherweise nicht 
allein von zufälligen individuellen Schicksalen und Fälligkeiten und 
namentlich auch nicht von denr Maasse ab, in welchem es einem 
einzelnen Kopfe möglich ist, "an der positiven, gründlichen oder 
gar schöpferischen Behandlung einzelner Wissenschaftszweige theil - 
zunehmen; — auch die collectiven Triebkräfte verbürgen gegen- 
wärtig eine geistige Bewegung von solcher Art, dass die der letzteren 
voranschreitenden kühneren Anschauungen und Anstrengungen Ein- 
zelner einige Chancen haben, mit der thatsächlichen Entwicklung 
der Wissensgeschichte schon in einer näheren Zukunft zu um- 
fassenden Cousequenzen zu gelangen. Eine wirklich rationelle 
Geschichte der reinen Mathematik oder wenigstens ihrer ent- 
scheidenden principiellen Wendungen würde natürlich diejenige 



Vorarbeit sein, durch welche das Grundgerüst in der strengen 
Gestaltung des Denkens und der Erkenntniss sichtbar zu machen 
und zugleich das Beispiel einer tief eindringenden, klar sondernden 
und allseitig verbindenden historischen Wissenschaftsdarstellung 
zu liefern wäre. 

Der Mangel dieser Vorarbeit musste für das vorliegende 
Buch dadurch zu ersetzen gesucht werden, dass die unumgäng- 
lichsten Schwierigkeiten, welche durch die Ueberlieferung von rein 
mathematischen Elementen einer unrationellen Denkweise ver- 
schuldet sind, zu vollständiger Erledigung gelangten. Hieher 
gehören besonders die rein mathematischen Unendlichkeitsbegriffe, 
und mau wird finden, dass die ganze vorliegende Darstellung un- 
geachtet des engsten Anschlusses an den herkömmlichen Sprach- 
und Zeichengeltrauch, dennoch einen völlig widerspruchslosen Begriff 
vom Unbeschräuktkleineii zur Voraussetzung hat und überhaupt 
jeuer Strenge und Unzweideutigkeit der Begriffsfassuugen huldigt, 
für welche wenigstens ein Theil der antiken Conceptionen und 
Ausdrucksarten als Muster gelten kann. Dieser Funkt ist für die 
Klarheit und kritische Schärfe der Auffassimg des historisch 
Gegebenen von entscheidender Bedeutung gewesen, und der Um- 
stand, dass der Darsteller seine im Wesentlichen schon vor einem 
Dutzend Jahren veröffentlichte Lösung der fraglichen Schwierig- 
keiten hier zur Anwendung gebracht und einen besondern Werth 
auf dieselbe gelegt hat, dürfte Niemand befremden, der von der 
Tragweite derartiger Fundamentalconceptiouen einige, über die 
gewöhnlich« Professorrontine hinausreichende Begriffe hat und sich 
nicht durch die Unbekümmertheit derjenigen grösseren Mathematiker 
täuschen lässt, denen die Specialitätsinteressen über die Sorge für 
die Strenge und Eleganz der Constitution ihrer Wissenschaft hinweg- 
geholfen haben. 

Vergleicht man die Beschaffenheit der vorliegenden Arbeit 
mit den Forderungen der oben vorged ruckten Aufgabe und der 
zugehörigen ßeiirtheilung, so wird man die in der letzteren er- 
wähnten, über die unerlässlichen Bestandteile des gestellten 



Programms hinausgegangenen Untersuchungen zum Theil auch in 
solchen Erörterungen und Bemerkungen Huden, die ihre Möglichkeit 
der ausserhalb des Kahmens dieser Geschichte gelegenen Behandlung 
jener oben angedeuteten Specialprobleme der Naturmechanik ver- 
danken. Solange nun aus der Lösung dieser Specialprobleme nicht 
alle Consequenzen gezogen sind, welche sich in der Richtung der 
Anwendung ihrer Ergebnisse für einige Haiiptseiten der Naturver- 
t'assuug mit dem verfügbaren Thatsachenmaterial erreichen lassen, 
glaubte der Verfasser sich einige Zurückhaltung auferlegen zu 
müssen. Einerseits konnte er nicht umhin, hier und da einige 
ihm eigenthümliche Anschauungsweisen zur Kritik zu benutzen und 
die Richtungen anzudeuten, in denen die Geschichte der Mechanik 
ihre ferneren Fortschritte zu gewärtigen hat: andererseits wäre es. 
abgesehen von der Ueberschreitung der Grenzen einer beurtheilendeu 
Geschichte, unangemessen gewesen, jene Andeutungen mit halben 
Ausführungen zu vertauschen, wo die vollständige Darlegung weder 
am Orte noch an der Zeit sein konnte. Hiezu kam nocb das 
Interesse, die Arbeit, abgesehen von Streichungen sowie von einigen 
Kleinigkeiten und literarischen Nachträgen, nicht nur genau in 
ihrer wörtlichen Fassung zu erhalten, sondern auch in ihr auf 
irgend erhebliche Einschaltungen zu verzichten. 

Bezüglich der Darstellungsart wird es wohl Niemand, der die 
besten, wenn auch freilich sehr vereinzelten Muster kennt und die 
vorzüglichsten Bestrebungen der neuern Mathematik zu würdigen 
weiss, für gleichgültig oder gering achten, dass der Ausdruck in 
Worten und die Zurückführung auf Begriffe die für eine historische 
Darstellung besonders unschöne Herbeiziebung des Kormelapparats 
der Regel nach ersetzt haben. Die geschichtlichen Abschnitte in 
Eagranges Analytischer Mechanik, in denen ein Poinsot sogar die 
gelungensten Seiten des ganzen Werks erblickte, sind von Eormelii 
völlig frei und zugleich das Gründlichste und Klarste, was bisher 
zur Onentirung in deu Principien der Mechanik geschrieben worden 
ist. Dieser Vorgang Lagrauges niuss da, wo überhaupt die Be- 
rufung auf Autoritäten m die Waage fallen soll, ein um so grösseres 
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Gewicht hahen, als es ja grade der Hauptrepräseiitant. der fast 
ausscMiesslieh in Förmeletttwicklm^en einherschreitenden Mechanik 
ist, dessen Ansehen in Anspruch genommen wird. Wo jedoch die 
tiefem, freilich zum Theil mir erst wenig sichtbar gewordenen 
Gründe, die in den Bedürfnissen und mehrfach auch schon in den 
Tendenzen der ueuern Mathematik wirken, in erster Linie als 
niaassgebend anerkannt werden, da kann es kaum noch eiue Fragt 1 
sein, dass die Zurückführung des symbolischen und oft nur allzu- 
leicht iu eine leere Geschwätzigkeit, verfallenden Calcüls auf ein 
geringstes Maass und die Ersetzung einiger Functionen desselben 
durch eine abstractere, mächtigere und kürzere Art des Kaisonne- 
ments zu den höchsten und schwersten, alter auch fruchtbarsten 
Aufgaben der fernereu Gestaltung der Mathematik und der von 
ihr abhängigen Wissensgebiete gehört. Die Zergliederung des 
mathematischen Gedankenganges, für den die Vollziehung der 
symbolischen Operationen nur ein secundäres Ausführungsmittel 
ist. und unter Umständen sogar eine Ueberflüssigkeit sein kann, 
muss als eine Angelegenheit vom ersten Range behandelt werden, 
imd die Schwierigkeiten, mit denen eine derartige Bloslegung der 
Methoden und ein rationelles Eindringen in die den Formeln zu Grunde 
liegende Constitution der Sache verbunden ist, mögen wohl Maass 
und Art der Bestrebungen zeitweilig einschränken, können aber 
das Ziel selbst nicht in Frage stellen. In der That wäre es auch 
für die vorliegende Darstellung viel leichter gewesen, auf jene 
letzte gedankliche Analyse iu den schwierigsten Fällen zu verzichten 
und sich an deren Stelle mit der Wiedergabe von Formeln abzu- 
finden, deren Auslegung und Sinn alsdann sich selbst überlassen 
geblieben wäre. Wer nun hinreichende Erfahrungen darüber hat, 
wie. oft überhaupt ein klarer Sinn dem analytischen Stil abgeht, 
und wie häufig die Unreife des Gedankens durch den Luxus der 
symbolischen Operationen verdeckt wird, dürfte die Bemühungen 
der vorliegenden Schrift nicht unterschätzen. Ueberdies haben sie 
sich ja auch darauf gerichtet, den Gegenstand auch für diejeuigeu 



und fachmännisches Interesse nehnieu können. Es sind also nicht 
mir die paar kurz gehaltenen, sich mit den philosophischen Ein- 
wirkungen beschäftigenden Capitel und Bemerkungen, welche %, B. 
auch bei den Pflegern einer strengen Art des Philosophirens auf 
Theilnahme an ihrem Inhalt rechneu, sondern es ist die ganze 
Darstellung so eingerichtet, dass sie denen, die nur den Zweck 
einer allgemeinen wissenschaftlichen ürientirung und Bildung ver- 
folgen, das Hinwegkommen über die ihneu etwa unzugänglichen 
Theile des specifisch Mathematischen erleichtert. Wenn es bei 
einem Gegenstande, wie der vorliegende, überhaupt zulässig ist, 
von Popularität zu reden, so hat der Verfasser die höhere und 
edlere Art derselben, also etwa diejenige im Sinne Galileis aller- 
dings angestrebt, und ihn hat neben allen andern Gesichtspunkten 
auch das Ziel geleitet, zu einer solchen geschichtlichen Vorführung 
des principiellen und methodischen Inhalts der Mechanik zu 
gelangen, dass die sich erst in die Wissenschaft Einführenden eine 
Hülfe erhielten, wie sie ihnen von den Compendieu gar nicht und 
von den zugleich umfassenden und classischen Darstellungen des 
dogmatischen Stoffes nur äusserst unzureichend gewährt wird. Die 
neuerdings übliche, etwas complexe Behandlungsart der höheren 
Mathematik hat gelegentlich wohl Schwierigkeiten in den Weg- 
legen, aber nie ein unüberwindliches Hinderniss bilden können. 
Nirgend ist ein den höheren mathematischen Denkformen wesent- 
lieber Begriff umgangen, oder durch jene unzureichenden Wendungen 
ersetzt worden, die man mit Unrecht elementar nennt, während 
das echt elementare Verständniss nur durch die unmittelbare Er- 
öffnung der höchsten, aber zur völligen Deutlichkeit gebrachten 
Conceptionen gesichert werden kann. Ohnedies hat es aber auch 
schon das Princip der historischen A nbequemung an die inathematischen 
Mittel einer jeden Epoche mit sich gebracht, auf die jedesmal 
entsprechende Einfachheit der Darstellung Gewicht zu legen, und erst 
in der neusten Zeit hat die in sich ungleichartige Beschaffenheit 
und häufige Durcheinanderniischung der Methoden und Hülfsmittel 
zu mühevollen Sichtungen geuöthigt, deren Ergebniss oft nur eine 
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kurze Andeutung oder das für den Kenner der Ausartungen noch 
beredtere Stillschweigen sein konnte. Das an der Hauptsache 
theilnehmende und mit echt positiven Wisseusinteressen beschäftigte 
Publicum wird durch die letztere, übrigens einem höheren Stil 
der Mittheilung unwillkürlich entspringende Vertan rungsart nicht 
mit Dingen belästigt, die es glücklicherweise zum grössten Theii 
nicht kennt, und die es in dein Maasse, als es etwa gelegentlich 
von ihnen berührt wird, ebenfalls aus blossen Andeutungen zu 
beurtheileii oder als durch offenbare Uebergehungen taxirt zu er- 
kennen Vermag, 

Die Quellen, auf welche die vorliegende Gesehichtsdir- 
stellung überall zurückgegangen ist, sind durchgängig die ur- 
sprünglichsten Niederleguugen der jedesmal gewonnenen neuen Ein- 
sichten in den eignen Werken der Autoren gewesen. Hiebei 
ist der Grundsatz befolgt worden, nur solche stellen in Bezug zu 
nehmen, deren Anführung sich unwillkürlich aus dein unmittel- 
baren Studium jener Quellen aufgenöthigt hat oder zur urkund- 
lichen Kennzeichnung der secundären Auffassungen durchaus er- 
forderlich gewesen ist. Die grundlegenden oder entscheidenden 
Arbeiten sind für den neuen Zweck in einer Weise durchforsch 
worden, welche die Kmaneipation des Ortheils von den Ueber- 
liefern ngen zweiter Haud und die Auffindung der bisher völlig un- 
berührten Seiten des Gegenstandes zum Ziel hatte. So sind, um 
nur das für den Kingaug der modernen Geschichte wichtigste Bei 
spiel anzuführen, die Schriften Galileis von Neuem durchgearbeitet 
und namentlich auch iu denjenigen Richtungen und Bestandteilen 
schärfer untersucht worden, wo sich die früheren, zum Theil nur 
aus der geringeren sprachlichen Zugänglichkeit erklärbaren Ver- 
nachlässigungen am fühlbarsten machten. Aehnliche Verhaltungs- 
grundsätze sind den späteren Hauptdocumenten gegenüber zu 
Geltung gebracht worden, und es ist ausserdem bei den An 
führungen das Frincip maassgebend geweseu, für die Entscheidun 
über eiue Citation oder eine Weglassung das natürliche Autoritäts 
gewicht und die verschiedenen Grade der wissenschaftlichen Rang 



Ordnung nach Kräften abzumessen. Hiedurch sowie überhaupt, durch 
den kritischen Charakter der ganzen Behandlungsart ist es möglich 
geworden, dem gelehrten Apparat von Specialnaeh Weisungen eine 
gewählte Gestalt zu geben, ohne seine Zulänglichkeit zu beein- 
trächtigen. Im üegentheil hat der Verfasser geglaubt, grade durch 
das Streben nach einem wählerischen Alaass in dieser Richtung 
den Werth und die eindringliche Wirkung literarischer Anführungen 
und Hervorhebungen nicht unerheblich steigern zu können. Auch 
war zu bedenken gewesen, dass sich in einem Gebiet, wo, wie in 
den mathematischen Wissenschaften, die literarischen Nach Weisungen 
im Allgemeinen weniger üblich sind und doch für das tiefere 
Studium immer wichtiger werden, eine sorgfältige Kundgebung der 
iiusserlieh nur als Gelehrsamkeit erscheinenden Elemente der 
Forschung mit mehr Sinn und Anstand unternehmen Hess, als es 
in solchen Discipliuen hätte geschehen können, wo die. autoritäre 
Behandlung nicht nur eine Ueberwucherimg des Wesentlichen 
durch gleichgültige, oberflächliche oder unzutreffende Citate erzeugt, 
Fildern auch die Unterseheidnngskraft für wahre literarische Gründ- 
lichkeit vielfach abgestumpft hat. Ueberdies konnte Angesichts 
der sonstigen Beschaffenheit der ganzen Arbeit die Besorgniss 
fernbleiben, dass eine unbefangene Betrachtung den Geist derselben 
verkeimen würde, dem die literarischen Beurkundungen mir Mittel 
zum Zweck, dagegen das möglichst tiefe Eindringen in die colleetive 
und individuelle Gedauke.ngeschichte stets die in erster Linie ent- 
scheidende Angelegenheit, gewesen ist. Nur au eine derartige, bis 
zu den Wurzeln der Couceptionen strebende Gedankeugeschichte 
konnte sich die Hoffnung knüpfen, nicht blos zur Vermehrung der 
Kenntniss vom Vorhandenen, sondern auch zur Anregung, Orientinmg 
und Leitung der weiterschaffenden Thätigkeiten Einiges beizutragen. 
Berlin, im September 1872. 

Biili ring. 
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Sinn der Aufgabe und Beziehungen zum Alterthum. 

1. Dpi- Ausdruck Princip hat in der wissenschafllichen 
Mechanik herkömmlich eine mehrfache Bedeutimg. Zunächst ver- 
steht mau uuter Friucipien die einfachsten Voraussetzungen, von 
denen mau in den Ableitungen ausgehen muss. Diese Prineipien 
eutsprecheu den Axiomen der reinen Mathematik. Sie sind die 
letzten Bestandteile, in welche sich jeder Beweis, der vom All- 
gemeinen zum Besondern fortschreitet, auflösen lassen muss. In 
dieser Eigenschaft gleichen sie sämmtlich den geometrischen 
Grundsätzen, die man iu geringer Zahl an die Spitze des Systems 
zu stellen pflegt. Dagegen unterscheiden sie sich von den letzteren 
darin, dass der erheblichste Theil derselben nicht aus Einsichten 
bestehen kann, deren WahtneU ohne Weiteres einleueMet, sobald 
nur der Sinn derselben deutlich ist. Dieser Unterschied rührt 
daher, dass die Mechanik nicht wie die reine Mathematik auf 
blosser Gedankennoth wendigkeit beruht, sondern von Thatsachen 
ausgehen muss, deren letzte Beglaubigung das Verfahren der 
Natur selbst ist. Neben den allgemeinen, einfachen, durch sich 
selbst beglaubigten Einsichten werden mithin noch principielle 
Thatsachen als eine besondere Art von Prineipien iu Frage kommen. 
Diese principiellen Thatsachen werden nun aber irgend einer Art 
von Naehweisung nicht blos fähig, sondern auch bedürftig sein, 
und man wird sich daher in einem vollendeten System nicht er- 
lauben dürfen, dieselben ohne Weiteres, d. h. ohne methodische 
Erweisung ihres Vorhandenseins an die Spitze zu stellen. Man 
wird die zusammengesetzten Thatsachen der Natur zu zerlegen 
und mit Hülfe des Kaisonnements die principiellen Thatsachen 
auszuscheiden und so als wahr nachzuweisen haben. Sobald diese, 
keineswegs nebensächliche Arbeit verrichtet ist, wird man sich der 
durch dieselbe gewonnenen Axiome ähnlich wie in der reinen 

DüUring, Ooschkute der Mechanik. i 



Mathematik bedienen und dieselben als die letzten Stützpunkte 
aller ableitenden Beweise zur Geltung bringen können. 

In den bisherigen Versuchen, der rationellen Mechanik eine 
logisch vollendetere Gestalt zu geben, ist die eben erläuterte, selbst 
priueipiell hochwichtige Unterscheidung noch zu keinem völlig deut 
liehen Bewusstsein gebracht worden. Es wird sich daher i 
Einzelnen mehrfache Gelegenheit darbieten, die aus der Ver 
uachlässigung der fraglichen fundamentalen Verschiedenheit er 
wachsenen Schwierigkeiten zu beleuchten. 

2. Ausser den Principien im engsten, eben angedeuteten 
Sinne dieses Worts werden in der Mechanik, dem geschichtlich 
gebildeten Herkommen zufolge, auch solche Sätze mit diesem 
Namen belegt, welche offenbar den Charakter zusammengesetzter 
Lehrsätze haben. Sie werden oft höchst umständlich bewiesen, 
und dies geschieht bisweilen selbst dann, wenn mau ihnen die 
Bolle zutheilt, die Ausgangspunkte für die Begründung der ge- 
sammten Mechanik abzugeben. Vielleicht der berühmteste Fall 
dieser Art ist derjenige des Princips der virtuellen Geschwindig- 
keiten. Wie man dasselbe gewöhnlich versteht, ist es augen- 
scheinlich ein ziemlich zusammengesetzter Lehrsatz. Aehulieh 
verhält es sich mit den Principien der Erhaltung der lebendigen 
Kraft, der Erhaltung der Flächen, der geringsten Wirkung u. dgl. 
Iii der Art, wie diese Principien in der analytischen Mechanik 
formulirt werden, sind sie unstreitig zusammengesetzte Wahrheiten 
und haben daher die Eigenschaft der Lehrsätze. Ihre Bolle ist 
aus diesem Gesichtspunkt keine andere, als z. B. diejenige des 
Pythagoreischen Satzes in der Geometrie. In der Entwicklungs- 
geschichte des mechanischen Wissens haben sie dagegen als rela- 
tive oder, wie man auch sagen könnte, als secundäre Principien 
gedient. Man ist bei der Lösung von Problemen oder bei dem 
Beweise der noch mehr zusammengesetzten Sätze von ihnen aus- 
gegangen. Auf diese Weise hat man sich daran gewöhnt, eine 
verhältnissmässig kleine Anzahl von mechanischen Wahrheiten, 
durch welche alle übrigen Einsichten zugänglich werden, als 
Principien zu bezeichnen. Etwas Aehulichos ist ursprünglich mit 
allen Thatsachen geschehen, die man mehr oder minder zusammen- 
gesetzt aus der Erfahrung entnahm, und die man vorläufig noch 
nicht weiter in ihre Bestandteile aufzulösen vermochte. 

Diejenigen Sätze zusammengesetzter Natur, welche sich bis 
auf den heutigen Tag unter dem Nameu von allgemeinen Prin- 



cipien der Mechanik behauptet hatten, enthalten zum grössten 
Theil auch solche Bestandteile, die sich sehr wohl zur Aus- 
sonderung und Hervorhebung eignen und alsdann eigentliche 
Principien im engsten und strengsten Sinne des Worts ergeben. 
Auf eine solche Weise lässt sieh z. B, ein Princip gewinnen, 
welches dem Satz der virtuellen Geschwindigkeiten entspricht, aber 
nichts weiter enthält, als was wirklich als eine einfache selbst- 
ständige und mithin als letztes Princip brauchbare Wahrheit 
gelten inuss. 

3. Für das Alterthum, welches theoretisch übet* blosse Statik 
nicht hinauskam, war der Satz vom Hebel ein relatives Princip, 
auf welches man die verschi-deum einfachen mechanischen Po- 
tenzen zurückzufahren Süchte. Nim ist ..iesei Satz offenbat ein 
Lehrsatz, dessen Holle man sogar mit derjenigen des Pythagorei- 
schen Satzes in der Geometrie vergleichen könnte. Die subtilere 
Wissenschaft war sich dies'ftf" Om ,a tandes tuch wohl ewusst und 
Archiinedes gab daher auch einen Beweis, indem er sich nur ge- 
stattete, den einfachen Fall des gleicharmigen Hebels als blosses 
Postulat einzuführen. 

Rechneu wir derartige -ätze von grosser Tragweite eben- 
falls zu den allgemeinen Principien der Mechanik, so begrenzt 
sich der Gegenstand unserer geschichtlichen Nachforschungen in 
eiuer natürlichen und angemessenen Weise. Alle fundamentalen 
Wahrheiten, aus denen sich der wesentliche Inhalt der beweisenden 
und ableitenden Mechanik zusammensetzt, werden in jenem weiteren 
Sinne als allgemeine Principien gelten müssen, und wo die Wissen- 
schaft eine neue erhebliche Wendung genommen hat, wird auch 
der Ausgangspunkt dieser Wendung oder die grundlegende That- 
sache der neuen Richtung als ein neues Princip zu betrachten 
sein. Im Wesentlichen fällt diese Begrenzung unserer Aufgabe 
auch mit dem Sprachgebrauch zusammen. Ausserdem hat sie die 
Auffassung von Lagrange für sich, der unter allgemeinen Principien 
der Mechanik eine Anzahl von Sätzen und Voraussetzungen ver- 
stand, die für jeden der Gesichtspunkte, von denen wir ausgehen, 
mehr oder weniger Beispiele liefern. Die besondern Wahrheiten, 
welche nach den aus dem Gesichtspunkt der Principien bereits 
berücksichtigten Methoden durch die Combinatiou mit den sonstigen 
principiellen Thatsachen und Sätzen abzuleiten sind, werden natür- 
lich ausser Betrachtung bleiben müssen. Die Mannichfaltigkeit 
der Anwendungen wird an sich selbst für unseru Zweck unerheb- 

1* 
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lieh bleiben, und nur da, wo eine Anwendung keine blosse Com- 
biiiation alter Elemente ist, sondern eine neue Gattung des Wissens 
repräsentier, wird auch eine neue priucipielle Thatsache oder Ein- 
sieht in Frage kommen. Ein epochemachender Fall dieser Art 
ist die Anwendung der mechanischen l'rineipien auf die Wärme. 
Hier besteht die principielle Erweiterung der Wissenschaft darin, 
dass in der Natur ein neues Object von mechanischem Charakter 
aufgel'nnden und mit dem bisher bekannten Gebiet rein mecha- 
nischer Gesetzmässigkeit in Beziehung gesetzt worden ist. 

4. Auch im weitesten Sinne kann von Prineipien in der 
Geschichte der Mechanik ersi von dem Zeitpiuakt an die Efcedf! 
sein, wo man anfängt, die verschiedenen Thalsachen und Ideen 
in ihrer rationellen Abhängigkeit von einander zu betrachten und 
aus dem Gesichtspunkt des Grundes und der Folge mit einander 
zu verbinden. Dies geschieht aber noch keineswegs in einer er- 
hebliehen Weise, solange die mechanische Praxis dem Gängel- 
bande des unmittelbaren mehr instinetiven und meist auf den 
besondern Zweck beschränkten Urtheils ohne ein höheres, theo- 
retisches Interesse folgt. Ein gewisses Maass praktischer Mechanik 
hat lange bestanden, ehe auch nur die einfachsten Wirkungsarten 
der Kräfte erklärt wurden. Schon aus den Bauten des Aegyp- 
tischen und des Indischen Alterthums lässt sich auf die Anwendung 
mechanischer Kunstmittel zur Fortsehadüug bedeutender Lasten 
schliessen. Die Griechische Ueberlieferuug zeigt bereits mehr. 
Sie berichtet von der Anwendung sehr einfacher Vorrichtungen; 
aber sie bietet selbst zu Zeiten, in denen sich die mechanische 
Praxis künstlicher gestaltet hatte, keine Beläge, welche das Vor- 
handensein eines wissenschaftlichen Bewusstseins über mechanische 
Verhältnisse vor den Arbeiten des Archiinedes in entscheidender 
Weise bekundeten. Allerdings kannte Aristoteles das Hebel- 
prineip 1 ); aber er wusste es nicht recht zu beweisen. Seine 
Speculationen sind ausserdem ein Zeugniss dafür, wieweit man 
von einer rationellen Auffassung des Mechanischen entfernt war. 
Auch wird dieses Zeugniss nicht durch den naheliegenden Ein- 
wand entkräftet, dass die Art und Weise des Philosophen nicht 
als das vorherrschende Gepräge der Naturerklärung und Natur- 
auffassung seiner Zeit gelten kenne. Diejenigen wissenschaftlichen 
Bichtungen, welche den mathematischen und physikalischen An- 



') Vergl. die ersten Entwicklungen seiner Quaestiouos niechamcae. 
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schauuugsweisen näher standen, mochten sich immerhin in einem 
gewissen Maass durch ihre Methode auszeichnen; aber die fertigen 
■Ergebnisse hätten dem Leser", wie Aristoteles von Plato ge- 
nannt wurde, schwerlich entgehen können. 

5, Die Gestalt, in welcher sich uns das, was das Alter- 
thum an wissenschaftlicher Mechanik aufzuweisen hat, in einer 
der genaueren Prüfung zugänglichen und positiven Weise zeigt, 
sind die einschlagenden Schriften des Archimedes. Der eigen- 
thü inliehe Charakterzug dieser scharfsinnigen Leistungen ist die 
Beschränkung auf blosse Statik und, was noch mehr sagt, auf 
rein statische Methoden. Von dem Schritt, durch welchen die 
statischen Verhältnisse gleich im Eingang der neuern Zeit auf 
eventuell mögliche Bewegungen zurückgeführt wurden, ist bei 
Archimedes keine Spur anzutreffen, und hieraus erklärt sich, 
warum die eigentlichen Priucipien der Mechanik im Alterthum 
noch keine Rolle spielen konnten. Die tiefer greifenden Priucipien 
müssen den Gleichgewichts- und den Bewegungsverhältnissen ge- 
meinschaftlich sein. Sie setzen also wenigstens einen Anfang in 
der Dynamik voraus, und der Grund dieser neuen, völlig modernen 
W issenschaft wurde erst durch Galilei gelegt. 

Die antike, streng wissenschaftliche Statik, wie sie durch 
Arclüniedes repräsentirt ist, beschränkt« sich wesentlich auf eine 
Lehre von den Schwerpunkten und auf eine Ausführung der Ge- 
wichts- und Stabilitätsverhältnisse eingetauchter und schwimmender 
Körper. Die sonstigen Kenntnisse des Arclüniedes, namentlich 
diejenigen über die verschiedenen mechanischen Potenzen, ent- 
ziehen sich, wie fast das ganze übrige theoretisch mechanische 
Wissen des Alterthums, einer unmittelbaren Prüfung, da blosse 
Berichte und Spuren, aus denen sicli auf die theoretische Be- 
schäftigung mit den einzelneu mechanischen Vorrichtungen schliessen 
lässt, die Sache selbst nicht ersetzen können. Jedoch dienen sie 
häufig genug dazu, anzuzeigen, was man nicht wusste und nicht 
konnte. Ausserdem hat für die geschichtliche Entwicklung auch 
schon deshalb nur das urkundlich erhaltene Wissen einen Werth, 
weil dieses alleiu, nicht aber irgend eine unbestimmte Anführimg 
die Anknüpfungspunkte für die modernen Bestrebungen abzugeben 
vermochte. Dieser Umstand macht es auch rathsam, die ein- 
schlagenden Einzelheiten erst an denjenigen Orten anzuführen, wo 
irgend eine Beziehung zu den Unternehmungen der Neueren dazu 
auffordert. 
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6. Der eben erwähnte Grund nöthigt uns auch, das bei 
Archimedes principiell Bedeutende in aller erforderlichen Aus- 
führlichkeit erst dann zu erörtern, wenn wir es im Eingange der 
neuern Zeit unter den Händen der modernen Forscher neue 
Wichtigkeit und gleichsam erst Leben gewinnen sehen. Was der 
Zufall von seinen Schriften übrig gelassen hat, war zunächst fast 
als ein caput mortuum zu betrachten; denn es überlieferte 
anstatt der Auffindungsmethoden nur ein Gerüst fertiger Sätze und 
solcher Beweise, welche mehr die Erzwingung der Anerkennung 
als die Entstehungsgründe der Einsichten im Auge hatten. Die 
neuere Zeit hat sich die Methoden erst selbst erfinden müssen, 
und wenn es auch keinem Zweifel unterliegen kann, dass sich 
Archimedes und die Alten bei der Aufsuchung der Wahrheiten 
gewisser natürlicher Methoden und Vorstellungsweisen bedienten, 
so haben sie dieselben doch niemals auseinanderzusetzen gehabt, 
weil ihr vorzüglichstes Augenmerk bei der Darstellung die Strenge 
einer zwingenden Beweisform blieb. In ihrer Geometrie ist die 
Exhaustionsniethode ein Beispiel für die Art, wie sie iu ihren 
Beweisen die offenbar leitenden Vorstellungen absichtlich durch 
Umwege ersetzten, auf denen sie allein die formale Strenge des 
liaisonnements zu wahren vermochten. Etwas Aehnliches niuss 
noch weit entschiedener in der Mechanik stattgefunden haben, und 
dieser Umstand erklärt uns auch einigermaassen die Thatsache, dass 
die antiken Ueberlieferungen nicht durch ihr blosses urkundliches 
Vorhandensein zu wirken und die eignen schöpferischen Antriebe, 
an denen es im gan-zcn Mittelalter vollständig mangelte, nicht zu 
ersetzen vermochten. Die Anregungen, die von diesen Schriften 
im Eingange der neueren Zeit ausgegangen sind, waren nicht von 
der Art, wie sie auf passive Generationen zu wirken vermögen. 
Es war eine selbst schöpferisch strebende Zeit und der Geist über- 
legener wissenschaftlicher Charaktere, wodurch aus den Resten des 
Alterthums etwas über fertige Resultate Hinausreichendes ge- 
wonnen wurde. 

In der That verdanken wir dem Alterthum in der Mechanik 
keine Eormulirung irgend eines lebendig productiven Erkenutniss- 
prmcips, welches sich mit den modernen Principien, wie z. B. dem 
der Zusammensetzung der Kräfte, oder gar mit demjenigen der 
virtuellen Geschwindigkeiten vergleichen Hesse. Archimedes geht 
in seiner Schrift über das Gleichgewicht der Ebenen von der gleich 
an die Spitze des ersten Buchs gestellten axiomatischen Voraus- 
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setzuug aus, class „gleich schwere Grössen, die in gleichen Ent- 
fernungen wirken, im Gleichgewicht sind." Mit Hülfe dieser ohne 
weitere Nachweisung hingestellten Annahme beweist er im sechsten 
Satz das allgemeine Hebolprincip. Die weiteren Ausführungen 
seiner Gleichgewichtstheorie betreffen die Schwerpunkte und zwar 
zunächst im ersten Buch diejenigen der einfachsten Figuren, wie 
der Dreiecke und Trapeze. Im zweiten Buch wird alsdann auf 
Grund der Quadratur der Parabel weiter gegangen, und die An- 
wendungen erhalten einen vorwiegend mathematischen Charakter. 
Ueberhaupt kann man von den erhaltenen Arbeiten des Archimedes 
sagen, dass ihr Hauptgegeustand die reine Mathematik sei, und 
ass die Combination der aufgefundenen geometrischen Sätze mit 
mechanischen Begriffen und Problemen häufig nur dazu dient, den 
geometrischen Neigungen einen Gegenstand zu verschaffen. 

7. Die andere der beiden erhaltenen mechanischen Schriften 
des Syrakusiscbeii Mathematikers ist diejenige über die schwim- 
menden Körper. Gleich an der Spitze derselben steht die Voraus- 
setzung, dass in einer Flüssigkeit der weniger gedrückte Theil 
durch den mehr gedrückten in die Höhe getrieben werde, und 
dass jeder Theil von der senkrecht über ihm befindlichen Flüssig- 
keit gedrückt werde. Der fünfte Satz des ersten Buchs besagt 
das Einsinken eines leichteren Körpers bis zur Verdrängung eines 
seinem eignen gleichen Gewichts der Flüssigkeit, und der siebente 
Satz spricht die Abnahme des Gewichts der schwereren Körper 
um das Gewicht der^ verdrängten Flüssigkeitsmasse aus. Die 
ganze Schrift geht in- ihren weiteren Anwendungen zunächst auf 
Kugelabschnitte und dann auf parabolische Konoide ein, so dass 
Alles wesentlich nur Bethätigung der einfachen Sätze an mathe- 
matisch interessanten Verhältnissen ist. Die Stabilität von Körpor- 
gebilden der höheren Geometrie, die man sich in Flüssigkeiten 
getaucht denkt, ist die subtilere Seite der verwickeiteren Unter- 
suchungen, während nicht nur für unsern Zweck sondern auch 
für die moderne Geschichte der Mechanik die Formulirung der 
einfachen Fundamentalwahrheiten der Hydrostatik eine weit 
grössere Bedeutung hat. Wir werden aber auch diese princi- 
piellen Anfänge erst da genauer erörtern, wo an dieselben von 
den Neueren wieder angeknüpft wird. Beiläufig bemerkt, hat die 
hydrostatische Arbeit des Archimedes das Schicksal gehabt, nicht 
einmal in Griechischer Sprache, sondern durch Arabische Vermitt- 
lung und in einer höchst defecten Gestalt auf uns zu gelangen. 



Dennoch konnte Lagrange 1 ) grade von diesen Stabilitätsunter- 
suelrangen behaupten, dass „die Neueren wenig hinzugefügt haben". 

8. Nach dem Vorangehenden beschränken sich die princi- 
piellen Anfänge zu den Grundlagen der allgemeinen Mechanik 
auf ein paar Begriffe und Sätze der Statik und der Hydrostatik. 
Vor Allem ist es der Begriff des Schwerpunkts, der den ersten 
Ausgangspunkt für die reiu theoretischen Untersuchungen bildet. 
Alsdann ist es das Verhältnis« der Kräfte am Hebel, was zur 
Grundlage der antiken Erklärungen gemacht wird. Die Hydro- 
statik beruht dagegen in der Hauptsache auf eigenthümlichen 
Principien und Eiern entarsätzen, und von einer Ableitung dieser 
relativ einfachen Fundamente aus Grundsätzen und Vorstellungen 
der allgemeinen Mechanik ist noch keine Spur anzid reffen. Der- 
artiges gelingt erst den Neuereu, indem sie die Flüssigkeit in 
ihrer jedesmaligen Begrenzung als eine natürliche Maschine be- 
trachten. 

Abgesehen von dem geringen Umfang des Gegenstandes sin 
aber die antiken Principien und Elementarsätze in ihrer Form, 
Ausdrucks- und Einführungsart denen der Neueren offenbar über- 
legen. Das Einzige, worüber man rücksichtlich ihres Sinnes zu 
Zweifeln Anlass gefunden hat, ist die Frage, wie weit die ersten 
von Archimedes zu Grunde gelegten Voraussetzungen als IMahrungs- 
thatsaeheu oder aber als ursprüngliche Verstandef?nothw r endigkeiteu 
gelten sollten. Nun bleibt es freilich im Ausdruck der Sache 
völlig unentschieden, ob der Satz vom Gleichgewicht am gleich- 
armigen Hebel durch die Erfahrung verbürgt sein solle, oder ob 
man die Symmetrie der Verhältnisse als einen reinen Verstandes- 
gruud des auf beiden Seiten gleichen Verhaltens anzusehen habe. 
Die Neueren pflegen sich in solchen Fällen der Wendung zu be- 
dienen, dass kein Grund vorhanden sei, warum eine Wirkung eher 
in dem einen als in dem entgegengesetzten Sinne, also eher nach 
der einen als nach der andern Seite erfolgen solle, und dass mithin 
überhaupt bei dem Mangel eines derartigen Grundes eine solche 
unterschiedliche Gestaltung des Verhältnisses gar nicht statthaben 
könne. Sie haben also, sobald sie ein solches Raisonnement als 
stichhaltig zur Geltung bringen, unverkennbar die Absicht, die 
fraglichen Verhältnisse als blosse Verstandesiiothwendigkeiten er- 



') Mucanique amilytique, 2. Ausg. 1811. Bd. i, erste Abth. Sect. VI. 
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cheinen zu lassen. Etwas Aehnliches bei Archimedes vorauszu 
setzen, hat man streng genommen kein Hecht. Ein BewnsstSeis 
Aber den verschiedenen Ursprung der Krkonntniss war im Altertlium 
am allerwenigsten vorbanden. Aueb ist es erst die allerneuste 
Zeit gewesen, in welcher die principielle Unterscheidung der 
Verstandesnothwendigkeiten und der Ei-fahriingsthatsachen ernst- 
licher maassgebend zu werden vermocht hat. Dieser kritiscbe 
Gesichtspunkt ist daher von der Art, dass man nicbt annehmen 
darf, er habe schon für Arohimedes von Bedeutung sein können. 
Der Vorwurf der Unbestimmtheit des Sinnes, in welchem «Ii«* 
Priucipien genommen werden sollen, fällt daher entweder ganz 
fort, oder ist auf die ganze unentwickelte Auffassung des Alter- 
thiuus auszudehnen. Unter beiden Voraussetzungen bleiben die 
Archimedischen Fornmlirungen der Priucipien in ihrer formalen 
Strenge unberührt. Ihr Inhalt ist genau derselbe, gleichviel ob 
man annimmt, er habe durch die blosse einfache Verstandes? 
Vorstellung oder durch die Erfahrung oder durch das einheitliche 
Zusammenwirken beider Elemente verbürgt sein sollen. Allerdings 
war das Vorbild der Darstellung die bereits ausgebildete Verfassung 
der reinen Mathematik: aber die Naciitheile dieser zunächst sehr 
natürlichen Einseitigkeit trafen die Beweise mindestens ebensosehJ 
als die Priucipien, und sie sind in der neueren Zeit noch weit 
bemerklicher hervorgetreten als im Alterthum. Die strenge Son- 
derling des rein Mathematischen von dem spezifisch Mechanischen 
ist noch heute nicht vollständig vollzogen, und es wird eine der 
methodisch wichtigsten Aufgaben unserer Kritik sein, die in dieser 
Beziehung erforderlichen Abgrenzungen genau zu bezeichnen. 

0. Die Mathematik des Alterthums übertraf die Bedürfnisse 
der damaligen Mechanik, indem sie sich mit Gebilden vertraut 
gemacht hatte, für welche die natürlichen Anwendungen erst in 
der neuem Zeit und zum Theil erst spät aufgefunden wurden. 
Die Theorie der Kegelschnitte bildet hiezu den wichtigsten Belag. 

Die neuere Wissenschaft zeigt dagegen vornehmlich den 
umgekehrten Entwicklungsgang. Diejenigen mathematischen Ein- 
sichten, durch welche Galileis Grundlegungen der Dynamik gehörig 
benutzt und ausgebildet werden konnten, fanden sich vielfach erst 
an der Hand der mechanischen Probleme selbst, so dass man 
behaupten kann, in der neueren Zeit seien die wichtigsten Bestand- 
teile der mathematischen Erkenntniss weniger die Frucht einer 
freien, gleichsam spielenden Geistesbeweguug, wie bei den Griechen, 



sondern das Ergebniss der Anforderuiigen gewesen, welche von der 
materiellen Forschung ausgingen. 

Dennoch war es von der grössten Wichtigkeit, dass man 
gegen die Zeit der modernen Wiederbelebung der Wissenschaften 
einen Schatz fertiger mathematischer Einsichten vorfand, der in- 
zwischen noch durch die Anfänge einer bereits moderner gestalteten 
Arithmetik und Algebra bereichert worden war. Mit Hülfe dieses 
Wissens und vermittelst der Einführung in die Behandlung der 
ersten Principien der Statik und Hydrostatik durch Archimedes 
haben sich die Neueren zu eignen Untersuchungen vorbereitet. 
Selbst die zusammenhangloseren Reste und sogar die gelegent- 
lichen Beurkundungen blosser Versuche, wie sie sich vornehmlich 
in den Collectionen den PappUB antreffen lassen, haben in manchen 
Fällen und zwar nicht blos durch das Gelungene, sondern auch 
durch das Verfehlte anregend gewirkt. 

Weit bedeutungsloser blieb dagegen für die prinzipiellen 
Thatsachen der Mechanik alles das, was die Zeit nach Archimedes 
an Berichten oder Schriftrestcn über praktische Mechanik aufzu- 
weisen hat. Alle diese Ueberlieferuiigcn vertreten nur die negative 
Thatsache, dass man in der piincipiellen Begründung eher Rück- 
schritte als Fortschritte gemacht hatte. Ungefähr ein Jahrhundert 
nach der Zeit des Archimedes bediente sich (der ältere) Heron 
von Alexandrien des Satzes vom Hebel, um die Wirkungsart der 
ihm bekannten einfacheren Maschinen zu erklären. Der eigentlich 
wissenschaftliche Geist scheint aber seitdem immer mehr abge- 
nommen zu haben, so dass man für das Alterthum Archimedes 
und dessen Zeit als den Culminationspunkt des rationellen mecha- 
nischen Wissens betrachten niuss. Die geometrischen und die 
statischen Aufstellungen dieses einen Mannes haben selbst in der 
verkürzten und zum Theil defecten Gestalt, in welcher sie auf 
uns gelangt sind, mehr Bedeutung gehabt, als was sich in der 
Mechanik und in der mit der Mechanik in Zusammenhang gebrachten 
Geometrie sonst noch erhalten hat. Der Zeitraum, welcher diese 
in der Mechanik fruchtbarste Erscheinung des Alterthums von den 
ersten Bekundungen eines entschieden schöpferischen Geistes der 
modernen Aera trennt, ist für die priucipiellen Fortschritte so gut 
wie nicht vorhanden. Die achtzehn Jahrhunderte, welche Galilei 
von Archimedes trennen, hindern uns daher keineswegs, die eine 
Erscheinung fast unmittelbar an die andere zu knüpfen. Was vor 
oder ziemlich gleichzeitig mit Galilei zu berücksichtigen ist, kenn- 



zeichnet sich vorwiegend als vorbereitende Auffrischung der antiken 
Ueberlieferuug. Da es überdies auch der Zeit nach nur wenig 
früher anzutreffen ist, als die Galileischen Leistungen, so kann 
man im Grossen und Ganzen den erwähnten Zwischenraum als 
leer und gleichsam als eine geschichtliche Wüste ansehen, 

Wie nun aber Galilei nur in der Statik den Alten etwas zu 
verdanken hat, für die Dynamik aber selbständiger Schöpfer ist, 
so verwandelt sich auch das aus der antiken Statik Entlehnte 
unter seinen Händen in etwas principiell besser Begründetes. Die 
statischen Verhältnisse nehmen gleichsam an der Bewegung und 
dem Leben Theil, welches den dynamischen Einsichten eigen- 
thümlich ist. Alle Erklärungen werden vertieft und legen die 
starre Form ab, in welcher sie den natürlichen Gründen des lebendigen 
Geschehens mehr oder minder entfremdet waren. Auf diese Weise 
erhält auch die Statik neue Grundlagen, und die Principien der- 
selben erscheinen in ihren natürlichen Beziehungen zu denen der 
neu geschaffenen Wissenschaft der Dynamik. Derartige Ergebnisse 
konnten aber offenbar nicht die einseitige Frucht blosser Ueber- 
lieferimg sein, sondern müssen als eine Wirkung der modernen 
Vertiefung in die einfachsten und natürlichsten Principien der 
mechanischen Vorgänge angesehen werden. Auch ist dieser Sach- 
verhalt der entscheidende Grund, aus welchem eine kritische Ge- 
schichte der allgemeinen Principien mit der neuern Zeit und 
speciell mit Galilei zu beginnen, das ausserdem principiell Erheb- 
liche aber nur einzuschalten und den neuern Auffassungsarten und 
Ausgangspunkten unterzuordnen hat. 



Erster Abschnitt, 



Die Zeit Galilei s. Grundlegung der Dynamik. 

Erstes Gapitel. 
Vorgänger Galilei's. 

10. Wussie man auch nichts vou den Kenntnissen und 
Ideen Derjenigen, welche sich vor Galilei mit Fragen der prak- 
tischen oder theoretischen Mechanik beschäftigten, so würde man 
dennoch nicht voraussetzen dürfen, dass eine neue Gattung des 
Wissens ohne alle Uebergänge zn Stande gekommen sei. Eine 
solche Annahme wurde dem geschichtlichen Gesetz der Stetigkeit, 
widersprechen. 80 hoch man daher auch den Anthefl eines einzelnen 
Mannes an der Hervorhringuiig eines neuen Zweiges der Forschung 
veranschlagen möge, ja selbst, wenn man Ursache hat, einer einzigen 
Persönlichkeif die wesentliche Schöpfung einer ganzen Wissen- 
schaft zuzuschreiben, so wird man sich doch zu hüten haben, zu 
meinen, die Gedanken Anderer hätten sich vorher noch nie in 
einer verwandten Richtung bewegt. Schon die Grundsätze der 
Veranschlagung der Wahrscheinlichkeiten sprechen gegen eine 
solche unhistorische Auffassung. Das Fertige und Gelungene ist 
selten die Frucht der ersten Bestrebungen, sondern in der Hegel 
das Ergehniss einer Keihe von Ansätzen, Versuchen und unvoll- 
kommenen Lösungen. Selbst in dem Fall, in welchem der spätere 
Eni «lecker weder direct noch indirect von den Bemühungen seiner 
Vorgänger Kenntnis* gehabt hätte, würde die Geschichte dennoch 
die Vorversuche zn verzeichnen haben, da sie nicht blos die Be- 
dingungen , unter denen der Einzelne bewussterweise arbeitete, 
sondern auch diejenigen Chancen berücksichtigen muss, die für 
die Erfolge der Gesammtheit gelten. 

Galilei ist der Schöpfer der Dynamik und der Verbessern- 
der Statik. In der ersteren Eigenschaft hatte er ein volles Recht, 
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schon auf dein Titel seiner Hauptschrift von „neuen Wissen- 
schaften" (nnove scienze) zu reden. Nichtsdestoweniger haben die 
neuem Forschungen gezeigt, dass er auch bezüglich der Dynamik 
bereits ein Jahrhundert früher einen Vorgänger hatte, dessen Gtenie 
dem genügen nicht nachstand, und der vielleicht eine noch höhere 
Werthsehätzung verlangt, wenn man seine Ideen und Ltdstungen 
mit den wissenschaftlichen und sonstigen Verhältnissen seiner 
Zeit vergleicht. Dieser Mann war Leonardo da Vinci, geb. 1 152, 
also 112 Jahre vor Galilei. Der weitere Kreis des Publicums 
kennt ihn vornehmlich als grossen Maler; die Wissenschaft bat 
dagegen in ihm einen Vertreter der anscheinend verschied engten 
Gebiete technisch imd theoretisch mechanischen Charakters zu 
suchen. Ja noch mehr! Jener Italienische Maler hat sich nicht 
blos in besondeni Wissenszweigen, wie in der technischen Lehre 
der Wasserbewegung oder in der Anatomie und Bewegungslehre 
der menschlichen Körpertheile, sowie in mehreren andern Special- 
richtungen als bedeutender und vielfach bahnbrechender Geist 
erwiesen, und er hat nicht etwa blos die tiefern Gründe mechanischer 
Vorgänge zum Theil mit Erfolg erforscht, sondern er ist auch der 
Repräsentant richtiger Vorstellungen über die allgemeine Methode 
der Erlangung eines richtigen Naturwissens. Was er über das Ver- 
hältniss der Erfahrung zur Speculation sagt, trägt der ersteren volle 
Rechnung und ist zugleich ein Zeugniss für den Werth der letzteren. 
Er kannte ebensogut die Notwendigkeit der Beobachtung und des 
Experinients^ils die Tragweite der rationellen Oonsequenzen. In dieser 
Beziehung sind seine kurzen Auslassungen über die Methode, wie 
wir sie in Venturi's 1 ) Essay S. 31—32 und in Libri's 2 ) Geschichte 
der Mathematik in Italien Bd. III, S. 235 wörtlich ausgezogen 
finden, weit zutreffender, als was spätere Philosophen, namentlich 
aber Bacon von Verulam in umfassenden Werken auseinander- 
zusetzen vermocht haben. Diese methodisch richtigen Vorstellungen 
haben ausser ihrer allgemeinen Bedeutung auch noch einen besondern 
Sinn für die Mechanik. Nur an der Hand richtiger Grundsätze 
über die üntersiichungsart ist es später Galilei gelungen, der 
modernen Physik eine sichere Grundlage zu geben. Es lohnt daher 
der Mühe, den allgemeinen Fornmlirungeti der Forschungsgrund- 

') Venturi, Essai sur les ouvrages ]>]iysü'o-niatlu!)uati'Hk's de Leonard 
de Vinci. Paris 1797. 

2 ) Libri, Histoire des scieuces matheniatiques en Italie, 4 vols. Paris 
1888—41. 
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Sätze in einer Geschichte den mechanischen Principien einige 
Aufmerksamkeit zuzuwenden. Was Leonardo im 15. Jahrhundert 
als maassgebend nicht nur aussprach, sondern, was mehr bedeutet, 
auch in seinen eignen Arbeiten zur Anwendung brachte, trifft mit 
der sorgfältigsten Fassung zusammen, die sich heute nur irgend 
den Erfordernissen einer gediegenen mathematischen und experiuien- 
tellen TJutersuchuiigsart geben lässt. Im Gange der Erkenutuiss 
legte er zwar den Ton auf Beobachtung und Experiment und wollte 
die allgemeinen Regeln stufenweise auf Grund der besoudern 
Thatsachen angebahnt wissen; allein er wusste auf der andern 
Seite auch die Fruchtbarkeit der sich frei bewegenden Phantasie 
zu schätzeu und ging von voniherein davon aus. dass für die 
Hervorbringung eine; sichern Wissens die Anwendung der Mathe- 
matik unumgänglich sei. 

11. Ein Wort Leonardo's über das Verhältniss der Mechanik 
zur Mathematik kann als typisch für die Rolle angesehen werden, 
weiche die Anwendungen der Mathematik des Alterthums und der 
neuern Zeit in der Mechanik gespielt haben. „Die Mechanik 1 -, sagt 
er 1 ), „ist das Paradies der mathematischen Wissenschaften, weil mau 
mit ihr zur Frucht des mathematischen Wissens gelangt" (si viene 
al frutto). In der That hat sich die Frucht der antiken Mathematik 
am glänzendsten in der modernen Mechanik und zwar speciell in 
derjenigen der Himmelskörper gezeigt. Auch ist man erst tiefer 
in das Verfahren der Natur eingedrungen, seit man von der 
mathematischen Charakteristik der blos anschaulichen Phänomene 
den Uebergang zur Messung der realen Kräfte bewerkstelligt hat. 
Die Mathematik uud speciell die Geometrie gestattet eine Menge 
von Anwendungen auf die Natur, in denen jedoch streng genommen 
nur die Kennzeichnung von Anschauungsgebilden und so zu sagen 
nur von Gesichtsphänomenen in Frage kommt. Solauge man 
ausschliesslich in dieser Anwendungssphäre verbleibt, entzieht sich 
der Kern der Natur, dessen Grundlage in den Massenverhältnissen 
und mechanischen Kräften zu suchen ist, einer exacten Ergrüudung. 
Das Wissen behält alsdann einen vorherrschend pboronomischen 
Charakter. Man kennt im günstigsten Falle die Bewegungserschei- 
uungen; aber man vermag nicht auf das Verhältniss der Ursachen 
solcher Bewegungen zu schliessen. Die Keplerschen Gesetze sind ein 
glänzendes Beispiel dieser rein phänomenalen Vorbereitungen der 



l ) Libri, im angeführten Werk Bd. III, S. 40. 



tieferen, eigentlich mechanischen Erkenntniss. Einem Leonardo wären 
die Früchte jener Gesetze, wenn er, gleich Galilei, zu den Zeiten 
Kepler's gelebt hätte, schwerlich entgangen. So sein- war seine 
Geistesart geeignet, ebenso der mechanisch realen, wie der specu- 
tativen Seite eines Gegenstandes zu entsprechen. Bin Kepler mit 
seiner oft überkühnen Phantasie würde ihm verständlich gewesen 
sein und an ihm voraussichtlich einen Mann gefunden haben, der 
die einschlagenden Erfolge eines Newton vorweggenommen hätte. 

Obwohl die- Werke des genialen Italiäners fcheÜs verloren 
gegangen, theils aber auch unwirksam geblieben sind, so lässt 
sicli docli aus dem, was aus der erhaltenen Manuscripleiiinasse 
seitEingang unseres Jahrhunderts veröffentlicht worden ist, wenigstens 
soviel ersehen, dass sehr erhebliche mechanische Vorstellungen, die 
man in der herkömmlichen Geschichtsdarstellung gewöhnlich später 
datirt, bereits jenem Forscher angehörten. Freilich gehörten sie 
hiemit nicht zugleich auch dem fünfzehnten Jahrhundert, ja auch 
nicht dem grössern Theil des sechszehnten. Grade aber, weil 
sie der allgemeinen Aneignungsfähigkeit des Zeitalters bedeutend 
vorauseilten, haben sie für die Einleitung der neuern Geschichte 
der Mechanik ein besonderes Interesse. Derselbe Geist, der in 
den kosmischen Vorstellungen weit in die Folgezeit hinausgriff, 
hat in den allerersten Principien der Mechanik Anschauungsweisen 
und fundamentale Einzelkenntnisse bekundet, deren Inhalt und 
Artung ein klares und tiefes Nachdenken über die Natur Vorgänge 
verräth. Ungeachtet der Dürftigkeit der grade nach dieser Seite 
besonders verkümmerten Hinterlassenschaft können dennoch einige 
Punkte und zum Theil mit des Autors eignen Worten über allen 
Zweifel erhoben werden. 

12. Am deutlichsten ergiebt sich aus einzelnen Stelleu und 
Manuscriptenfragmenten, dass Leonardo das Bewegungsgesetz auf 
' der schiefen Ebene kannte, und dass er zutreffende Vorstellungen 
vom stetigen Wachsen der Geschwindigkeiten beim Fallen der 
Körper hatte. In ersterer Beziehung sagt er 1 ) indem er mit AB 
die Höhe und mit AC die Länge der schiefen Ebene bezeichnet: 
„Das Fallen des Körpers A auf der Linie AC erfolgt, im Ver- 
hältniss zum Fallen in AB in einer Zeit, die um so viel länger 
ist, als AC im Vergleich mit AB mehr Länge hat." Diese 
Aufstellung ist um so wichtiger, als sie keine blos statische, 



'} Bei Venturi, in der angef. Schrift, S. 18, § 7. 
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sondern eine dynamische ist. Nicht das weit leichter bestimmbare 
Gleicbgewichtsverhiiltniss auf der schiefen Ebene, sondern die 
relative Fallzeit wird richtig angegeben. Weiter heisst es dann: 
„Der schwere Körper A fällt schneller durch den Dogen ACE 
als durch die Sehne AE." Diese Einsicht ist nichts als eine 
Anwendung der Kenntniss des Falles auf der schiefen Lbene, und 
die Parado.xie, die theils in der Sache, theils in der Fonnulirung 
liegt, hat später einem Galilei, der denselben Satz als Consequenz 
seiner Fiilltheorie aufstellen musste, Gelegenheit zu eingehenden 
Auseinandersetzungen gegeben. Nimmt mau noch eine Aeusserung 
Leonardo'« 1 ) hinzu, derzu folge er sich beim Fallen die Geschwindig- 
keiten in arithmetischer Progression wachsend dachte, so ist hin- 
reichend ersichtlich, dass er einen erheblichen Theil der Eigen- 
schaften des freien Falles gekannt haben müsse, und dass er auf 
diese Weise den von Galilei definitiv und in ihrem ganzen Umfang 
festgestellten Wahrheiten sehr nahe gekommen sei. 

Nicht von ganz gleicher Bedeutung, aber doch noch immer 
sehr erheblich sind die Andeutungen und Spuren jener Auffassungsart 
des Kräfteverhältnisses, deren bestimmtere Gestaltung wir heute 
als diejenige nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten, 
bezeichnen. Offenbar wurde das in Rücksicht auf die eventuellen 
freien Kräftewirkungen umgekehrte Verhältniss der durch den 
Hebel und andere Potenzen fest vorgeschriebenen relativen Ge- 
schwindigkeiten von Leonardo beachtet und in diesem Verhältniss 
sogar der Grund dos gegenseitigen Aufwiegens sowie überhaupt 
der Wirkungsgh'irhhrii erkannt. Jedoch hat sich das Princip der 
virtuellen Geschwindigkeiten zu seiner vollständigen Allgemeinheit 
erst in mehreren Abstufungen entwickelt, so dass man bei Leonardo 
nur von einem Anfang zu demselben reden kann. 

13. Was zwischen Leonardo da Vinci und Galilei an principiell 
interessirenden Thatsachen vorkommt, bezieht sich auf die Arbeiten 
oder Ideen von Männern, die theils an die überlieferte Statik des 
Altertliuins anknüpften, bheils aber atiöh gelegentlich vereinzelte 
dynamische Vorstellungen vertraten. In letzterer Beziehung ist 
besonders l. Ii. Denedetti (gest. 1570) anzuführen. Er \\uss(e, 
dass im leeren Räume die Körper unabhängig von ihrer Masse 
mit gleicher Geschwindigkeit fallen, d. h. von denselben Höhen bei 
den verschiedensten Massen in gleichen Zeiten zur Lide gelangen. 

') S. «las Fragment in den Beilageu zu Libri's angef. Werk Bd. III. S. 212. 
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Diese Erkemitniss war nicht unwichtig, wenn man 



dass noch zur Zeit Galilei's die Aristotelischen Vorstellungen von 
Schwere und Leichtigkeit und von dem schnelleren Fallen der 
schwereren Körper vermöge ihres grösseren Gewichts in Umlauf 
waren. In der gemischten Schrift von den „Verschiedenen Specu- 
lationen li 1 ) behandelt Benedetti die Mechanik in einem besondern 
Abschnitt. Er kannte die Centrifugalkraft und sprach es deutlich 
aus, dass die Körper, sich selbst überlassen, in der Tangente 
fortgeheu. Bei Gelegenheit des nicht graden Hebels bekundet 
er eine. Kenntims von dem Begriff des Moments im heute üblichen 
Sinne dieses Worts, indem er S. 143 sagt: „dass die Grösse eines 
beliebigen Gewichts, oder die bewegende Kraft (virtus movens) in 
Beziehung auf eine andere Grösse durch den Nutzen (beneficio) 
der Senkrechten erkannt werde, die vom Mittelpunkt der Waage 
auf die Linie der Neigung gezogen würden." Dies ist die Grund- 
lage der gegenwärtigen Theorie der Momente. 

14. Bereits ein älterer Zeitgenosse von Galilei ist der ge- 
wöhnlich Guido Ubaldi genannte Marquis del Monte (geb. 1545). 
In seinem Buch über die Mechanik 2 ) gebraucht er die Verhältnisse 
der virtuellen Geschwindigkeiten am Hebel als Erklärungsprincip 
und bekundet übrigens eine bedeutende Kenutniss der mechanischen 
Leistungen der Alten. Indessen beschränkt er sich auch insofern 
streng auf den antiken Standpunkt, als er über blosse Statik 
nicht hinausgeht. Galilei nennt ihn in den Discorsi ) dritter Tag 
S. 266 als denjenigen, durch welchen er persönlich bewogen 
worden sei, seine Untersuchungen über die Schwerpunkte zu ver- 
tiefen. Uebrigens ist die Statik Ubaldi's insofern noch sehr un- 
vollkommen, als es ihm nicht einmal gelingt, das vorher bei 
Gelegenheit Benedetti's erwähnte Princip der Momente ausser auf 
den Hebel auch noch auf die schiefe Ebene anzuwenden. Ungeachtet 
verschiedener Fehler in den Ausführungen, namentlich in der 
Behandlung der Schraube, hatte seine Schrift für ihr Zeitalter 
eine grosse restaurative Bedeutung, indem sie die Leistungen des 
Alterthums in gehöriges Licht setzte. Andernfalls würde sie auch 
schwerlich 1615 wiedergedruckt worden sein. 



>) Benedict] Divers, speculat., Taurini 1585. 
ä ) Guido IJbakli Mechanicoruni über, Pisauri 1577. 
3 ) Galilei, Upere, 16 vol. Firouze 1842—56. Bd. XIII Discorsi e dimo- 
strazioni mateniatiche etc. 

Dühriug, (rose hiebt» der Mechanik. "2 



Vergleichen wir das für die Principien in Frage kommende 
bei Beuedetti und Guido Ubaldi mit dem, was wir vou Leonardo 
da Vinci beibringen konnten, so ist der Unterschied zu Gunsten 
des Letzteren nicht im Mindesten zu verkennen. In ihm ist daher 
auch der wahre Vorgänger der Galileischen Dynamik anzuerkennen. 



Zweites Capitel. 
Begründung der Dynamik durch Galilei. 

15. Man hat die Dynamik als die Theorie der beschleu- 
nigenden Kräfte defiuirt, und sie ist in der That auch wesentlich 
eine Lehre von den Ursachen der veränderlichen Bewegimg. Den- 
noch setzt sie, um überhaupt möglich zu sein, auch die Betrachtung 
des gleichmässig beharrenden Bewegimgszustaudes eines Körpers 
voraus. Ihr erstes Axiom bezieht sich grade auf diese gleich- 
mässige Beharrung, die man gewöhnlich Trägheit nennt und als 
ein gemeinsames Grundgesetz der Bewegung und Ruhe ausspricht. 
Ohne dieses Axiom würde kein einziger Schluss und nicht die 
einfachste Rechnung bezüglich der realen Bewegungen möglich 
sein. Die Wirkungsart der Kräfte selbst würde ohne jenen Grund- 
satz ein Räthsel bleiben müssen; aber ganz besonders würde ohne 
ihn die Entwicklungs- und Summirungsart der Theilelemente einer 
Kraft in der Zeit völlig unverständlich sein. Man hat daher ein 
Recht, die Dynamik ganz allgemein als eine Lehre von den Ur- 
sachen und Gesetzen der Bewegung aufzufassen, gleichviel ob es 
sich um die Combinatiou blosser Beharrungsbewegungen oder um 
Ortsveränderungen unter dein Einfmss stets von Neuem wirkender 
Kräfte handle. 

Wie man aber auch den Sinn des Wortes bestimmen möge, 
so wird doch in jedem Fall, also für deu weiteren wie für den 
engeren Begriff der Sache, Galilei als der Urheber der ersten 
Grundsätze und zugleich auch der wichtigsten Hauptlehren der 
allgemeinen Dynamik zu betrachten sein. Abgesehen vou den 
greifbaren Errungenschaften, wie sie iu der Theorie der Fall- 
gesetze auch für die oberflächlichste Auffassung vorliegen, ist aber 
besonders der Grad von Klarheit des Bewusstsmus hervorzuheben, 
mit welchem das neue Wissen bei Galilei auftritt. Selbst wenn 
es gelänge, noch manche Einzelheiten auch schon bei Vorgängern 



nachzuweisen, so würde* doch auch für derartige Punkte die vor- 
zügliche Form der Galileischen Vorstellungs- uud Darstellungsart 
einen nicht unwesentlichen Unterschied begründen. Seiu Gedanken- 
gang und seine Fassung der Ideen legen die neuen Erkenntnisse 
in einer Weise vor Augen, die für den fraglichen Wissenszweig 
bisher noch nicht übertroffen, ja vielleicht nicht einmal wieder 
erreicht worden ist. Wenn er schrieb, so war es ihm darum zu 
thun, in einer lebenden Sprache die Gedanken in der natürlichsten 
Weise aus einander entstehen zu lassen. Nicht die Mittheilung 
fertiger Ergebnisse oder die Bethätigung von Kunstgriffen, sondern 
die möglichst naturgemässe Auffassung des Naturverfahrens selbst 
war sein Ziel. Wie er an die Stelle blosser Statik die neue 
Wissenschaft der Dynamik setzte, so vertauschte er auch die 
starren Formen der TJcberlieferung mit einer auf Bewegung be- 
ruhenden Expositionsmethode. Die dialogische Entwicklung, die 
er als äussere Form für seine Hauptschriften wählte, hat daher 
bei ihm eine innere Bedeutimg. Sie ist das Gewand, in welchem 
er seine echt dialektisch gehaltenen Untersuchungen am unge- 
zwungensten vorführen konnte. 

16. In der Statik hat Galilei theils etwas ältere, theils 
etwas jüngere Zeitgenossen, welche zusammen einen gewissen 
Fortschritt dieses Wissenszweiges repräsentiren, zumal unter ihnen 
einer ist, der in seiner Art einige Aehnlicbkeit mit den bahn- 
brechenden Eigenschaften Galilei's zeigt. Dies ist der Nieder- 
länder Simon Stevin (gest. 1633), von dem wir bezüglich der 
Principien der Statik und Hydrostatik weiter unten besonders und 
ausführlicher zu handeln haben werden. Wie Stevin als älterer, 
so kommt Cartesius als jüngerer Zeitgenosse Galilei's in Frage. 
Jedoch ist der Philosoph und Urheber der analytischen Geometrie 
für die mechanischen Principien hauptsächlich nur durch die 
metaphysische Art und Weise berühmt, in welcher er einige be- 
reits in anderer Form vorhandene Gesetze ausdrückte. Ausserdem 
hat es für den Historiker der Principien Interesse, zuzusehen, wie 
der Vertreter einer neuen Art von Philosophie, der zugleich 
Mathematiker war, die an das Metaphysische streifenden Schwierig- 
keiten behandelte, und wie er sich zu den Erfolgen positiver 
Natur verhielt, die bereits durch ältere Zeitgenossen, wie Galilei 
und Stevin, vertreten waren. Beschränkte sich sein exactes mecha- 
nisches Wissen auch vorwiegend auf blosse Statik, und war er 
auch in seinen dynamischen Bestrebungen nicht sonderlich glück- 



lieh, so kann sein Verfahren und seine Auflassungsart der zeit- 
genössischen Mechanik dennoch und, zwar grade der erwähnten 
Eigenschaften wegen, wenigstens als ein hochwichtiges Zeugniss 
für den damaligen allgemeinen Zustand der Ansichten und fin- 
den Aiitheil der metaphysisch spekulativen Philosophie gelten. 
Wir werden daher Doscartes Leistungen unmittelbar vor und bei 
der allgemeinen Besprechung der philosophischen Einwirkungen 
erörtern. 

Ausser Stevin und Deseartes kommen zur Zeit Galilei's 
bisweilen noch geniale Repräsentanten einzelner Wendungen, wie 
z. B. Ferinat (gest. 1665) in Betracht. Jedoch werden derartige. 
Wendungen, wie das Fermatsche Priucip der geringsten Wirkung, 
erst in weit späteren Ausführuugeii Anderer berühmt und eiufluss- 
reich, so dass wir uns in diesem Abschnitt auf eine vorläufige Dar- 
stellung und Sichtung solcher Keimgedanken zu beschränken haben. 

17. Man kann die eben gegebenen Andeutungen kurz da- 
durch zusammenfassen, dass man sagt, das Galileische Gebäude 
der Dynamik sei bereits fertig gewesen, während sich seine Zeit 
und sogar die in ihr erst aufgekommenen Philosophien vorwiegend 
auf blosse Statik beschränkten. Fragt man aber danach, wie er 
selbst sich zu der letzteren verhalten habe, so muss mau ihm 
auch hier die Rolle eines Verbesseren* zutheilen, der ausser einigen 
Erweiterungen auch eine neue Auilässungsart der statischen Prin- 
eipien zur Durchführung brachte. Hieher gehört namentlich die 
Geltendmachung des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten als 
einer allgemeinen überall anwendbaren Grund an schaumig, in der 
zugleich die Vorstellung von der wahren Ursache des Gleich- 
gewichts und überhaupt des gegenseitigen Aufwiegens der Kräfte 
enthalten sei. Diese Tragweite hatte man bis dahin jenem Priucip 
noch niemals gegeben. 

Tn einem gewissen Sinne kann man bereits von Galilei sagen, 
dass er die Statik und die Dynamik in engster Vereinigung mit 
einander behandelt und in den Priueipien bei der Begründung 
seiner neuen Wissenschaft keineswegs jene Trennung zugelassen 
habe, in welcher: man nach ihm die beiden Zweige einander ent- 
fremdete, um sie dann später, nämlich erst im Lauf des letzten 
Jahrhunderts, einander wieder annähern zu müssen. In der That 
ist es sehr bezeichnend, dass in dieser Beziehung ein Lagranev 
ausdrücklich auf Galilei's Grundbegriffe zurückkommen und die- 
selben behufs einer einheitlichen Behandlung der gesamrnten ratio- 



Hellen Mechanik wieder aus der Vergessenheit und Vernachlässigung 
hervorsuchen niusste. 

Da es die dynamischen Einsichten waren, welche eine voll- 
koinmuere Auffassung der statischen Principien ermöglichten, so 
müssen wir mit der historischen Einführung in die erstereu be- 
ginnen und die Erörterungen über die statischen Principien Lheils 
einflechteii, theils folgen lassen. 

18. Die wichtigsten in die Mechanik einschlagenden Schriften 
Galilei's sind auch zugleich im Allgemeinen seine Hauptwerke. 
Erst gegen Ende seines langen, beinahe acht Jahrzehnte. (1564 — 1642) 
währenden Lebens gelangte er zur Veröffentlichung derjenigen 
Arbeit, welche die Grundlegung der Dynamik zum eigentlichen 
Gegenstände hat. Es sind dies die Discorsi e dimostrazioni 
matematiche intcrno a due nuove scieuze u. s. w. Diese Dialoge 
( erschienen zuerst 1638. Ihr Kern ist in der als „dritter Tag" 
bezeichneten Abtheilung zu suchen, in welcher es der Verfasser, 
der bei aller Kenntnis^ der alten Sprachen doch auf die lebende 
Ausdrucksweise einen grossen Werth legte, dennoch über sich 
gewonnen hat, eine lateinische Formulirimg der Hauptsätze gleich- 
sam als Text der Jtaliäuischen, viel freieren Entwicklungen einzu- 
reihen. Die zweite Hauptschrift, die auch bereits, aber nur 
nebensächlich im Dienste ihres Hauptzwecks, die Principien des 
mechanischen Wissens und sogar die Grundlagen der Dynamik 
enthielt, ist der von vornherein sowie durch die Schicksale, die 
er seinem Verfasser zuzog, berühmt gewordene Dialogo intcrno ai 
due massimi sistemi del mondo, der 16:32 veröffentlicht wurde. 
Obwohl in demselben die Nachweisung der Richtigkeit des Coper- 
lükanischen Systems den llauptgegenstaud bildet, so ist er doch 
zugleich ein Werk, in welchem der Autor seinen physikalischen 
Gedankenkreis, Heine Forschuugsmcthode und sogar seine Natur- 
philosophie zur Darstellung bringt. 

Erst an dritter Stelle ist eine kleinere Schrift zu nennen, 
die zugleich die früheste für die Mechanik sehr erhebliche Ver- 
öffentlichimg Galilei's repräsentirt. Sie erschien in erster Aus- 
gabe 1612 unter dem Titel: Diseorso intorao alle cose che stanno 
in su Tacqua o che in quella si muovono. Diese Abhandlung, 
in welcher theils die hydrostatischen Sätze des Archimedes gegen 
Augriffe vertheidigt, theils eigenthümlichc Auffassungsvveisen ent- 
wickelt werden, ist besonders dadurch wichtig und interessant, 
dass sie die Anwendung des Princips der virtuellen Geschwind ig- 



eiten auf das Gleichgewicht und die Bewegung in Flüssigkeiten 
enthält und ausserdem einleitimgs weise die entsprechenden allge- 
meinen und Galilei zum Theil eigenthümlicheu Begriffe und 
Vorstelluiigsarten mit der grössten Deutlichkeit und Ursprünglichkeit 
entwickelt. Wir werden daher auf den Inhalt derselben weit 
mehr zu achten haben, als bisher geschehen ist, zumal sie die 
Feststellung des Zeitpunkts, in welchem gewisse Theorien allge- 
mein zugänglich wurden, durch ihr verhältnissmässig frühes Datum 
ausserordentlich erleichtert. 

Merkwürdigerweise ist grade diejenige Schrift, welche den 
Titel Mechanik trägt, ihrer Bedeutung nach erst an vierter und 
letzter Stelle anzuführen. Es ist eine kleine Arbeit über die 
Statik, welche in Italiänischer Sprache erst sieben Jahre nach 
dem Tode ihres Verfassers herausgegeben wurde. Dagegen er- 
schien schon ziemlich früh (1634) eine Französische (etwas freie) 
Uebersetzung derselben von Mersenne. Galilei selbst scheint 
keinen allzu grossen Werth auf diese Darstellung der mecha- 
nischen Potenzen gelegt zu haben. Die Herausgabe der Pariser 
Uebersetzung 1 ) bezeugt jedoch das Interesse, welches man in den 
dortigen betreffenden Kreisen, für welche Mersenne mit seinen 
Bemühungen die Stelle eines Journals vertrat, grade an dieser 
Leistung nahm. Wären nicht die wichtigsten Grundanschauungen 
in der mehr authentischen Gestalt nicht posthumer Werke vor- 
handen, so würde allerdings auch diese kleine statische Schrift 
eine unschätzbare Quelle sein, und genügen, wenigstens die durch- 
gängige Anwendung des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten 
sowie einige andere Grundanschauungen Galilei's ausser Zweifel 
zu stellen. So aber werden wir uns auf die Schrift Deila scienza 
meccanica (1649) meist erst in zweiter Linie zu berufen haben. 

Ausser diesen Schriften, unter denen nur die letzte so zu 
sagen halbposthuni ist, findet sich noch mancherlei zur Mechanik 
Gehöriges, aber nur selten zur Kennzeichnung durchaus Noth- 
wendiges in den übrigen Arbeiten und Briefen theils astronomischen 
theils physikalisch mathematischen Inhalts. Einiges hievon ist 
erst in neuster Zeit herausgegeben worden. Hervorzuheben sind 
hierunter die Sermones de motu graviuni a ) als eine sehr frühe 



*) Les mecaniques de Galilee. Paris 1634. 

a ) Zum ersten Mal 1854 nebst Zugehörigem gedruckt in der Floren- 
tiner Ausgabe der Werke Galileis, Bd. XI. 
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Studie, aus welcher aber dennoch ein Theil für die fünfzig Jahre 
später erschienenen, vorher augeführten Discorsi maassgebend ge- 
wesen ist. Auch die erwähnten lateinischen Einreihungen des 
dynamischen Grundwerks stammen fast wörtlich aus der Zeit der 
Abfassung der Sermones, also aus jener ältesten Gruppe von Aus- 
arbeitungen, die Galilei Anfangs der Zwanziger vornahm. Da 
sich dieselben auf die Cardinaltheorien beziehen, so ist hiemit 
festgestellt, wie früh Galilei nicht nur seine Grundgedanken fasste, 
sondern auch deren wesentlichste Consequenzen zog. TJebrigens 
enthalten die Sermones selbst die einfachsten Grundgesetze der 
Bewegung und sind ausserdem noch dadurch interessant, dass sie 
bemerken lassen, wie sich ihr Verfasser von der Aristotelischen 
Ueberlieferung lossagte, und welche Schwierigkeiten er zu über- 
winden hatte, um der herrschenden Vorstellungsarten selbst Herr 
zu werden. 

19. Für nnsern Zweck handelt es sich weniger um eine 
vollständige Ausführung der dynamischen Hauptresultate, durch 
welche Galilei berühmt geworden ist, als vielmehr um die Analyse 
des an ihnen principiell Bedeutsamen. Die Gesetze des freien 
Falles sowie desjenigen auf der schiefen Ebene und der Pendel- 
schwingungen, alsdann die Bestimmung der Wurfparabel und was 
sonst im Rahmen dieser Fuudaraentalcrgebnisse festgestellt wird, 
ist für die gegenwärtige Auffassung dem gewölmlichen Inhalt 
nach etwas ganz Geläufiges, dagegen in Rücksicht auf die Ent- 
stehungsart und auf die Galilei eigenthümliche Gedankenform weit 
weniger Erforschtes. Auch kommt es uns darauf an, deutlich zu 
machen, wie z. B. die Theorie des Falles der Körper über die 
besondere Eigentümlichkeit ihrer einzelnen Hauptergebnisse weit 
hinaus gegriffen und bereits eine Lehre von der allgemeinen Form 
der Kräftewirkung eingeschlossen habe. Ueberhaupt werden wir 
überall die Keime zu späteren Theorien sorgfältig zu beachten 
haben, um hiedurch der stufenweisen Entwicklung der einfachsten 
Principien zu den markirteren oder vollständigeren Auffassuugs- 
arten der späteren Zeit gehörig folgen zu können. Aus derartigen 
Gründen sowie auch im Interesse der Hervorhebung des Systema- 
tischen, welches sich in einem gewissen Maass in der Geschichte 
selbst bemerklich macht, beginnen wir mit einer Charakteristik ge- 
wisser, grade der Galileischen Denkweise eigentümlicher Grund- 
begriffe. Hieher gehört 7Ainächst derjenige des Moments, welcher, wie 
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zuerst Lagrange 3 ) hervorgehoben hat, weit natürlicher gestaltet ist, 
als die speciellere Idee, welche in dem überwiegenden Sprachgebrauch 
der heutigen Mechanik kurzweg mit diesem Ausdruck oder auch 
als statisches Moment bezeichnet wird. Bis zu einem gewissen 
Punkt ist seit der kritischen Bemerkung des Verfassers der analy- 
tischen Mechanik die ursprüngliche Idee Galilei's in den virtuellen 
Momenten, wie dieselben von der heutigen Mechanik verstanden 
werden, nieder zur Geltung gelangt. Dennoch ist der Begriff, den 
Galilei vor Augen hatte, weit allgemeiner und natürlicher, und er 
reicht sogar noch weiter, als es sich Lagrango vorstellte, 

20. Der Begriff des Moments fällt bei Galilei mit dem der 
Kraft insofern zusammen, als die fragliche Vorstellung nichts weiter 
"als eine natnrgeniässe und deutliche Passung sowie nähere Be- 
stimmung der sonst schweifenden Kraftconceptiou ist. Die Eni- 
pfindungsvorstellung von dem Andrang, den ein schwerer bewegter 
Körper gegen einen Widerstand ausüben würde, ist offenbar für 
die Entstehung der Galileischen Idee vom Moment maassgebend 
gewesen. Da die Momente in diesem Sinuc nicht etwa blos für 
bewegte Massen sondern auch für die statischen Fälle des blossen 
Drucks oder Zugs gelten, so repräsentiren sie ein der Statik und 
Dynamik, den Gleichgewichts- und den Bewegungsverhältnissen 
gemeinschaftliches Princip. 

Die erste und zugleich deutlichste Auslassung über den Be- 
griff des Moments findet sich in der oben angeführten Schrift: 
„Ueber die Gegenstände, welche sich auf dem Wasser befinden 
oder darin bewegen" (1612), die häufig als diejenige über die 
schwimmenden Körper citirt wird. Dort 2 ) rechtfertigt Galilei 
sogar seinen Sprachgebrauch als etwas, was mit dem gewöhnlichen 
Leben übereinstimme, indem man sage: „Dies ist ein sehr wich- 
tiges (grave) Geschäft, aber das andere hat wenig Bedeutung 
(e di poco momento)." Das Moment wird als jene virtii, forza, 
efficacia bezeichnet, mit welcher der Motor bewegt und das Be- 
wegte widersteht, „welche Kraft (virtü) nicht allein von der ein- 
fachen Schwere, sondern von der Geschwindigkeit der Bewegung 
und von den verschiedenen Neigungen der Räume abhängt, in denen 
die Bewegung vor sich geht." Uebrigens spricht Galilei so, als 



*) Mec. anal. 2. Ausg. 1811. Bd. I, erste Abth. Sect. I, Art. 16. 

2 ) Discorso iutorno alle cose che staiino in su Fac^iia .... Bd. XII 
der angef. Ausg. der Werke, S. I L 
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wenn der Begriff des Moments in dieser Weise bei den Mecha- 
nikern bereits in Gebrauch wäre. Doch beschränkt sich dieser 
Umstand wieder dadurch, dass er seinen Sprachgebrauch recht- 
fertigt. Dies hätte er nicht nöthig gehabt, wenn bei den Mecha- 
nikern etwas Anderes als' der Begriff der oben (Nr. 13) bei 
Benedetti erwähnten Momente und ausserdem etwa der Ubaidisehe 
Anfang mit den virtuellen Geschwindigkeiten in Frage gekommen wäre. 

Der Lieblingsausdruek für eine augenblickliche* Kraftwirkuug 
ist bei Galilei das Wort impeto. Dieser „Andrang", den er 
augenscheinlich sich ursprünglich als durch eine Muskelempfindung 
geschätzt dachte, ist völlig gleichbedeutend mit Moment, und die 
letztere Bezeichnung soll eben nur der wissenschaftliche Kunst- 
ausdruck sein, bei dessen Gegenstand es sich zugleich regelmässig 
um eine objective Messung und um Beseitigung der rohen Form 
der blossen Ernpnndtmgsvorstelluiig handelt, Indessen verschmäht 
Galilei keineswegs eiue Anknüpfung an die ursprüngliche Vor- 
stellung vom Impetus, sobald eine Verdeutlichung durch Zurück- 
greifen auf die letzten Erkenntnissursachen erforderlich ist. Hie- 
durch ist er im Stande, zugleich fasslich und gründlich zu seiu. 
An der eben angeführten Stelle heisst es ferner: „Gleiche absolute, 
mit gleicher Geschwindigkeit bewegte Gewichte haben gleiche 
Kräfte und Momente in ihrem Wirken." Diesem als erstes Princip 
aufgestellten, für uns aber zunächst des Monientbegriffs wegen er- 
heblichen Satze wird als zweites Princip die ausgedehntere Formu- 
lirung hinzugefügt, wonach gleiche Gewichte bei ungleichen Ge- 
schwindigkeiten ihre Momente im Verhältuiss dieser Geschwindig- 
keiten haben. In allen hydrostatischen und auf die Bewegung in 
den Flüssigkeiten bezüglichen Anwendungen ist die Vorstellung 
von der Gleichheit oder dem Verhältuiss der Momente der durch- 
gängig leitende Gesichtspunkt, und so konnte Galilei sagen, dass 
er in dieser Abhandlung mein- unmittelbare Gründe als Archimedes 
gehen und eine andere Methode befolgen wolle. 

Die" wörtlich angeführten Principien sind, genauer betrachtet, 
nur Umschreibungen derjenigen Vorstellungen, die schon in dem 
Begriff des Moments selbst enthalten waren. Sie können daher 
als Erläuterungen zur Definition gelten. 

In dem Hauptwerk derDiscorsi über die neuen Wissenschaften 
findet sich an entscheidender Stelle eine ähnliche Bestimmungsart 
und Charakteristik des Momentbegriffs. Es heisst dort iu einem 
Zusammenhang, in welchem der Fall auf der schiefen Ebene von 



Grund 
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rund aus erläutert werden soll 1 ): „l'impeto, il talento, Fenergia, 
o vogliamo dire il moniento del disceudere." Das Wort talento, 
Fähigkeit, sowie überhaupt das Häufen der Bezeichnungen ist 
beachtenswerte. Diese Umstände bekunden das Bestreben des 
Autors, einen Begriff zu verdeutlichen, für den er keine ihm völhg 
genügende Formel zu linden weiss. Letzteres ist übrigens keines- 
wegs überraschend, da es sich um einen wissenschaftlich stich- 
haltigen und für die Handhabung geeigneten Kraftbegriff über- 
haupt handelt. 

21. In der Schrift Deila scienza meccanica finden wir eine 
schulniässige Definition des Moments. Auch bezieht sich Galilei 
ausdrücklich auf diese alte Abhandlung, welche er einst und zwar 
nur für seine Schüler aufgesetzt habe, an der vorher erwähnten 
Stelle der Discorsi 2 ). In jener nicht dialogischen, kurzen Dar- 
stellung der Statik heisst es in der Erläuterung der Vorbegriffe 3 ): 
„Es ist also das Moment jener Andrang (impeto), herunter zu 
gehen, der sich aus der Schwere, der Lage und Anderem zusammen- 
setzt, wovon eine solche Neigung (propensioue) verursacht werden 
kann." Dieser Begriffsbestimmung haftet noch etwas von der ge- 
wöhnlichen Bücksicht auf die statischen Momente an. Indessen 
gtht sie doch auf eine ganz allgemeine Fassung aus, indem sie 
die Kraft, wie sie im Augenblick und vor der ferneren, aus ihr 
hervorgehenden Bewegung gleichsam punctuell existirt, aufgefasst 
wissen will. Für uns bleibt die Frage, ob ein solcher von der 
Zeilansdehnung wesentlich absehender Begriff in dieser Hinsicht 
ganz streng genommen werden solle, hier gleichgültig. Galilei 
versucht es, die Ursache mit der Wirkung einheitlich zusammen- 
zufassen, indem er unter dem Moment ebensowohl die Fähigkeit 
(virtu, talento) als die tatsächliche Wirkung (efficacia, euergia) 
\ ersteht. Er will darin augenscheinlich keine blosse Bestrebung 
und keinen blossen Grund von Möglichkeiten, sondern eine elemen- 
tare Wirkuugsgrösse vorgestellt haben, und die letztere wird jeden- 
falls irgend eine, wenn auch noch so kleine zeitliche Ausdehnung 
haben müssen. Doch wollen wir uns mit dieser fundamentalen 
Schwierigkeit, welche sich durch die ganze Mechanik bis auf den 
heutigen Tag fortgepflanzt hat, nicht blos gelegentlich an dieser 



*) Discorsi e dimostrazioni mateinatiche Bd. XIII, 3. Tag, S. 17d. 
*) Ibid. S. 175. 

3 ) Deila scienza meccanica, Bd. XI der angef. Ausg. S. 90. 
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Stelle abfinden. Hier niuss nur gleich von vornherein darauf 
aufmerksam gemacht werden, dass die Doppeldefinitionen der 
Kraft, nämlich als Ursache der Bewegung oder aber nur des Be- 
strebens zur Bewegung, nicht erst von heute sind, sondern mit 
ihrer Zweiseitigkeit schon im Galileischen Begriff des Moments 
liegen. Nur hat Galilei das vor den Neueren voraus, dass er 
weit entschiedener auf die Einheit sieht und sich mehr derjenigen 
Vorstellungsart zuwendet, in welcher die der Bewegungserscheinung 
vorangehende Ursache zu ihrem Recht gelangt und ein gemein- 
schaftlicher Kraftbegriff für Dynamik und Statik ins Auge ge- 
fasst wird. 

Es versteht sich von selbst, dass man, wenn man will, alle 
Galileischen Vorstellungen über das Moment auch, der lateinischen 
Ableitung des Worts entsprechend, als „Kraft zur Bewegung 
(momentum, movimentum)" fassen kann. Aber nicht eine solche 
mehr oder minder beliebige Vorstellungsart, sondern die quantitative 
Beziehung, welche der Begriff des Moments jederzeit zu der mög- 
lichen oder wirklichen Geschwindigkeit hat, bleibt das schliesslich 
Entscheidende und Kenuze lehnende, 

22. Wie vorher angeführt, haben gleiche Gewichte ihre 
Momente im Verhältniss der Geschwindigkeiten, und es setzt sich 
überhaupt das Moment aus „Schwere, Lage und Anderem**; was 
eine bestimmte Neigung (Richtung) hervorbringtf derartig zusammen, 
dass alle diese Umstände und Vorbedingungeu des Verhaltens des 
bewegenden Antriebs als in der Vorstellung des besonderen Moments 
bereits vereinigt gedacht werden. Man sieht nun leicht, wie diese 
Zusammensetzung aus verschiedenen Bestandteilen für die Ein- 
fachheit, die ein Grundbegriff haben niuss, keineswegs günstig sei. 
ludessen beschränkt sich dieser üebelstand bei Galilei sehr erheb- 
lich dadurch, dass überall die grösste Sorgfalt auf die Sonderung 
jener Bestandteile verwendet und daher tatsächlich mit ein- 
fachen Begriffen operirt wird. Auch die Vorstellung vom Moment 
selbst enthält wesentlich nur das, was an ihr tatsächlich niemals 
fehlt, und dies ist die Rücksicht auf eine Geschwindigkeit, sei 
die letztere nun als Quantität vorhanden oder sei sie Null. In 
diesem letzten Fall kann nur erst die zu. erteilende Geschwindig- 
keit das Maass des Moments abgeben. Galilei drückt sich alsdann 
so aus, dass er die einfache Schwere ohne weiteren Zusatz als 
Moment nimmt, während wir gegenwärtig gewohnt sind, dieses 
Moment in zwei, ja, wenn man will, in drei Factoren aufzulösen, 
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indem wir es als Product einer blossen, zunächst ohne Schwer 
gedachten Masse und der Beschleunigung auffassen und diese 
Beschleunigung selbst für ein beliebig kleines, aber constantes 
Element der Zeit angeben. Hiedurch tritt zu der für die Zeit- 
einheit (Secunde) ausgedrückten Beschleunigung oder mit andern 
Worten, zu der iu dieser Zeiteinheit erzeugten Goschwindigkeits- 
grösse noch ein elementarer Factor, der die in dem beliebig voraus 
gesetzten Zeittheilchen erzeugte Gesehwindigkeitsgrösse angiebt. 
Die Formel P = mg, welche in der heutigen Mechanik üblich 
ist und das Gewicht P als ein Product aus der ohne Kraftaffection 
gedächten Masse m und der Affection der in einer Secunde die 
Geschwindigkeit g hervorbringenden , auf der Erde wirksamen 
Schwerkraft vorstellt, enthält freilich nicht das beliebig 1 kleine 
Zeitelement. Dieser Umstand ist aber im Allgememen ganz gleich- 
gültig, da die Secunde selbst dafür gelten kann, und es übrigens 
ja auch frei steht, noch ein dt auf beiden Seiten der Gleichung 
hinzuzufügen. Für Galileis Vorstellungsart und den Moment- 
begriff ist dagegen die Zurüekführung auf ein ohne Grenzen be- 
liebig klein wählbares Zeittheilchen wesentlich, da nur auf dies 
Weise die Augabe des Moments mit seiner Bedeutung für einen 
beliebigen Punkt und für den Fall des Gleichgewichts gehörig 
möglich wird. Feberhaupt ist ja, wie wir gesehen haben, die 
Galileische Vorstellung stets punctuell und soll ausserdem den 
wirklichen Eindruck der Kraft repräsentiren. Um beiden Er- 
fordernissen zu genügen, dürfen wir uns daher nicht darauf be- 
schränken, die Proportionalitäten, wie in der angeführten Formel 
geschieht, ganz im Allgemeinen auszudrücken, sondern müssen 
wir die augenblickliche, wenn auch etwa, wie im Fall des Gleich- 
gewichts behinderte und daher nur eventuelle dynamische Wirkung 
in Anschlag bringen. 

Viel einfacher stellt sich die Messung der Momente als 
dynamischer Grössen dann, wenn eine bestimmte Geschwindigkeit 
thatsächlich vorliegt. Wie schon gesagt., bestimmt Galilei die 
Verhältnisse der Momente iu diesem Fall, unter Voraussetzung 
gleicher Gewichte, ganz einfach nach den bezüglichen Geschwindig- 
keiten. Ein Moment ist ihm also das Doppelte eines andern, 
wenn es das gleiche absolute Gewicht in doppelt geschwinder 
Bewegung repräsentirt. Wir erinnern gleich au dieser Stelle 
daran, dass später eine solche Messung, die unmittelbar an die 
Geschwindigkeit anknüpft, der Gegenstand einer vorwiegend meta- 



physischen Streitigkeit zwischen Leibniz und, wie man gewöhnlich 
sagt, den Cartesianern, eigentlich alter zwischen ihm und allen 
Gegnern seiner metaphysischen Vorstellungsart wurde. Unter den 
letzteren hatten die Anhänger Newtons die meiste Bedeutung^ und 
vorläufig sei liier gleich zu Gunsten Galileis bemerkt, dass die 
tirspriinglichnn Grund Vorstellungen sich in der Hauptsache bewährt 
und sogar, wenn man diesen Ausdruck zulassen will, als meta- 
physisch vollkommen stichhaltig erwiesen haben. 

Galilei hat den Stoss, wie. wir später sehen werden, nur 
unvollständig behandelt, wenn er auch in demjenigen, was er 
darüber aufstellte, weit zutreffender dachte als Cartesius. Bisweilen 
sind sogar seine einschlagenden Vorstellungen elassiseh, und dies 
gilt namentlich von seiner Idee, dass der Stoss als aus elementaren 
Momenten zusammengesetzt zu betrachten sei. In dem Zusammen- 
hang, den wir an dieser Stelle vor Augen halten, köunen wir jedoch 
jene Zergliederung des Stesses noch zur Seite lassen und uns auf 
die Bemerkung beschränken, dass bei Galilei jedes Moment selbst 
eigentlich als ein elementarer Stoss coueipirt ist, wobei natürlich 
von der unmittelbaren Berührung irgend welcher Massen ganz 
abgesehen wird. Jeder elementare Antrieb, der eine gewisse Ge- 
schwindigkeit hervorbringt, möge er sie bereits selbst haben und 
blos tibertragen, oder aber dieselbe ursprünglich erzeugen und auf 
diese Weise einer Masse, mittheilen, wird als ein dem Stosse 
ähnlicher, momentaner Impuls gedacht, und auf der Summirung 
solcher Autriebe beruht die ganze speculative Seite in der Theorie 
der Fallgesetze und in derjenigen der Kraftentwicklung überhaupt. 
Es ist dalier von der grössten Wichtigkeit, dass die Momente 
nach Maassgabe der vorhandenen oder zu erzeugenden Geschwindig- 
keiten veranschlagt werden. 

23. Die ( lest h windigkeit kann in gleichförmiger, ganz un- 
veränderlicher Weise an einer Masse als Thatsache gegeben sein. 
Alsdann bewegt sich der Körper in jedem noch so kleinen Zeit- 
theilchen durch einen stets gleichen Kaum, und man betrachtet 
diese gleichförmige Bewegung als rückwärts uud vorwärts ins 
Unbestimmte ausgedehnt. Weder eine Ursache noch eine Wirkung 
kommt iu diesem Fall in Frage, sondern die ohne bestimmte 
Zeitgrenzen gedachte Bewegung ist der unmittelbare Gegenstand 
der Untersuchung. Eine solche verändermigslose, sich selbst gleich 
fortbestehende Geschwindigkeit oder Beharrungsbewegung kann nun 
aber auch als irgend einmal entstanden und dem entsprechend 
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auch als irgend einmal vernichtet oder wenigstens in etwas Anderes 
als Bewegung umgewandelt augesehen werden. In beiden Fällen 
wird es sich um eine Summation resp. Subtractiou von Geschwindig- 
keitselementeu handeln. Man wird die bestimmte Quantität Ge- 
schwindigkeit als eine Grösse denken, die durch ein Wachsen von 
Null an durch fortwährende Hinzufügungen gleicher Elemente 
erzeugt worden ist. Ebenso wird man die Geschwindigkeitsgrösse, 
die einer Masse anhaftet und sich durch irgend einen Vorgang 
verliert, als nach und nach durch den Abzug gleicher Geschwindig- 
keitsbestandtheile verloren gehend und sich bis auf Null gleichsam 
erschöpfend denken. Woher die Geschwindigkeiten kommen und 
wohin sie gehen, interessirt hiebei erst in zweiter Linie. Völlig 
gleichgültig bleibt aber zunächst die weitere Frage, wie die elemen- 
tare Geschwindigkeit selbst aus etwas entstehen oder in etwas 
übergehen möge, was nicht Geschwindigkeit ist. 

Galüei's grosses Verdienst besteht in der Begründung einer 
von vornherein richtigen Vorstellung über die Erzeugung der Ge- 
schwindigkeiten als das Wesen der Kraftwirkung auf frei bewegliche 
Körper. Jede Geschwindigkeit, mit der sich eine Masse bewegt, 
gilt Galilei als eine solche, die entweder durch Summation elemen- 
tarer Geschwindigkeiten nachweisbar entstanden ist, oder die man 
sich wenigstens in Ermangelung eines Nachweises in irgend einer 
Art so entstanden denken kann. Hieraus folgt, dass man jede 
bestimmte Geschwindigkeit auch wiederum in einer entsprechenden 
Weise zerlegt und gleichsam thatsächlich aufgelöst denken kann. 
Jedoch ist es vorwiegend die erstere Vorstellung, von der Galilei 
in der Construction der Fallgesetze Gebrauch gemacht hat. Sie 
grade ist es auch, die sich ganz im Allgemeinen nicht entbehren 
lässt, wenn die Entwicklung einer Kraft irgend welcher Art exact 
gekennzeichnet werden soll. 

Setzte man an die Stelle der Geschwindigkeiten, welche in 
irgend einer Zeit erzeugt werden, von vornherein die bis zum 
Ende dieser Zeit durchlaufenen Räume, so würde man das Einfache 
mit etwas Zusammengesetztem vertauschen. Man würde ausserdem 
Verwirrung veranlassen, die Eleganz und schöne Einfachheit der 
Vorstellungsart preisgeben imd sogar die blosse Erscheinungsform 
der veränderlichen Zustände des be/wegten Körpers mit deniBleibenden 
und der Hauptsache verwechseln. Da es nun aber so nahe liegt, 
einen wirklich durchlaufenen Raum als Anknüpfungspunkt für die 
Beurtheilung der Kraftwirkung zu wählen, so müssen wir annehmen, 
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dass Galilei durch einen besondern Grund bestimmt worden sei, 
die nach Maassgabe des Verfliessens der Zeit sich gleicbmässig 
häufenden Geschwindigkeiten als immittelbares Ergebniss der Kraft - 
wirkuug und als Grundlage aller übrigen Betrachtungen zur Geltung 
zu bringen. 

Dieser Grund kann unseres Erachteus zunächst nichts Anderes 
gewesen sein, als die Bemerkimg der eutscheidenden Rolle, welche 
die Geschwindigkeiten seiner Anschauungsweise gemäss bereits iu 
der Statik spielten. Sie waren dort gradezu den Wirklings- 
elementen äquivalent, und die Momente im Galileischen Sinuc des 
Worts setzten sich, wie wir gesehen haben, bei gleichen Massen 
nach Geschwindigkeitselementen zusammen. Die Momeuteugrösse 
konnte hienach durch Masse imd Gescliwindigkeit derartig be- 
stimmt werden, dass die geringere Geschwindigkeit durch mehr 
Masse und umgekehrt die geringere Masse durch grössere Ge- 
schwindigkeit ausgeglichen und aufgewogen wurde. 

Unter dieser Voraussetzimg war es sehr natürlich, auch auf 
der neuen Bahn eigentlich dynamischer Untersuchungen die Ge- 
schwindigkeit für das Merkmal des Kraftelements zu nehmen und 
unter den verschiedenen Erscheinungsformen der Wirkung einer 
Kraft die am Ende irgend einer Zeit gewonnene Geschwindigkeit 
als am meisten charakteristisch hervorzuheben. En der That ist 
mit dieser Geschwindigkeit allerdings auch ein Kaum zur Grund- 
lage genommen; aber es ist dies uicht derjenige, welcher gleich- 
sam im Rücken der Kraftwirkung als durchmessen in Frage 
kommt, sondern derjenige, welchen der Körper völlig gleich- 
massig und ohne Aufhören durchlaufen würde, wenn die Kraft 
nicht mehr weiter auf ihn wirkte. Von den allmälig aufge- 
häuften Geschwindigkeiten ist nichts verloren gegangen und alle 
Geschwindigkeitselemente finden sich in der sehliesslichen Ge- 
schwindigkeit repräsentirt. Ferner ist die Geschwindigkeit etwas, 
was von der Zeitdauer, während welcher sie sich in der Bewegung 
bethätigt, völlig unabhängig ist. Die Geschwindigkeit kann nie- 
mals durch die Angabe einer blossen Rauimlurchmessung ersetzt 
werden, weil sie, wie das Gewicht, eine Eigenschaft vertritt, die 
zu jeder Zeit, also in dem Baum ohne Grenzen vorhanden ist. 
Bezieht mau dagegen einen mit einer gewissen Gescliwindigkeit 
durchlaufenen Kaum noch ausserdem auf die entsprechende Zeit- 
dauer, so benutzt man das eine Mal die Zeiteinheit zur Verhältniss- 
bestimmung zwischen Zeit und Kaum, d. h. zur Angabe der Ge- 



sch windigkeit, und das andere Mal zur Abgrenzung der Dauer des 
Zustandes, iu welchem die Geschwindigkeit oder die verschiedenen 
Geschwindigkeiten sich bethätigten. Man hat im letzteren Fall 
die Vorstellung von einer begrenzten Kraftwirkung vor Augen, 
während man in dem andern Fall die grenzenlos beharrliche 
Gesell windigkeit als Vertreter der ganzen, in ihr gleichsam nieder- 
gelegten Ih'wegungsgrösse vorstellt. 

24. Wenn die Erzeugung der Geschwindigkeiten die Kraft- 
wirkung kennzeichnet, so verstellt sich von selbst, dass die einmal 
erzengten Geschwindigkeiten als au sich, d. h. abgesehen von 
irgend welcher äussern Störung ohne Grenzen fortbestehend ge- 
dacht werden müssen. Jedoch ist dieses Grundgesetz der Mechanik 
eine Naturthatsache, deren Feststellung nicht ohne Weiteres mög- 
lich war. Die Trägheit der Materie iu Rücksicht auf den Zustand der 
Rulie leuchtet ein. Jene zweite Seite des Trägheitsgesetzes aber, dem- 
zufolge der Bewegungszustand nach Richtung und Geschwindigkeit 
beharrt, ist so weuig ein selbstverständliches Axiom, dass sie viel- 
mehr allen gewohnheitsmässigen Vorstellungen zuwiderläuft. Die 
gradlinige Fortsetzung der Bewegung mit derselben Geschwindig- 
keit ius Unbestimmte ist eiu Vorgang, dessen Paradoxie seine 
Entdeckung lange hindern musste. Da nuu von der Einsicht in 
denselben jeder Schritt in der Dynamik abhängt, so haben wir in 
der Galileischen Beharrung und iu der Anwendung dieses Begriffs 
auf die Erklärung uud Construction der zusammengesetzten Er- 
scheinungen einen ähnlichen Grundpfeiler der Wissenschaft anzu- 
erkennen, wie in der Vorstellung von der Erzeugung der Geschwindig- 
keiten. Erst aus beiden Ideen zusammengenommen lassen sich die 
Phänomene der Kraftwirkung erklären und construiren und sind von 
Galilei insbesondere die Fallgesetze und deren Combinationen ent- 
wickelt worden. 

Eine Gelegenheit, das Beharrungsprincip, welches sonst still- 
schweigend überall zu Grunde liegt, auch in der unverkennbarsten 
Weise auszusprechen und hervorzuheben, bietet sich Galilei bei 
der Behandlung der parabolischen Wurfbeweguug. Dieser Gegen- 
stand macht das Thema des vierten Tages der Discorsi aus, uud 
es ist bezeichnend, dass gleich in den ersten lateinisch gehaltenen 
Entwicklungen das „Fortdauernde" und ,,Unzerstörliche" der gleich- 
förmigen Bewegung (iu einer horizontalen Ebene) als leitende 
Gruudvorstellung formulirt 1 ) wird. Uebrigens ist bemerkenswerth, 

*) Bd. XIU der angef. Werke S. 222. 
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dass die Beharrung der gleichtÖrinigen Bewegung nicht mit der 
Fortdauer der Ruhe in ein einziges Princip der Trägheit zusainmen- 
gefasst wird, — ein Umstand, der durchaus nicht als Nachtheil zu 
betrachten ist. Die später angenommene Vereinigung der beiden 
Ideen 1 ) hat in ihrer gewöhnlichen Fassung den Charakter einer 
Verbindung von zwei ungleichartigen Bestandteilen, denen in der 
Ihat Nichts als die höchst allgemeine logische oder, wenn man 
will, metaphysische Vorstellung von dem Mangel einer Ver- 
äuderungsursache des in der Zeit unverändert fortbestehenden Zu- 
standet; gemeinsam ist. Der Vorzug, welcher der späteren Vor- 
stellungsart des Trägheitsgesetzes etwa zugeschrieben werden 
möchte, wird aber ausserdem jedenfalls dadurch wieder aufgewogen, 
dass die metaphysische ErkläEungsart des Principe die Beharrung 
der Bewegung nicht zu verbürgen vermag. Das Beharrungspriucip 
ist, wie schon gesagt, eine Naturthatsache, die in ihrer Einfachheit 
durch Zergliederung der Verfahningsarten der Natur in den zu- 
sammengesetzten Hergängen nachgewiesen und herausgehoben sein 
will, aber nicht als eine blosse Denknothwendigkeit angesehen werden 
darf. Es spricht daher zu Gunsten der Galileischen Methode, dass 
jene spätere, unhaltbare Auffassungsart des Beharrungsprincips in 
ihr keine Stütze findet. Nichtsdestoweniger fehlt es in der Galileischen 
Methode nicht an dem speculativen Bestandteil, wie wir sogleich 
seilen werden, weun wir die Entstehungsart der Hauptergebnisse 
der neuen Forschimgsricbtung untersuchen. 



Drittes Capitel. 

Entstehungsart der Galileischen Hauptergebnisse und Gestaltung 
der verschiedenen Principien. 

25. Man hat die Frage aufgeworfen, ob Galilei zu seinen 
dynamischen Resultaten, namentlich also zu den Fallgesetzen, 
zuerst auf empirischem Wege gelangt sei und hinterher seine 
Speculatiouen mich Maassgabe der so erworbenen Einsichten ein- 
gerichtet, oder aber sich zuerst die abstracten Beweguugsschemata 
als wahrscheinliche Formen, mich denen auch die Natur verfahren 



') Vgl. jedoch im sechsten (postbumen) Tag die Stelle S. 323 über die 
Erhaltung der Ruhe und der Geschwindigkeit. 
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müsse, coustruirt und dann erst die dafür sprechenden Erfahrungs- 
indicieu aufgesucht habe. Die Beantwortung dieser für die principielle 
Entwicklung der Wissenschaft sehr erheblichen Frage gestaltet 
sich nicht ganz so einfach, als es bei einer ersten Erwägung den 
Anschein hat. Allerdings sind die letzten endgültig beweisenden 
Experimente auf der schiefen Ebene von Galilei erst auf Grund 
von Voraussetzungen gemacht worden, die bereits alles zu %-J 
weisende dem Gedanken nach vollständig enthielten. Allein es handelt 
sich auch gar nicht um dieses spätere Stadium der Entwicklung 
und Feststellung der neuen Einsichten, sondern um deren ursprüng- 
lichste Hervorbringung. In dieser letzteren Beziehung lässt sich 
nun wiederum nicht in Abrede stellen, dass die ersten Anregungen 
zur Conception irgend einer Bewegungsart von den Thatsachen der 
Natur selbst ausgehen müssen, und dass die völlige Loslösung 
des Denkens zur freien, selbständigen Gestaltung der Vor- 
stellungen erst ein zweiter Vorgang sein könne. Die Alten waren 
bekanntlich in dieser, dem Spiel verwandten Verfahrungsart und 
in der Behandlung spontan erzeugter Gebilde nicht nur heimisch 
gewesen, sondern auch mehr als zuträglich befangen geblieben, so 
dass ihnen die aprioristische Methode als die natürlichste und fast 
als die ausschliesslich maassgebende erschienen war. Grade aber 
Galilei sowie sein genialer Vorgänger Leonardo da Vinci befanden 
sich mit ihrem Verhalten und ihren Tendenzen im schroffsten 
Gegensatz zu der antiken Art und Weise, soweit nämlich die 
letztere über das Gebiet blosser Mathematik in dasjenige der 
Naturthatsachen fälschlich übertragen wurde. Die Aristotelische 
Naturphilosophie war zur Zeit Galilei's der Repräsentant der un- 
haltbarsten Vorstellungs- und Verfahrungsarten, und wir dürfen 
daher wohl voraussetzen, dass der entschiedenste und mächtigste 
Gegner der bei Aristoteles vorherrschenden Denkweise die letztere 
nicht selbst zum Leitfaden seiner eignen Nachforschungen ge- 
macht habe. 

Nach den vorhandenen Aeusserungen Galilei's lässt sich über 
die innerliche gedankliche Entstehung seiner dynamischen Grund- 
einsichten nur soviel feststellen, dass er sich auf blosse Beobach- 
tungen hin entschlossen habe, die Vorstellung einer gleichförmig 
beschleunigten Bewegung mathematisch auszubilden, und dann 
auf Grund dieser Initiative des blossen Gedankens experimentelle 
Bestätigungen zu suchen. Von welcher Art jedoch die ersten so 
zu sagen rohen und unbestimmten Beobachtungen gewesen seien, 
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welche die Veranlassung zu den ideellen Constructionen und der 
experimentellen Verfolgung der Sache gegeben hatten, lasst sich 
nach dem Stande der Quellen nicht ausmachen. Eine gewisse, 
wenn auch geringfügige Tradition hat auch liier ihre Bolle gespielt, 
und es mag besonders die falsche Meinung, dass die Geschwindig- 
keiten wie die Räume wachsen, Einiges dazu beigetragen haben, 
Galilei zum näheren Nachdenken über die Form imd Grösse der 
Fallbewognng zu veranlassen. 

Auch ist nicht zu übersehen, dass die Stetigkeitsvorstellung 
iu Galilei's Denken einen rein mathematischen Charakter hatte 
und iu dieser Gestalt geeignet war, seine Aufmerksamkeit auf die 
Art und Weise zu lenken, in welcher die Natur bei den verschie- 
densten Gelegenheiten die Geschwindigkeitsgrös-en durch allmälige 
Steigerungen hervorbringt. Hier scheinen sogar die Bewegungen 
der Thiere für Galilei einen Anknüpfungspunkt abgegeben zu 
haben. So lieisst es im Eingang des 2. Buchs (3. Tag) in den 
Piscorsi 1 ): „Schliesslich hat uns zur Erforschung der natürlich 
beschleunigten Bewegung, gleichsam an der Hand, die Beachtung 
der Einrichtung und Gewohnheit der Natur selbst in allen ihren 
übrigen Werken hingeleitet, in denen sie. sich der ersten, ein- 
fachsten und leichtesten Mittel zu bedienen pflegt; denn Niemand, 
meine ich, wird glauben, dass das Schwimmen oder Fliegen auf 
eine einfachere oder leichtere Weise bewerkstelligt werden könne, 
als grade auf diejenige, welche die Fische und Vögel aus natür- 
lichem Instinct anwenden." 

Bald darauf 3 ) wird nun der einfache Weg näher gekenn- 
zeichnet und die einfache Summation der Geschwindigkeiten nach 
Verhältniss der vergessenden Zeitelemente zur Grundvorstellung 
gemacht. Schon vorher hatte der Autor ausdrücklich bemerkt, 
dass er anch sofort hätte von der Fiction der gleichförmig ver- 
änderlichen Bewegung ausgehen können. Für das Weitere, was 
in diesem Zusammenhang bei Galilei in Frage kommt, können 
wir auf unsere Erörterung seiner Vorstellung von der elementaren 
Erzeugung der Geschwindigkeiten zurückverweisen. Bezüglich der 
Hauptsache, die wir hier festzustellen haben, ist jedoch nach dem 
Angefüllten klar, dass der Entdecker der Fallgesetze ziemlich 
schnell von einigen Andentungen der Beobachtung zur specnlativen 

') Bd. XID der angef. Ausg. S. 154. 
2 ) Ibid. S. 155. 
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Initiative übergegangen sei, und dass die Vorzüglichkeit, seines 
Verfahrens besonders darin bestanden habe, sofort die einfachsten 
Processe, die sich denken lassen, zum Ausgangspunkt seiner 
Schematislrungen zu machen. Die Naturthatsache, auf die ersieh 
stützte, war das Wachsen der Geschwindigkeiten. Die Speculatiou 
sagte ihm, dass dieses Wachsen stetig erfolgen müsse, und da er 
von der Statik her gewohnt war, in der Geschwindigkeit das In- 
dicium der Kraft zu sehen, so betrachtete er auch in der Fall- 
bewegung die Geschwindigkeitselomentc als die elementaren Aeusse- 
rungen der Kraft. Die Zeit in ihrer Gleichmüssigkeit, erschien ihm 
aber als diejenige Form der Hinzufügung von Element zu Element, 
in welcher auch die einfachsten Theilbethätigungen einer Kraft vor 
sich gehen müssten. Auf diese Weise gelangte er zu jener Vor- 
stellung, wonach die Wirkung der Kraft in der Zeit durch die 
aufeinanderfolgende, den Zeittheilen proportionale Hervorbringung 
von Geschwindigkeiten repräsentirt wird. Die Definition der gleich- 
förmig veränderlichen Bewegung war hienach nur noch eine blosse 
Sache der Formulirung. Im Wesentlichen war der Hergang, dessen 
so zu sagen nur phoronomische Erscheinung das den Zeiten 
quadratisch proportionale Durchlaufen der Räume ist, bereits durch 
die Hiiiweisung auf die Erzengungsform der Geschwindigkeiten 
charakterisirt. Ja diese Vorstellungsart ist weit eingehender, als 
diejenige, welche die thatsächlicli durchlaufenen Räume zum sofortigen 
Ausgangspunkt macht. Auch ist sie Wissenschaft .lieber, indem sie 
das Einfache bemerken lässt, aus welchem die zusammengesetzte 
Erscheinung erst ein weiteres Ergebniss ist. 

26. Mit Recht hat auch Lagrange das Genie Galilei's weniger 
in glücklichen Beobachtungen als in der Kraft der Zergliederung 
und Entwirrung der sich uuserm Geist in sehr verwickelter Gestalt 
darstellenden Naturthatsachen gesucht. Eine in dieser Beziehung 
von den Schriftstellern -bereits mehrfach angeführte Stelle der 
Analytischen Mechanik 1 ) mag auch hier noch einmal einen Platz 
finden, da falsche Ideen über das Wesen echter Induction am 
besten durch die richtige Würdigung classischer Beispiele wider- 
legt werden. Ein solches würde aber Galilei nicht sein, wenn bei 
diesem Forscher jene Kraft des sichtenden Gedankens gemangelt 
hätte, ohne welche sich die trägen Thatsachen schwerlich von 
selbst zu wirklich bedeutenden Erweiterungen des Wissens umge- 



r > Ausg. von 1811, Bd. I, zweite Abth., Sect. I. Eingang. 
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stalten. Lagrange stellt den astronomischen Entdeckungen die 
dynamischen Theorien gegenüber, indem er sagt: „Die Entdeckungen 
der Jupiterstrabanten, der Venusphasen, der Sonnenflecken u. s. w. 
erforderten nur Teleskope und Fleiss; aber es bedurfte eines 
ausserordentlichen Geistes, um die Gesetze der Natur in Er- 
scheinungen zu entwirren, die man stets vor Augen gehabt hatte, 
deren Erklärung aber nichtsdestoweniger den Nachforschungen der 
Philosophen immer entgangen war." 

Die induetive Spcculation ist mithin das Auszeichnende in 
der V erfahr ungsart Galilci's gewesen. Sie bestand in dem mathe- 
matisch richtigen Denken in solchen Formen, die natürlich sind 
und aus diesem Grunde auch von vornherein die Bürgschaft in 
sich tragen, dass ihnen in der Natur Etwas entsprechen müsse. 
Indessen würde die fragliche Methode noch sehr unvollkommen 
gekennzeichnet bleiben, wenn man nicht den wichtigsten Bestand- 
teil derselben noch besonders hervorhöbe. Die Fallgesetze wären 
auch nicht einmal annähernd festgestellt worden, wenn nicht von 
vornherein der Gedanke maassgebend geworden wäre, fernerhin 
alle Vorstellungen in Rücksicht auf die Verhältnisse der in ihnen 
vorkommenden Grössen näher zu bestimmen und sich nicht mit 
unbestimmten gleichsam schweifenden Ideen zu begnügen. Ja 
selbst die blos hypotlie tische Einführung von Quantitäten hätte keine 
wahrhafte Anknüpfung an die Natur zu ergeben vermocht und würde 
im Kreise des blossen Denkens verblieben sein. Erst die bestimmte 
Messung der Grössen Verhältnisse in den Erscheinungen konnte aus 
dem Cirkel blosser Speculation hinausführen und die Brücke zu den 
Wirklichkeiten der Natur schlagen. Ueber formale Verhältnisse 
der Grössen, z. B. über beschleunigtes Zunehmen oder die zu- 
sammengesetzte Proportionalität in den Fallräumen hätte man ohne 
Entscheidung speculiren und streiten können, falls auf die Ver- 
bindung des Gedankens mit der Wirklichkeit durch die Ermittlung 
der Beschleunigung oder des Fallraums der ersten Secunde kein 
Werth gelegt worden wäre. Sogar das Experiment, welches etwa 
blos die Verhältnisse bestätigt, nicht aber die absoluten Grössen 
erwiesen hätte, würde in einem gewissen Sinne noch eine Unvoll- 
kommenlieit gewesen sein. Erst die Aufnahme des rein Zufälligen 
oder vielmehr Thatsächlichen in den Gedanken und in die Rech- 
nung konnte die ganze Tragweite der Speculation entwickeln, und 
diese Seite der Methode, welche auf der Erheblichkeit der abso- 
luten, in der Natur vorkommenden Grössen beruht, war allein im 



Staude, eine Dynamik der Natur hervorzubringen und in die 
wirklichen Hergänge einzudringen. 

Alle absoluten Grössenbestimrnungeu, die sich auf die ein- 
fachsten Elemente der Erscheinungen beziehen, sind auch eine 
Art von Principien; denn sie können durch nichts Anderes ersetzt 
und aus nichts Anderem erschlossen oder gewonnen werden. Sie 
sind so gut principielle Thatsacheu, wie die Notwendigkeiten des 
Denkens, and wenn mau sie nicht gleich den Axiomen ausgeworfen 
oder sonst im System nach Verhältnis« ihrer Bedeutung gehörig 
ausgezeichnet hat, so rührt dies von der einseitig formalen Tra- 
dition her, die ihre. Vorstellungen über die Beschaffenheit und die 
notwendigen Elemente eines schlüssigen Systems dem Vorbild der 
reinen Mathematik entlehnte oder, was noch schlimmer war, die 
gewöhnliche logische Form der vorherrschend Mos speculativ be- 
handelten andern Diseiplinen zur Richtschnur nahm. Nun kann 
aber eine Wissensgruppe, die Erfahrungsolemento einschliesst, in 
Rücksicht auf die letztere nur dann eine strenge Form gewinnen, 
wenn sie die Natur des Empirischen in ihrer Reinheit unangetastet 
lässt und dasselbe auch in der logischen Verfassung des Wissens- 
stoffes gehörig würdigt. Eine solche Würdigung bleibt aber un- 
möglich, solange die absoluten Grössenbestimmungen nicht einen 
ähnlichen Rang, wie die Axiome, zu behaupten vermögen. 

Galilei war sich übrigens selbst sehr deutlich des Unter- 
schiedes bewusst, durch welchen er sich seinen Vorgängern gegen- 
über auszeichnete. Im Eingang zum dritten Tag der Discorsi 
spricht er sich über die früheren Arbeiten und Bücher im All- 
gemeinen und zwar dahin aus, dass in ihnen wenig beobachtet 
oder bewiesen sei. „Einiges von geringerer Bedeutung wird an- 
gemerkt, wie z. B., dass die natürliche Bewegung der herab- 
fallenden schweren Körper fortwährend beschleunigt werde. Nach 
welchem Verhältniss aber die Beschleunigung geschehe, ist bis 
jetzt nicht kundgegeben worden; denn Niemand hat, soviel ich 
weiss, bewiesen, dass die von dem Beweglichen aus der Ruhe- 
lage in gleichen Zeiten durchlaufenen Räume dasjenige Verhältniss 
unter sich einhalten, welches die von der Einheit an aufeinander- 
folgenden ungraden Zahlen haben. Auch hat man wohl beobachtet, 
dass die Geschosse oder geworfenen Körper irgend eine krumme 
Linie beschreiben, dass dieselbe jedoch eine Parabel sei, hat 
Niemand kundgethan. Die Richtigkeit dieser Sätze und vieles 
andere Wissenswerthe wird von mir bewiesen werden, und es 



wird, was, wie ich glaube, höher anzuschlagen ist, der Zugang 
m einer höchst umfassenden und vorzüglichen Wissenschaft er- 
schlossen werden, für welche diese unsere Arbeiten die Elemente 
bilden müssen, und in welcher tiefer dringende Geister das Ver- 
borgenere und Entlegenere bemeistern werden." 

27. Wohl nur höchst selten mag es einem bahnbrechenden 
Forscher gelungen sein, in so wenigen und einfachen Worten die 
Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft seines Gegenstandes gleich 
treffend zusammenzufassen. Die Aufmerksamkeit auf die mathe- 
matische Form, die Grössenverhältnisse und die absoluten Grössen 
war das neue Princip, welches in der Anwendung auf die Eigen- 
schaften des freien Falles und der Wurfbewegung die Elemente 
einer neuen Wissensgattung ergab, die später unter den Händen 
Newtons zu einer Erklärung des Weltmechanismus oder wenig- 
stens einer wesentlichen Seite desselben wurde. Hier ist also 
genau angegeben, was früher mangelte, und es ist ebenso richtig 
vorauszusetzen, dass die neuen Grundlagen eine ausserordentliche 
Tragweite halten würden. 

Dem Wesen der Sache muss auch die innere Entstehungsart 
derselben in dem ersten Schöpfer ihrer Elemente entsprechen. 
Der Antheil der Naturphilosophie im echten Sinne dieses Worts 
und ihrer in der That speculativen Voraussetzungen darf daher 
bei einem Galilei nicht nur nicht geleugnet, sondern muss auch 
noch besonders hervorgehoben werden, um den weiten Abstand 
bemerklicli v.u mach en, der ziehen den V^eifamTlngsarten, auf 
welche sich die rationelle Mechanik und die Erforschung des 
Weltmechanismus gegründet hat, und denjenigen Manipulationen 
besteht, die von einem Bacon empfohlen worden sind. Wir werden 
in einem besondern Capitel die Einflüsse der Philosophie und hie- 
mit auch zugleich die besondere Gestaltung des eben erwähnten 
hochwichtigen Unterschiedes behandeln. Hier sei nur noch darauf 
hingewiesen, dass Galilei in seiner Hauptentdeckung weit mehr 
auf der Tragweite der Speculation fusste, als Newton in der 
seinigen. Die Fallgesetze wurden erst rationell vollständig sche- 
matisirt und dann erst empirisch festgestellt. Dagegen bildeten 
bei Newton die Keplerschen Gesetze die Grundlage, und es war 
nicht viel mehr als eine blosse Zergliederung ihres Inhalts not- 
wendig, um eine Vorstellung von den elementaren Verhältnissen 
der kosmischen Bewegungskräfte, namentlich von der umgekehrt 



quadratischen Wirkung und schliesslich auch von der Allgemeinheit 
der Gravitation zu gewinnen. 

Wenn aber auch im Geiste Galileis die Entwicklung aus 
den einfachsten Anschauungen und Principien vorherrschte, so 
soll hiemit nicht gesagt seiu, dass diese Principien bei ihm auch 
stets sofort als solche abgesondert, formulirt und in der Weise 
der späteren Zeiten nach allen Richtungen gehandhabt wurden. 
Eines der lehrreichsten Beispiele für diesen Sachverhalt ist das 
unentbehrliche Princip der Kräftezusaminensetzung. Galilei wendet 
gewisse sehr erhebliche Seiten dieses Priucips bei vielen Gelegen- 
heiten, namentlich aber bei dem Nachweise an, dass die aus der 
Wirkung der Schwerkraft und einer horizontalen Geschwindigkeit 
entstehende Bahn eine Parabel sei. Dieser Beweis ist eine reine 
Sache der mathematischen Consequeuz, sobald die Zusammen- 
setzung der Kräfte prinzipiell festgestellt ist. 

Man erinnere sich (Nr. 20 — 22) der principiellen Rolle, 
welche der Begriff des Moments als Synonym der Kraft in Galileis 
Anschauungsweise spielt, und man wird nicht überrascht sein, auf 
einen Satz über die Zusammensetzung der Momente oder Antriebe 
zu treffen. Im vierten Tag der Discorsi, d. h. in der Abhandlung 
der parabolischen Wurfbewegimg, wird das Princip der Kräfte- 
zusammensotzung an zwei Stelleu für den Fall entwickelt, dass 
die Richtungen der Kräfte auf einander rechtwinklig stehen. In 
der einen Stelle 1 ) wird gesagt, dass die Momente (oder Impetus) 
von zwei gleichförmigen Bewegungen, von denen die eine hori- 
zontal, die andere vertical ist, ein Moment ergeben, welches ihnen 
beiden in der Potenz (d. h. im Quadrat) gleich sei. Der Beweis 
wird so geführt, dass die Zusammensetzung der Bewegungen in 
der Diagonale des Rechtecks, welches die Grössen der Seiten- 
momente, d. Ii. die ihnen entsprechenden Geschwindigkeiten bilden, 
vorausgesetzt und nun ans der Grösse der Diagonale auf das in 
ihr bethätigte Gesaiumtmoment ziiriickgcschlossen wird. Es ist 
also nicht die Zusammensetzung rein phorononiiseher Bewegungen 
oder vielmehr blosser Bewegungserseheinungen, was in dem frag- 
lichen Princip die Hauptsache bildet; sondern es handelt sich um 
die Bestimmung der Zusammensetzung von eigentlichen Kräfte- 
grössen, d. h. der Grössen derjenigen Ursachen, welche als Momente 
oder Impetus dem Durchlaufen der Bäume zu Grunde liegen und 



') Discorsi etc. Bd. XIII der angef. Ausg. S. 23-i. 



diesen blossen Phänomenen stets gleichsam vorangehen. Da wir 
noch mehrfach die verschiedenen Phasen zu berühren haben 
werden, in denen das Princip der Zusammensetzimg oder Zer- 
legung der Kräfte im Entwicklungsgänge der Mechanik erscheint, 
so ist es zweckmässig, gleich von vornherein in aller Strenge den 
grossen Unterschied zu beachten, der zwischen den Vorstellungen 
über die Zusammensetzung blosser Bewegungserscheinungen und 
denjenigen über die unmittelbare Kräftozusamniensetzung besteht. 
Die Ideen der ersteren Art gehören der reinen Mathematik an 
und erfordern nur die rein intellectuale Combination von zwei ' 
Bewegungsvorstellungen. Sic sind ganz und gar phoronomisch, 
oder, wie man auch wohl sagt, kinematisch, so dass Begriffe von 
materiellen Kräften, ja von realen Ursachen überhaupt gar nicht 
hineinspielen. Aus diesem Grunde ist es jeder Zeit leicht gewesen, 
das Zitsammensetzungsprincip blosser Beweguiigsi-rsdiriiuingen klar 
zu machen, und ein gewisses Maass von Vorstellungen über der- 
artige Zusammensetzungen hat sogar in der höheren Geometrie 
der Alten und namentlich bei Archimedes eine Kollo gespielt. 

Der für die Mechanik wichtige Schritt besteht aber grade 
in der Feststellung des Princips für die unmittelbaren Kräfte 
selbst und zwar dergestalt, dass hiedurch auch die Zusammen- 
setzung in den Gleichgewichts Verhältnissen miteingeschlossen wird. 
In der statischen Anwendung des Zusammeiisetzungsprincips zeigt 
sich recht deutlich, dass die Zusammensetzung der Bewegungen 
ein blosses Hülfsmittel und blosses Erkenntnisspriucip der eigent- 
lichen Kräftezusammeusetzung, für sich selbst aber und nach dem 
Rangvorhältniss der Realitäten nur die seeuudare Erscheinung eines 
allgemeineren Grundsatzes ist. 

28. An der zweiten Stelle 1 ) finden wir eine mehr populäre 
Erläuterung des Inhalts der ersten, indem aus den horizontalen 
und verticalen Seitenmomenten 8 und 4 der resultireude Impetus 5 
nach Maassgabo des Pythagoreischen Satzes entwickelt wird. Es 
ist jedoch in Rücksicht auf die ganze Darstellung zu bemerken, 
dass Galilei begreiflicherweise nirgend ohne die ganz allgemein 
gefasste, d. h. noch nicht näher durch die Beachtung der Richtungs- 
verschiedenheiteu bestimmte Idee der Kräftezusammensetzung zu 
operiren vermag. Auch die Vereinigung der Thcileleniente der- 
selben Kraft nach derselben Richtung ist bereits eine eigentliche 
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Kräftezusammensetzung, und nur die moderne Gewohnheit, die 
uns stets an das sogenannte Parallelogramm der Kräfte ohne 
Weiteres als an ein fundamentales Prineip oder wohl gar als an 
ein Axiom denken lässt, veranlasst vielfach die Vernachlässigung 
der ganz primitiven Vorstellungen über Addition oder Subtraction von 
Kräften in derselben Eichtling. Dennoch sind es grade diese ein- 
fachsten Vorstellungen, durch welche überhaupt erst ein klarer Begriff 
von der Grösse einer Kraft möglich wird. Eine Kraft als Grösse 
denken, heisst bereits, sie als eine Zusammensetzung von Theil- 
kräften vorstellen. Es ist daher sehr natürlich, dass Galilei, der 
überall das Bewusstsein der letzten Principien steigerte und in 
der eminentesten Weise exact zu gestalten verstand, auch an- 
gemessene Grund Vorstellungen über die allereinfachste Zusammen- 
setzuugsart der Kräfte hegte. Nur mit Hülfe dieser Grund- 
vorstellnngen konnte er das Gesetz der Fallräume ableiten, und 
sogar schon seine primitive Idee von der Erzeugung der Ge- 
schwindigkeiten (vgl. Nr. 22 — 23) schloss eine Art der Zusammen- 
setzung von Elemontarkräften oiu, zumal die Geschwindigkeit ihm 
ja stets als unmittelbares Maass des Moments galt. 

Nichtsdestoweniger ist es grade die Kräftezusammensetzung 
selbst, in welcher sich die Grenzen der Galileischen Vorstellungs- 
art recht entschieden bemerken lassen. Sowohl in der Statik als 
in dem neugeschaffenen Gebiet der Dynamik ist die Vorstellung 
von der reducirten oder relativen Wirkung einer Kraft in Bezug 
auf eine andere, nicht ihr. seihst in ihrer freien Bethätigung an- 
gehörige Richtung am wenigsten sicher ausgebildet. Gegenwärtig 
ist dieser Fall sehr leicht auf eine einfache Zerlegung der Kraft 
zurückzuführen, so dass für die in Frage kommende, fest vor- 
geschriebene Wirkungsrichtung nur die Projection der Kraft auf 
diese Richtung iu Anschlag kommt. Nun operirte freilich auch 
Galilei thatsächlich richtig, wenn es sich um derartige, theils 
statische, theils dynamische relative Kraftbethätigungen handelte. 
Indessen war ihm dieser Gesichtspunkt der unmittelbaren ein- 
fachen Reducirung, namentlich in den dynamischen Anwendungen 
auf die Accelerationon keineswegs geläufig, wie man besonders 
daran sehen kann, dass er ihn in einer Hauptfrage, die er erst 
nach der Herausgabe der Discorsi zu erledigen vermochte, nur 
nach vielen vergeblichen Nachforschungen verwerthen lernte. Diese 
Frage betraf den Beweis des als unbewiesenes Prineip gebrauchten 
Satzes, dass die auf der schiefen Ebene und in der Verticale bis 
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zum Horizont oder überhaupt bis zum gleichen Niveau gefalleneu 
Körper auch jeder nach seiner Eichtling dieselbe Geschwindigkeit 
erlangt haben werden. Dieser Satz war von grosser Erheblichkeit 
für die Vergleichung des freien Falles mit demjenigen auf der 
schiefen Ebene, sowie für die Vergleichuugen des Fallens auf ver- 
schieden geneigten Ebenen. Er eignete sich wenig, als unbewiesenes 
Princip zu dienen, und nur der Mangel eines Beweises und die 
grossen Schwierigkeiten, welche sich der Auffindung der einfachen 
Gründe seiner Wahrheit so sehr entgegenstellten, haben ihm diese 
eigentümliche Holle zugetheilt. Uebrigens ist ein derartiger Ge- 
brauch eigentlicher Sätze in der Form unbewiesener Principien in 
der Entwicklungsgeschichte der Mechanik keine Seltenheit; einer 
der berühmtesten Fälle dieser Gattung wird uns in Huyghens 
Auilösuug des Problems vom Oscillationscentrum begegnen. 

29. Die Behandlung der eben erwähnten Schwierigkeit ist 
für die Handhabung der Principien bei Galilei von so grosser 
Wichtigkeit und wirft ein so entschiedenes Licht auf sein dyna- 
misches und statisches Denken, dass wir diesen Fall genauer 
darstellen und erörtern müssen. 

Der betreffende Satz lautet bei Galilei wörtlich 1 ): „Die 
Geschwindigkeitsgrade eines Bewegten, welches mit natürlicher 
Bewegung auf beliebig geneigten Ebenen herabsteigt, sind beim 
Anlangen auf der Horizontalen immer gleich, wenn die Hinder- 
nisse entfernt werden." Jedoch wurde er bereits zusammen mit 
der Definition der gleichförmig beschleunigten Bewegung als 
Postulat 2 ) hingestellt, während sich der Beweis desselben an der 
erst erwähnten, in der Leydener Ausgabe von 1638 noch nicht 
vorhandenen, später eingeschobenen Stelle 3 ) vorfindet. Dort wird 
nun, indem AB die schiefe Ebene, AC die Verticale d. h. auch 
zugleich die Höhe derselben über dem Horizont bezeichnet, 
folgender Gang eingeschlagen. Der Ausgangspunkt des ganzen 
Beweises ist die Vorstellung, dass der Impetus in der Verti- 
calen zu demjenigen auf der schiefen Ebene sich verhalte, wie die 
Länge der letzteren zu deren Höhe. Aus diesem Grunde wird zur 
Ermittlung desselben nach Richtung der schiefen Ebene auf der 
letzteren ein Stück AD so abgetragen, dass es die dritte Pro- 
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portionale zu der Lange imd der Höhe bildet. Ein solcher Ab- 
schnitt ergiebt sich natürlich durch Fällung eines Loths von dem 
Fusspunkt der Verticalen auf die schiefe Ebene, was jedoch hier 
ßnur nebensächlich von uns zur Erläuterung hinzugefügt wird. Da 
..die Momente sich wie die Räume verhalten", so repräsentirt AD 
das Stück, welches in derselben Zeit auf der schiefen Ebene durch- 
laufen wird, in welcher die ganze Verticale AC im freien Fall 
durchmessen wird. 

Halten wir hier einen Augenblick ein. Die Momente der 
Schwere eines von A längs AB und eines eben solchen längs 
AC fallenden Körpers verhalten sich wie AC zu AB, weil die 
Schwerkraft deren freie Richtung in AC fällt, auf der schiefen 
Ebene AB nur zum Theil z;u- Geltung gelangt, nämlich insofern 
sie auch als längs AB wirksam gedacht werden kann. Sie kann 
aber in der Richtung AB nur mit demjenigen Theil wirksam 
sein, der ihre Projection auf dieser festen Richtung vorsteUt. 
Dem Durchlaufen von AC entspricht daher in derselben Zeit die 
Zuriickleguug der Strecke AD. Nach einer uns heut geläufigeren, 
aber weniger natürlichen uud weniger einfachen Vorstellungsweise, 
kann auf der schiefen Ebene AB nur diejenige Kraft längs der- 
selben zur Bewegung dienen, welche sich als Componente ergiebt, 
wenn man die freie Schwerkraft in einen auf die schiefe Ebene 
normal wirkenden Druck und einen freien, dynamisch wirkenden 
Bestandteil zerlegt. Wir wollen hier diese verschiedenen Vor- 
stelluugsarten noch nicht weiter prüfen, sondern erinnern nur an 
dieselben, um den Stützpunkt des Galileischen Beweises recht 
deutlich hervortreten zu lassen. Offenbar war für Galilei die 
Vorstellung von dem Verhältniss der Momente, welche die Schwer- 
kraft in den beiden Richtungen ausübt, axiomatischer Natur, und 
er ersetzte daher in dem hier fraglichen Beweise ein complicirteres 
Prineip durch ein ein lach eres. Dennoch hat diese Vorstellung von 
dem Verhältnis« der Momente auf der schiefen Ebene und in der 
freien Richtung, so geläufig sie auch der statischen Betrachtungs- 
art schon damals war, für die dynamische Anwendung etwas 
Unbefriedigendes. Mau verlangt unwillkürlich nach noch grösserer 
Deutlichkeit und näherer Begründung, und diese Forderung niuss 
sich noch steigern, wenn man bei genauerem Zusehen bemerkt, 
dass auch für das rein statische Verhältniss die Reducirung der 
Kraft nach einer gegebenen Richtung die Rolle eines blossen 
Postulats gespielt habe. Hievon jedoch später bei der Behandlung 



der statischen Ideen Galileis. Folgen wir nunmehr, nach Be- 
leuchtung des Ausgangspunkts, dem ferneren Crange des Beweises. 

Die Geschwindigkeiten in 0 und 1) verhalten sich ehenfalls 
wie die ursprünglichen Momente; denn diese Momente haben sich 
nach beiden Linien wahrend derselben Zeit und zwar der Zeit 
proportional summirt. Die Momente sind ja wesentlich die Ele- 
mentargeschwindigkeiteu, und die Geschwindigkeiten erzeugen sich 
wie die Zeit. Da man nun das Verhältniss der Geschwindigkeit 
in D zu derjenigen im Fusspunkte der Verticalen G kennt, so ist 
nur noch ein gleiches Verhältniss zwischen B und D nachzuweisen. 
Die Geschwindigkeiten in B und D müssen sich aber wie die 
Zeiten verhalten, während deren sie erzeugt worden sind. Diese 
Zeiten sind aber wiederum diejenigen, in denen die Räume AB 
und AD durchlaufen werden. Jene Proportional ität der Ge- 
schwindigkeiten und der Zeiten folgt aus der Definition der 
gleichförmig beschleunigten Bewegung. Aus der weiteren Theorie 
dieser Bewegung steht aber bei Galilei schon fest, dass jene 
Zeiten, deren Verhältniss gesucht werden soll, sich wie die 
Quadratwurzeln der durehmessenen Räume AB und AD verhalten. 
Es wird daher nur die mittlere Proportionale zwischen AB und 
AD zu nehmen sein. Sie ist nach der Gonstructiou durch die 
Linie AC bereits repräsentirt, und das Verhältniss von AB zu 
dieser mittleren Proportionale AC wird das gesuchte der Zeiten 
und mithin der Geschwindigkeiten in B und I> sein. Die Ge- 
schwindigkeiten in C und B haben sich also als in gleichem 
Verhältniss zu der Geschwindigkeit in D stehend erwiesen und 
sind mithin selbst gleich. 

Dieser Beweis hat für die neuere Anschauungsweise manches 
Ungewohnte, weil er noch mehrfach den Umweg geometrischer 
Schlüsse einschlägt, wo wir die Verhältnisse unmittelbar analytisch 
bestimmen und uns nicht erst durch dritte und mittlere Propor- 
tionalen zu helfen brauchen. Indessen ist grade die rein 
mechanische Schlussweise in diesem Beweis eiu schönes Beispiel 
für die Einfachheit und Präeision der principiellen Grundvor- 
stellungen Galilei"s. Die Momente oder Impetus, die Geschwindig- 
keiten und deren Erzeugung nach Verhältniss der Zeit, die 
Proportionen der Zeiten, — dies Alles tritt deutlich hervor, so 
dass mau einen Einblick in die Handhabung der Begritfe gewinnt. 
Nur ein einziger Punkt verbleibt in einem gewissen Maass von 
Schatten; dies ist, wie schon erwähnt, die dynamische Annahme, 



dass die Verhältnisse der Momente bei dem Anfang der Bewegung 
und mithin auch in jedem ferneren Punkte derselben, insofern 
sie in diesem letzteren als neue elementare Antriebe der Schwer- 
kraft gedacht werden, im Verhältuiss der Länge 7Air Höhe der 
schiefen Ebene stehen. Wären diese Momente reiu im Sinne der 
Statik verstanden, so würde dieser Ausgangspunkt bereits etwas 
begründeter sein. So aber, wie sie in dem erwähnten Beweis 
vorkommen, schliessen sie zugleich die dynamische Idee ein, dass 
der Gesammtwirkung der freien Schwerkraft in der Fallbewegung 
AC für dieselbe Zeit ein schiefer Fallraum AI) entspreche; denn 
die Bäume hiess es, verhielten sich wie die Momente. 

Nun hat diese Anwendung der Vorstellung von dem Ver- 
hältniss der Momente allerdings kein Bedenken mehr, sobald die 
statische Grundvorstellung gesichert und die Uebertragung dieser 
Vorstellung in das Gebiet der Bewegung völlig gerechtfertigt ist. 
Es handelt sich also um die Aufsuchung der Grundlage der 
statischen Vorstellung von der Richtungsreduction der Kräfte und 
dann um die Methode, durch welche die statischen Wahrheiten in 
der Dynamik anwendbar werden. Wir haben daher, ehe wir der 
Galileischen Dynamik weiter folgen, einen Punkt aus der Statik 
zur Erörterung zu bringen. 

30. In der Statik Galilei' s spielt das Gesetz der schiefen 
Theilwirkuug einer Kraft, welche in ihrer ursprünglichen, eignen 
und freien Eichtling zu wirken verhindert ist, thatsäehlich die 
Bolle eines Axioms. Mau kann sich hievon durch die Betrachtung 
der Erläuterung überzeugen, die 1 ) dem Princip hinzugefügt, wird, 
dass gleiclu 1 Gewichte den Punkt des Gleichgewichts in der Mitte 
ihrer Verbindungslinie haben. Es wird nämlich zu dieser axio- 
matischen Annahme, die mit derjenigen des Archimedes überein- 
stimmt, in der Form einer nebensächlichen Bemerkung der hoch- 
wichtige Umstand hinzugefügt, dass man bei der Messung der 
Abstände der Gewichte, um deren Wirkung zu erhalten, immer 
die perpendiculären Abstände von deu Bichtungslinien der Schwer- 
kraft zu nehmen habe. Hiernach wird die so reducirte statische 
Wirkung für den Fall postulirt, dass die gleichen Hebelarme einen 
Wiukel bilden, oder vielmehr nur für deu Fall, dass der eine der 
Hebelarme aus der Horizontalen verschoben gedacht wird, während 
der andere in seiner horizontalen Lage verbleibt. Eben diese 
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letztere Vorstellung, sammt der Idee von der nach Maassgabe des 
perpendiculären Abstandes reducirten Kraft Wirkung, dient dann 
auch später zum Beweis des statischen Verhältnisses an der 
schiefen Ebene. Das Fundament dieses Beweises, durch welchen 
die schiefe Ebene auf den Hebel zurückgeführt werden soll, ist 
mithin jenes Postulat von der Messung der Abstände oder mit 
andern Worten von der Bestimmung jeuer Theilwirkung, die von 
einer Kraft in einem Winkel gegen ihre freie Pachtung ausgeübt 
wird. Man untersuche jeden Bestandteil des Beweises, den Galilei 
in seiner kleinen Statik 3 ) von dem Gleichgewicht an der schiefen 
Ebene giebt, und mau wird es bestätigt finden, dass hier, wie 
überall sonst bei derselben Frage, grade die Hauptsache als 
blosses Postulat stillschweigend zu Grunde liegt. Es würde daher 
eine Illusion sein, einen derartigen Beweis für genügend zuhalten. 

In der That geht Galilei au der fraglichen Stelle von der 
Betrachtung eines gleicharmigen Hebels aus. Den einen Arm 
desselben lässt er sich aus der horizontalen Lage durch Drehung 
in verschieden geneigte Stellungen senken, während der andere 
Arm seine horizontale Position beibehält. Die Momente am ge- 
drehten Arm ändern sich min nach Maassgabe des perpendiculären 
Abstandes von derjenigen Kichtnugslinie der Schwerkraft, welche 
durch den Unterstützungs- und Drehpunkt des Hobels geht. Natür- 
lich sind ursprünglich gleiche Beschwerungen vorausgesetzt. Auf 
den verschiedenen Punkten der Kreisbahn aber, welche von dem 
Endpunkt des gleichsam gedrehten Hebelarms beschrieben wird, 
halien die angebrachten Gewichte nur die nach Maassgabe der 
Abstände reducirten Wirkungen. Da nun die geneigten Positionen 
des Hebelarms nichts weiter leisten, als dass sie die Richtung 
vorschreiben, in welcher die Schwerkraft jedesmal wirksam werden 
kann, so lassen sie sich durch die als fest gedachte Kreisbahn 
selbst ersetzen, und man hat es nunmehr einerseits mit der freien 
verticalen Wirkung und andererseits mit einer schiefen Wirkung 
auf irgend einem Punkte der Kreisbahn zu thun. Beide Wirkungen 
würden durch Vermittlung des Hebels einander das Gleichgewicht 
halten, sobald die Bedingungen nach Maassgabe des perpendiculären 
Abstandes erfüllt wären, d. h. sobald das schief wirkende Gewicht 
im Verhaltniss seines geringeren Abstandes grösser genommen wäre. 
Nun ist aber die Vermittlung des Hebels gleichgültig, wenn mau 
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nur Alles bestehen läset, was er leistet, um die Eichtling und 
gegenseitige Einwirkung der Kräfte vorzuschreiben. Diese Leistung 
bleibt aber in äquivalenter Weise bestehen, wenn mau ganz von 
dein Hebel absieht und sich einen Punkt auf der festen Kreis- 
bahn mit jenem Punkt in Verbindung denkt, der unter der 
ursprünglichen Voraussetzung den Endpunkt des festen Hebelarms 
bildete, jetzt aber als längs einer verticalen Ebene in der Eichtling 
der Schwerkraft, niedergezogen gedacht wird. Die Tangente in 
irgend einem bestimmten Punkte der festen Kreisbahn repräsentirt 
alsdann die schiefe Ebene und zwar ganz exact, insofern bei der 
Bestimmung des Gleichgewichts nur ein einziger Punkt in Präge 
kommt. Die schiefe Ebene bildet nämlich für einen solchen 
strengen Punkt das genaue Aequivalent der Wirkung der festen 
Kreisbahn. Diese Kreisbahn schrieb eben nur die feste Wirkungs- 
richtung für den jedesmal in Frage kommenden Punkt vor. Das 
Weitere ist nun reine Sache der Geometrie, indem sich durch ein 
Paar Ueberlegungen sofort der Satz ergiebt, dass sich die Wirkung 
der verticalen Kraft längs der schiefen Ebene im Verhältniss der 
Länge zur Höhe reducirt. 

Dies ist der Gang des Galileischen Beweises, und man kann 
nicht verkennen, dass er für seinen Gegenstand zu complicirt sei. 
Die feste Kreisbahn ist offenbar nicht das Einfache, wovon man 
erst zur schiefen Ebene überzugehen hätte, sondern umgekehrt 
eignet sich die schiefe Ebene weit eher zum Ausgangspunkt für 
die Erörterung des Gleichgewichts und der Bewegung auf krummen 
Oberflächen oder krummlinigen Bahnen. Uebrigeus Hesse sich 
aber im Galileischen Beweise die Einschaltung der festen Kreisbahn 
ganz wohl entbehren und sofort an jedem fraglichen Punkt eine 
schiefe Ebene einführt* n. Ein solches Verfahren würde aber de" 
Hauptübelstand doch niemals beseitigen können. Dieser entscheidende 
Mangel besteht nicht nur, wie schon angedeutet, darin, dass die 
Reduction der Wirkung nach einer bestimmten Eichtling ursprünglich 
postulirt wurde, sondern noch weit mehr in dem Umstände, dass, 
streng genommen, das ganze Gesetz des Gleichgewichts auf de 
schiefen Ebene wesentlich nichts weiter als die Regel jener 
Wirkungsreduction für eine vorgeschriebene Richtung enthält. Der 
Satz von der schiefen Ebene ist seinem erhebliehen Inhalt nach 
nichts als jenes Postulat selbst, und der Beweis ist mithin eine 
reine Täuschung, insofern er wesentlich nichts mehr producirt, als 
die hauptsächlichste Voraussetzung, auf die er sich stützt. 
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31. Aus den vorangehenden Artikeln hat sich das Verhältnis^ 
ergeben, in welchem Galileis Dynamik zu seiner Statik stand. 
Es hat sich gezeigt, dass die. Theorie der Bewegung auf der 
schiefen Ebene auf die Statik zurückführte und in dieser Be- 
ziehung mit Schwierigkeiten zu kämpfen hätte. Es ist ferner 
deutlieh geworden, dass der erst spät und auf einem Umwege ge- 
botene Mangel des vollständigen Beweises der dynamischen Theorie 
ein ungelöstes Gegenstück in der Statik hatte. Auch ist hiemit 
zugleich sichtbar geworden, welchen Äutbeil die exaetc Begründung 
der statischen Verhältnisse für diejenigen Aufgaben der Dynamik 
in Anspruch nehmen könne, in denen es sich nicht, mehr um völlig 
freie. Bewegungen und deren freie Oombinationen bandelt. Galileis 
grösste Leistung liegt auf dem Fehle der freien Bewegungen, und 
die völlig systematische Oonibination derselben mit den in Gestalt 
beliebiger fester Schranken vorgeschriebenen Bedingungen gehört 
erst einer späteren Zeit an. Ja diese letztere Aufgabe ist noch 
heute, wenn auch materiell gelöst, so doch formell, d. b. in Rück- 
sicht auf das Zutreffende der Vorstellungsart der Kräfteeombinationen, 
noch nicht vollständig abgetban, wie wir dies in der Kritik der späteren 
Methoden und namentlich in derjenigen der seit Varignon gewöhn- 
lichen Autfassung derKiät'iezLisammensetzung nachweisen werden. An 
dieser Stelle haben wir jedoch, nach Erledigung der erörterten 
Berührungspunkte mit der Statik, jetzt zur Dynamik und zu dem 
Zusammenhang ihrer Hauptergebnisse und Methoden zurückzukehren. 

Um jedoch für die späteren Betrachtungen gleich hier den 
Grund zu legen, knüpfen wir an die bisher erörterte]] Berührungs- 
punkte der Statik und Dynamik noch eine allgemeine Bemerkung, 
deren Tragweite bis in die gegenwärtige Verfassung der mechanischen 
Lehren hineinreicht und geeignet ist, eine freiere Anschauung von 
dem gegenseitigen Verhalten der Kräfte herbeizuführen. 

Ueberall, wo der Action eine Reaction entspricht oder, mit 
andern Worten, wo nicht der Begriff einer einzelnen freien Kraft, 
sondern das Zusammenwirken von mindestens zwei Kräften in 
Frage kommt, die in ihrem Sinne nicht vollständig übereinstimmen 
und sich daher nicht einlach addiren, — da wird auch neben dem 
Bewegungsresultat oder neben der nach aussen verfügbaren, gleich- 
sam freien statischen Combinatioaswirkung noch ein anderer, so 
zu sagen innerer Vorgang bestehen, vermöge dessen sich die beiden 
Kräfte zu einem Tbeil ins Gleichgewicht setzen. Auf diese Weise 
können Kräfte gar nicht in gegenseitige Beziehung und Wechsel- 

1» üli ring, Oe.McUiclitt) der Mechanik. 4 
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Wirkung treten, ohne sich mindestens zu gewissen Theilen in das 
\ ■•: h;ii:iii-- des Gleichgewicnts m setzen. Abgesehen von zwei 
äussersten Füllen, die in der stetigen Reihe der verschiedenen Be- 
ziehungen als zwei gleichsam punktuell vereinzelte Gestaltungen 
dastehen, wird jedeä Zusammen von Kräften in seinem Ergebniss 
aus einem Bewegungsresultat und ans einein statischen Aufhebungs- 
resnltat gemischt sein. Dies zeigt bei näberer Betrachtimg auch 
die fundamentale Combinationsform des Kräfteparallelogramms. 
Hier sind die aus den Ecken auf die Diagonale gefällten gleichen 
und entgegengesetzten Lothe die Repräsentanten der gegenseitig an 
den beiden Seileukräften aufgehobenen und, im strengen Sinne des 
Worts, im Gleichgewicht befindlichen Theilwirkungen, Recht deut- 
lich wird diese gegenseitige Aufhebung in dem vereinzelten Fall, 
in welchem die Kräfte gleich und dem Sinne nach völlig entgegen- 
gesetzt sind, oder wenn man die Abnahme des freien Bewegungs- 
effects erwägt, wie sie für gleiche Kräfte bei der Anuährung ihres 
Winkels an zwei Rechte, in unbeschränkter Convergenz gegen 
Null eintritt. In diesem äussersten Fall heben die Kräfte sich 
nicht blos zum Theil sondern ganz auf, und diese Thatsache ist 
ja auch der Charakter desjenigen beharrlichen Verhältnisses, welches 
wir kurzweg als Gleichgewicht bezeichnen, und bei welchem wir 
keinen Rest eines freien Bewegungsetfects voraussetzen, welcher 
von den in Betracht gezogenen Kräften selbst herrührte. Jede 
Bewegung eines solchen im Gleichgewicht befindlichen Kräfte- 
systems wird vielmehr als von äussern Kräften herstammend vor- 
gestellt. Der andere extreme Ausnahmefall ist derjenige, in welchem 
sich freie Kräfte, die völlig in demselben Sinne wirken, einfach 
addiren. Hier ist lauter BewTguugseffect und gar kein Auf hebungs- 
eff'ect vorhanden; aber es besteht auch, was wohl zu beachten ist, 
gar keine Wechselwirkung. Der Winkel, den die Kräfte sonst 
bilden, ist Null, d. h, nicht vorhanden, und hiemit ist auch die 
gegenseitige Beziehung aufgehoben. Doch wie man diese Ver- 
hältnisse auch vorstellen möge, der Satz von der Mischung der 
L5ew-egung und des Gleichgewichts bleibt derartig die allgemeine 
Regel, dass man unter dieselbe auch die äussersten Fälle in einem 
gewissen Sinne subsumiren kann, indem mau das eine Mal den 
Bewegungsbestandtheil, das andere Mal den im Gleichgewicht be- 
findlichen Bestandteil gleich Null setzt. Mit dieser logisch genauen 
Anschauungsweise haben wir einen Leitfaden gewonnen, um alle 
künftigen Beziehungen der Statik und Dynamik in ihrem wahre 



Lichte erscheinen m lassen und auf ihre letzten innersten Gründe 
zurückzuführen. Nach dieser Betrachtungsart, die keine willkürliche 
Auffassung, sondern ein notwendiges Ergebuiss des zerlegenden 
Denkens ist, sind alle Wechselwirkungen der Kräfte in erster Linie 
partielle Gleiehgvu ichtsverhältnisse und alle Bewegmigsersolieiiinngen 
kennzeichnen sich ebenfalls der Regel nach als partielle Kräfte- 
bethätigungen auf der Grundlage eines gleichsam gebundenen par- 
tiellen Gleichgewichts. Hieraus erklärt sich denn auch mit einem 
Schlage, wie die Dynamik nur auf der Unterlage der erweiterten 
statischen Erkenntnisse hat fortschreiten können, und wie umgekehrt 
die Hatiptprincipien der Statik auf gewisse Beweguugsvorstellungen, 
uanieiitlich auf die virtuellen oder Idos möglichen Bewegungen 
zurückgeführt werden mnssten, Streng genommen kann man also 
ebensowenig sagen, dass die Dynamik ganz auf die Statik, als um- 
gekehrt, dass die Statik auf die Dynamik als auf die Sphäre ihrer 
ersten Prinoipien hinweise. In Wahrheit bilden beide Seiten der 
Mechanik ein einheitliches System, welches nur darin eine Doppel- 
heit zeigt, dass die Aufhebungseffecte den Bewegungseffecten 
heterogen sind. 

Fernerhin werden wir überall da, w r o die Beziehung der 
Statik zur Dynamik in Frage kommt, auf die eben dargelegte Be- 
merkung zurückverweisen. Was aber speciell die Vorstell ungsart 
Galileis anbetrifft, so steht es nach dem Bisherigen fest, dass der 
Begründer der modernen Dynamik vorwiegend nur die freien 
Klüfte Wirkungen ins Auge gefasst und die Combinationen solcher 
Wirkungen mit Gleichgewichtsbeziehungen fast mir für die schiefe 
Ebene und auch in diesem Fall nur unter grossen Hemmungen zu 
behandeln vermocht hat. 

32. Schon die Theorie des Pendels, in welcher Galilei zwar 
den ersten entscheidenden Schritt, aber vornehmlich nur in empirischer 
Weise that, ist ein Zeugniss dafür, mit welchen Hemmungen die 
Anwendung der für freie Kräftewirkungeu festgestellten dynamischen 
Gesetze auf statisch näher bestimmte Combinationen zu kämpfen 
hatte. In derartigen Fällen häuften sich auch sofort die rein 
mathematischen Hindernisse der Durchführung au sich richtiger 
Gedanken, und wir dürfen uns daher nicht wundern, dass die 
Theorie des Pendels erst unter den Händen von Huyghens ihre 
vollkommenere Gestalt erhielt. Nichtsdestoweniger war auch schon 
der einfache Satz Galileis, dass „die Längen sich umgekehrt wie 
die Quadrate der Anzahlen der in derselben Zeit erfolgenden 
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Schwingungen verhalten" von bahnbrechender Bedeutung. Er 
wird im Zusammenhang der angegebenen Stelle als das Ergebniss 
wiederholter Experimente eingeführt; aber es ist nicht zu vergessen, 
dass Galilei grade durch die gelegentliche Beobachtung der pendu- 
lirendeu Bewegungen herabhängender Leuchter zu seinen dyna- 
mischen Speeulationen angeregt worden sein soll. Auch sein 
In-thum 2 ), demzufolge der Fall durch den Kreisbogen nicht etwa 
blos schneller als derjenige durch die Sehne, sondern, was nur 
bei der Pykloide zutrifft, der schnellste sein soll, zeugt wenigstens 
von dem Versuch., für das Pendel eine, strengere mathematische 
Theorie aufzufinden. Von der allgemeinen Form der Pendel- 
bewegung ist in einer sehr anschaulichen Weise schon in dem 
berühmten astronomischen Dialog die Eede. Bort wird die Gleich- 
heit der Geschwindigkeiten für die correspondirenden Punkte von 
gleicher Erhebung, sowie die höchste Steigerung im tiefsten Punkt, 
ferner die Abnahme der Geschwindigkeit auf Null für den höchsten 
Punkt in den exactesten Ausdrücken beschrieben und noch ausser- 
dem der hochwichtige Satz hervorgehoben a ), dass die im tiefsten 
Punkt erlangte Geschwindigkeit einen Impetus repräsentire, der 
grade zur Erhebung auf diejenige Höbe, von welcher das Pendel 
gefallen war, ausreichend sei. Es wird dann weiter ausgeführt, 
wie ein Körper, der gegen den als schwer gedachten Mittelpunkt 
der Erde fiele und sieb von dort aus gleichsam in einer Durch- 
bohrung frei weiter bewegen könnte, ein unbeschränktes Hin und 
Her von Schwingungen ausführen müsste, indem er durch deu Fall 
grade diejenige Geschwindigkeit erlaugte, welche ihn zum Auf- 
steigen oder vielmehr weiteren Hinausgehen bis au den andern 
Oberflächenpunkt der Erde befähigte. Die allgemeine Grundform 
dieser Vorstellung ist richtig, obwohl Galilei in seiner besondern 
Voraussetzung einen nebensäclüichen Fehler beging, da tTer Fall 
durch einen graden Canal, der durch deu Mittelpunkt der Erde 
führt, nicht so betrachtet werden kann, als wenn die Schwerkraft 
vom Mittelpunkt aus in constanter Weise wirkte, ludessen ist 
die Berichtigung, dass nämlich die Schwerkraft im Innern der 
Erde der einfachen Entfernung vom Mittelpunkt proportional ab- 



') Discorsi c dimostrazioni matcinaticho Bd. XTII der Workc. 1. Tag S. f>9. 

"-) Ibid. 3. Tag S. 217 im Scholium zur 36. Proposition. 

3 ) Dialogo intorno ai duo massimi sistenü etc. Bd. I der angef. Ausg. 
2. Tag S. 250. 
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nimmt, für den Hauptpunkt unerheblich; denn die oscillatorisehe 
Bewegung bleibt nichtsdestoweniger in ihrer allgemeinen Forin be- 
stehen, wenn auch die Geschwindigkeiten in den einzelnen Punkten 
der Bahn sich in ihrer absoluten Grösse verändert finden. 

Aus dem Vorangehenden ersieht mau, dass Galilei jene 
entscheidende dynamische Grundvorstelluug, die noch heute das 
Fundament des mechanischen Denkens bildet, in einer sehr allge- 
meinen Weise aufgefasst hatte, und dass er bereits jenen Principien 
nahe kam, welche später durch die Arbeiten von Huyghens die 
Gestalt von Vorstellungen über die Erhaltung der Kraft annahmen. 
Die Idee, dass die Geschwindigkeit, die ein frei fallender Körper 
erlangt, dieselbe sei, vermöge deren er zu seiner ursprünglichen 
Höhe aufsteigen kann, ist sicherlich zuerst durch Reflexionen über 
das Pendel entstanden. Grade sie ist es aber, die zum maass- 
gebendeu Typus für die Vorstellungen von der Erhaltung der 
Kraft wurde. Denn in der That hat Huyghens, wie wir später 
sehen werden, nichts weiter gethan, als jene Idee von einem einzelnen 
fallenden und aufsteigenden Körper auf den Schwerpunkt eines 
Systems von Körpern übertragen. 

33. Der Grund, aus welchem die Pendeltheorie erst später 
eine vollkommenere Gestalt gewann, ist schon für das einfache 
Pendel sicherlich die Schwierigkeit der genaueren mathematischen 
Behandlung gewesen. Noch heute bedürfen wir der Approximationen, 
um dieses scheinbar so einfache Problem durch wirkliehe Rechnung 
zu benieisteru und die Schwingungsweite zu bestimmen, innerhalb 
deren das oben angegebene einfache Galileisehe Verhältnis» zwischen 
den Längen und den umgekehrt correspondirendeu Quadraten der 
Schvvingungszahlen ohne erfahruugsmässig merklichen Fehler zu- 
treffen muss. Jener Umstand kann uns nun einen Fingerzeig 
geben, wo wir die mathematischen Grenzen der Galileisehen Dynamik 
zu suchen haben. Er kann uns aber auch andererseits bemerklich 
machen, mit welchen einfachen geometrischen Mitteln die am 
meisten fundamentalen Vorstellungen der Dynamik ursprünglich 
durchgeführt und angewendet wurden. Wo wir heute sofort von 
Integralen roden, bediente sich Galilei sehr einfacher geometrischer 
Constructionen oder ganz elementarer arithmetischer Vorstellungen. 
Dennoch leistete er für die Hauptsache genau dasselbe, was später 
in einer weniger elementaren Form einen oft weit weniger deut- 
lichen Ausdruck fand. Da nun überdies jene ersten mathematischen 
Grundvorstelluugen von der stetigen Siuumation der Kraftth eilchen 
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nebst den zugehörigen einfachsten Resultaten den Typus für alles 
Weitere bilden, so müssen wir uns bei ihnen einen Augenblick 
aufhalten. Hiebei werden wir ausserdem noch den Vortheil haben, 
den Antheil des rein Mathematischen an der Hervorbringung 
mechanischer Einsichten von vornherein mit leichterer Mühe be- 
stimmen zu können, als wenn wir diese principielle Unterscheidung 
erst bei den mehr verwickelten Aufgaben wollten eintreten lassen. 

Schon im Dialog über die Weltsysteme und nicht erst in 
der rein mechanischen Hauptschrift der Discorsi findet sich die 
mathematische Begründung der Fallgesetze. Für die Darstellung 
des vom Anfang der Bewegung an durchlaufenen Gosammtfallraums 
ist die Darstellung der Wirkungen der in jedem Punkt vorhanden 
gewesenen und nach Maassgabe des Zeil Verlaufs erzeugten Ge- 
schwindigkeiten von entscheidender Bedeutung. Diese Darstellung 
wird nun L ) in der strengsten Weise dadurch möglich gemacht, 
dass die Zeiten durch die wachsenden Theile einer Linie und die 
den Zeitpunkten entsprechenden Geschwindigkeiten durch eine un- 
begrenzte Anzahl senkrechter Linien repn'isentirt werden. Auf 
diese Weise ergiebt sich ein Dreieck, welches durch seine Fläche 
die Summe aller Geschwindigkeiten ausdrückt. Durch Ergänzung 
zum Parallelogramm wird von Galilei sofort der Satz gewonnen, 
dass die Bewegung mit der zuletzt erlangten Geschwindigkeit in 
derselben Zeit den doppelten Raum ergeben haben würde. Dieser 
heute ganz triviale Satz beruht auf der Uebeiiegnng, dass jede 
Geschwindigkeitswirkung einen elementaren, durch die entsprechende 
Linie repräsentirten Raum ergiebt, indem des Beharrnngsgesetzes 
wegen jede ursprüngliche Geschwindigkeit durch die ganze Zeit- 
dauer hindurch fortwirkt. Es ist sehr leicht, das weitere Gesetz, 
dass die Fallräume wie die Quadrate der Zeiten wachsen, hieraus 
abzuleiten 2 ), denn sie wachsen, wie ja auch die geometrische Vor- 
stellungsart zeigt, im zusammengesetzten Verhältniss der Zeiten 
und der Geschwindigkeiten. Da aber die Geschwindigkeiten selbst 
wie die Zeiten zunehmen, so ist dies Verhältniss eben kein anderes 
als das quadratische in Beziehung auf die Zeit. 

Was man sonst noch unter dem Namen der Fallgesetze au 
verschiedenen Beziehungen in Frage bringt, ist nichts als der 
Inbegriff rein mathematischer Consequenzen jener ersten Grund- 



*) Dialogo, ibid. S. 252. 
a ) Discorsi, 3. Tag, S. 169. 



Vorstellung. Die Summation der stetigen Wirkungen einer mil der 
Zeit zunehmenden Geschwindigkeit. — das ist der Angelpunkt der 
ganzen Aufgabe, und seine Erledigung ist, abgesehen von absoluten 
Grössenbestimmungen, die vollständige Auflösung des Grundproblems 
der Dynamik und des wesentlichen Gehalts in der Theorie der 
Fallgesetze. Was hat aber, so weit es sich um mathematische 
Operationen handelt, zu jener Lösung geführt? Offenbar nichts 
Anderes, als die geometrische Veranschauliehttug des Hergangs, 
durch welchen eine Grösse nicht blos nach Mäassgabe einfacher 
Hinzufügungen, sondern im zusammengesetzten Verhältnis^ zunimmt. 
Bringen wir diese Art der Zunahme, auf einen analytischen Aus- 
druck, so erhalten wir das halbe Quadrat der veränderlichen ein- 
fachen Grösse als Summe der verschiedenen Hinzufügungen, die 
vom Nullwerth an bis zu irgend einem beliebigen Werth gerechnet 
werden. Mit andern Worten ist dies das Integral zu dem Product 
aus der Geschwindigkeit und dein Element der Zeit. Hiebei darf 
uns der Umstand nicht stören, dass in der geometrischen Vor- 
stellungsart Galileis sofort das Product der Zeit mit der Ge- 
schwindigkeit eingeführt wird und beide Grössen als um ihre 
bezüglichen Elemente wachsend vorgestellt werden. Wir werden 
in der späteren Entwicklung der Mechanik noch mehrfach an 
dieses letztere Product erinnert werden; jedoch ist es, sobald es 
sich um die blosse Proportionalität zur Zeit oder zur Geschwindig- 
keit handelt, jenen andern Producten völlig äquivalent, in denen 
das Quadrat der Zeit oder das der Geschwindigkeit figurirt. Man 
kann daher mit dem entschiedensten Recht sagen, dass Galilei in 
seinem Dreieck der Fallräume sofort ein, wenn auch sehr einfaches 
Integral der Geschwindigkeiten oder, genauer gesagt, der Ge- 
schwindigkeit s Wirkungen zur Darstellung gebracht habe. 

Sehen wir ebenso von der modernen Form des analytischen 
Ausdrucks wie von der geometrischen Vorstellungsart ab und 
lassen wir den für beide Gestaltungen »massgebenden Gedankeu- 
gehalt hervortreten, so gelangen wir zu eiuer Stufe der Abstraction, 
die uns künftig für das Verständniss der priucipiellen Fragen, 
besonders aber für die Betrachtung der Kräfte Wirkung im Sloss 
von grossem Nutzen sein kann. Das Problem der Bestimmung 
des Fallraums reducirt sich, sobald der dynamische Gedanke von 
der stetigen und der Zeit proportionalen Erzeugung der Ge- 
schwindigkeiten einmal gefasst ist, auf die ganz abstracte Frage, 
was aus einer Grösse werde, die derartig wächst, dass die zu- 
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wachsenden Elemente stets sofort der Grund eines neuen Wachsens 
werden. In dem hier erheblichen Fall fiudet erstens ein einfaches 
Wachsen der Räume durch die bereits bestehenden Geschwindig- 
keiten statt, und ausserdem liefert jedes neu hinzugetretene 
Element für alle weitere Zeit seinen Beitrag zur Vergrössemng. 
Auch kann man für die Sache noch einen andern sehr einfachen 
Ausdruck finden, indem man sag! . dass sich die Grössen der 
Räume erzeugen, indem die Geschwindigkeiten beharrlich mit dem 
Verlauf der Zeit die Räume gleiebsam hervorbringen, selbst aber 
erst nach Maassgabe der Zeit entstehen und zur Wirksamkeit gelangen. 

Wie man aber auch für diese erste Gruudvorstellung die 
Reehensehaftsablegung gestalten möge, man wird stets, wenn man 
den ferneren Thatsacheu der geschichtlichen Entwicklung gerecht 
werden will, grosses Gewicht darauf legen müssen, dass die Vor- 
stellung der stetigen Summation der zunehmenden Geschwindig- 
keiten diejenige Anschauungsweise sei, durch welche sich die 
späteren Ideen über die Wirkung der Kräfte am natürlichsten 
begründen lassen. Wir haben früher gesehen, dass für Galilei die 
Geschwindigkeit oder das Moment der eigentliche Repräsentant 
der Kraft ist. Nim darf aber . schon im Hinblick auf die Fall- 
räume die Geschwindigkeit nicht mit einer Geschwindigkeitswirkung 
verwechselt werden. Die Geschwindigkeitswirkung wird entweder 
zeitlich unbeschränkt oder in Beziehung auf eine bestimmte, wenn 
auch noch so kleine oder unbeschränkt kleine Dauer gedacht. In 
dem einen wie in dem andern Fall gehört zur näheren Be- 
stimmung einer solchen Wirkung die Angabe der Zeit, während 
welcher man dieselbe vollzogen denkt. Mau niuss also die Ge- 
schwindigkeit als wirksam denken, und ihr nicht etwa blos die 
Bedeutung eines augenblicklichen, gleichsam punktuellen Verhält- 
nisses beilegen, wenn man den Sinn der Grössen verstehen will, 
die den Quadraten oder vielmehr halben Quadraten der Ge- 
schwindigkeiten entsprechen. Die Geschwindigkeiten selbst summiren 
sich nur einfach, während sieh ihre Wirkungen aus dem zu- 
sammensetzen, was vermöge des Trägheitsgesetzes und des jedesmal 
neu hinzukommenden Elements erfolgt. 

34 In der vollendetsten Gestalt finden sich die zwei Grund- 
gesetze des freien Falles in den Diseorsi ] ) dargestellt. Dort 
wird der Satz von der quadratischen Zunahme der Fallräume auf 
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demjenigen zinüokgeführt, welcher den Fallraum durch eine gleich- 
förmige Bewegung mit der halben Endgeschwindigkeit entstehen lässt. 
Die Endgeschwindigkeiten selbst verhalten sich mm wie die Zeiten: die 
den halben Endgeschwindigkeiten jedesmal entsprochenden Räume 
verhalten sieh aber ebenfalls wie die Zeiten, während deren diese 
gleichförmigen Geschwindigkeiten als wirksam fingirt werden. Es 
ist mithin das Verhältniss der Zeiten in doppelter Beziehung oder 
zweimal maassgebeud, d. h. mit andern Worten, die Räume 
wachsen nach dem Quadrat der Zeit. Von Galilei wird im Ver- 
lauf der angeführten Stelle noch ausdrücklich hinzugefügt, dass 
man auch die Quadrate der Geschwindigkeiten anstatt der Zeiten 
als Maass des Wachsens der Fallräume wählen könne. Auch an 
einer andern Stelle 1 ) heisst es wörtlich: „die durchlaufenen Räume 
stehen im quadratischen Verhältniss der Zeiten und folglich der 
Geschwindigkeitsgrado (e conseguentemente de' gradi di velocitä)." 
Derartige, gelegentlich wiederholte Aussprüche sind für den Anfang 
jener Vorstellungsart wichtig, in welcher das Quadrat der Ge- 
schwindigkeit als Maass der Kräftewirkung eine Rolle zu spielen 
beginnt. Man wird sich bezüglich der späteren Entstehung dieser 
Anschauungswei^i' jedoch stets zu erinnern haben, dass bei 
Galilei das maassgebende Product ursprünglich immer das der 
Zeit und der lialben Geschwindigkeit gewesen war, in welchem 
dann entweder an Stelle der Geschwindigkeit die ihr proportionale 
Zeit oder an Stelle der Zeit die ihr proportionale Geschwindigkeit 
substituirt werden keimte, ohne das Verhältniss selbst zu ändern. 

Die weitere Ausführung der dynamischen Principien durch 
Galilei bietet, abgesehen von dem, was wir bereits in Rücksicht 
auf die schiefe Ebene und auf die Bewegungszusanuneiisetzung in 
der Wurflinie erwähnt haben, kein besonderes, d. h. für die Ge- 
staltung der mechanischen Grundsätze erhebliches Interesse. Jedoch 
muss noch der Satz hervorgehoben werden, dass sieh die Fallzeit 
auf der schiefen Ebene zu derjenigen in der Verticalen wie die 
Länge der schiefen Ebene zu ihrer Höhe verhalte 2 ) — ein Satz, 
dessen Beweis noch durch das Axiom von den gleichen Niveau- 
geschwindigkeiten geführt werden miisste. Die Geschwindigkeiten 
sind nach dieser unbewiesenen Voraussetzung jedesmal in den 
zwei Punkten gleich, welche auf derselben Horizontalliine liegen. 



*) Ibid. S. 177. 
*) Ibid. S. 179. 
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Sie entsprechen einander überall Punkt für Punkt, so dass für 
die verticalo wie für die schiefe Bahn dieselben Geschwiudigkeits- 
grade aufeinanderfolgen. Da nun aber die Räume ungeachtet der 
gleichen Geschwindigkeiten verschieden sind, so müssen in dem- 
selben Verliältuiss die Zeiten verschieden sein, in denen diese 
Bäume durchmessen wurden. Dieser Schluss Galileis ist insofern 
merkwürdig, als er deutlich macht, wie die längere Wirksamkeit 
der mimlichen Geschwindigkeiten auf der schiefen Ebene eine ganz 
andere Form des Fallens hervorbringt. 

Die Beschreibung der Versuche auf der schiefen Ebene 3 ), 
durch deren Anstellung erst der vollständige Erfahrungsbeweis für 
die Form und die Verhältnisse der Fallbewegung geführt werden 
konnte, isl sicherlich das wichtigste Bestaadst&eik der Theorie, 
soweit dieselbe auf Thatsachen und nicht blos auf Speculationen 
über die mögliche Gestaltung einer gleichförmig beschleunigten 
Bewegung beruht. Die verschieden geneigten Lagen der Ver- 
suchsrinne, die glatte Auslegung der letztern und die Messung 
der Zeit durch eine Wasservorrichtung sind Umstände, die fin- 
den Experimentator jener Zeit, der die Galileischeu Versuche etwa 
coutrolireu wollte, grosse Bedeutung haben mussten, gegenwärtig 
aber nur erwähnt zu werden brauchen, zumal wo es sich nur um 
die Erörterung der Principien handelt. 

Die verschiedenen Sätze vom Fall auf der schiefen Ebene 
sind nichts als geometrische Anwendungen und Verallgemeinerungen 
des oben angeführten Fundamcntalprincips, welches selbst wiederum 
das Ergebniss der Combination der Vorstellung vom statischen 
Verhältniss und der allgemeinen Theorie der gleichförmig be- 
schleunigten Bewegung ist. Grade der Beweis, zu welchem 
Galilei erst ganz zuletzt gelangte, ist, wie wir in Nr. 29 gesehen 
haben, ein Zeugniss dafür, dass die Berufung auf das Gleichge- 
wichtsvcrhältniss au der schiefen Ebene und die Einführung 
desselben in die Dynamik nicht zu umgehen war. Das vorher 
erwähnte, als Axiom gebrauchte Gesetz von den gleichen Niveau- 
geschwindigkeiten erscheint in der neuen Fassung ja grade als 
Consequenz jener statischen Reduotion der Schwerkraft. 

Was die Wurfbewegiing anbetrifft, die im vierten Tage der 
Discorsi abgehandelt ist, so beruht ihre Theorie auf dem Zu- 



*) Ibid. S. 172. 
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sammensetzungsprineip der Bewegungen und der Momente oder 
Kräfte, welches von uns in Nr. 28 im Sinne Galileis dargestellt 
wurde. Gleich der erste Satz 1 ) spricht aus, dass sich ein Körper, 
der eine horizontale gleichförmige Bewegung erhalten habe und 
dabei der Schwere ohne Hindernisse unterworfen sei, in einer 
Halbparabel bewege. Unter Voraussetzimg des Trägheitsprineips 
und der für die sieh rechtwinklig schneidenden Bewegungsantriebe 
festgestellten Zusammeusetzungsregel ist alles Uebrige blosse 
Sache der geometrischen Charakteristik der Bahnlinie und hängt 
nicht weiter von specirisch mechanischen Ueberlegungen ab. 

Die Theorie der Wurfbewegung' ist der erste Fall, in welchem 
die einfachen dynamischen Gesetze nicht, wie auf der schiefen 
Ebene, mit statischen Grundsätzen, sondern wiederum mit Be- 
wegungsgesetzen in Verbindung treten. Diese Unterscheidung ist 
für die weitere geschichtliche Entwicklung nicht unwichtig. Die 
eine Reihe der Fortschritte, als deren Hauptträger zunächst 
Huyghens in Frage kommt, betrifft die Combinationcn der statischen 
Verhältnisse mit den rein dynamischen Gesetzen. Das Haupt- 
problem ist in dieser Richtung die Theorie des zusammenge- 
setzten Pendels. Eine zweite Reihe von Fortschritten bezieht sich 
auf die freie Bewegung der Körper und findet ihre Ausbildung 
auf Veranlassung der erfahrungsmässigen kosmischen Vorgänge. 
Sie wird wesentlich durch Newton vollzogen, der jene von Galilei 
behandelte Art der Combination mit einer Trägheitsbewegung ver- 
allgemeinerte und so eine universelle Theorie der krummlinigen 
Bewegungen und der sie erzeugenden Kräfte aufstellte. Es ist 
jedocli bemerkenswert]], dass die neuen Wendungen sieh von denen 
Galileis weit weniger entfernen, als der Schritt, den der Begründer 
der Dynamik seihst gethan hatte, und der ihn in beiden Richtungen 
über die einfache Betrachtung des freien Falles bereits hinausge- 
führt luiite. Der Fall auf der schiefen Kbene und die parabolische 
Wurfbewegung sind mithin als zwei typische Verzweigungen des 
ursprünglichen Stammes der Dynamik zu betrachten. Wir werden 
daher bei der Verfolgung der weiteren Entwicklung der Theorien 
unser Augenmerk zunächst auf den Zustand der statischen Prin- 
eipien zu richten haben, wie er theils durch Galilei selbst, theils 
durch dessen ältere oder jüngere Zeitgenossen repräsentirt wurde. 
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Viertes Capitel, 

Die statischen Principien im Zeitalter Galileis. 

35. Üm die moderne Entwicklung der schon durch die 
Alten und namentlich durch Archimedes begründeten Statik in 
ihren principiellen Ansätzen zu verstehen, müssen wir mit einem 
älteren Zeitgenossen des Schöpfers der Dynamik, mit Simon Steviu 
(gest. 1033) beginnen. Wir würden diesen Niederländischen 
Mathematiker und Techniker sogar einen Vorgänger Galileis nennen 
können, wenn nicht die damalige, verhältnissmässige Isolirtheit 
der Forschungen es durchaus verböte, Erscheinungen und Theorien 
mit einander in Beziehimg zu setzen, die offenbar ohne gegenseitige 
Berührung entstanden sind und auf diese Weise auch eine Zeit 
lang fortbestanden haben. 

Ausser Stevinus, der, abgesehen von Galilei, zu allererst die 
statischen Fortschritte des fragliehen Zeitalters repräsentirt, wird 
als jüngerer Zeitgenosse des Begründers der Dynamik in ver- 
schiedenen Kichtungen der Erlinder der analytischen Geometrie, 
Cartesius (1596 — 1650) in Frage kommen. Obwohl nun der 
Französische Philosoph in positiver Hinsicht für die Mechanik bei 
Weitem nicht so wichtig ist, als sein gegnerischer Zeit- und Lauds- 
genosse Boberval (1602 — 75), so hat er doch in Bücksicht auf 
die metaphysische Seite der principiellen Vorstellungen eine be- 
sondere Aufmerksamkeit in Anspruch zu nehmen und wird daher 
noch in einem andern Capitel eine speeifisch philosophische 
Würdigung linden müssen. Auch den grossen Mathematiker 
Format werden wir gelegentlich schon hier einzuführen haben, 
wenngleich es sich bei ihm nur um einzelne Bemerkungen und 
Wendungen von mechanischer Bedeutung handelt. Obwohl Format 
noch als jüngerer Zeitgenosse Galileis betrachtet werden kann und 
seine Thätigkeit nicht weit über die erste Hälfte des 17. Jahr- 
hunderts (1608 — 65) hinausreicht, so wird sein Hauptgedanke doch 
erst nach beinahe einem Jahrhundert unter dem Namen des 
Princips der geringsten Wirkung für die Mechanik von allgemeinerem 
Interesse. Auch Pascal (1623—62) wird berücksichtigt werden 
müssen, wo es sich um die Principien der Statik der Flüssigkeiten 
uud namentlich um die betreffende Anwendung des Princips der 
virtuellen Geschwindigkeiten handelt. 
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se. Stevinus hat in seiner gesammten Behandlungsart einige 
Aehnliehkeit mit den Alten, indem er streng gegliederte Beweise 
giebt, aber die Entstehungsgründe der Beziehungen wenig hervor- 
treten lässt. Die Holländischen Schriften desselben können hier nicht 
citirt werden ; dagegen lässt sich auf eine Französische Uebersetzung 
seiner Werke durch Girard verweisen, die 1634 zu Leyden iu 
einem Foliobande erschien und auch die Statik enthält. Nebenbei 
bemerkt, legte Stevin sehr viel Werth auf die Sprache, und der 
Umstand, dass er in einer lateinisch schreibenden Zeit, gleich 
Oalilei die lebende Volkssprache vorzog, zeugt für die Energie 
seiner Bestrebungen. Auch ist die Zuverlässigkeit, und Eigen- 
thümlichkeit seiner statischen Darstellungen so gross und so ent- 
schieden ausgeprägt, dass man ihm, so weit es sich um die vor 
und neben Galilei ausgebildete Statik handelt, den ersten Platz 
anweisen muss. Hier haben wir es jedoch mit dem zu thun, was 
er in Hinsicht auf die allgemeinen statischen Principien an völlig 
eigentümlichen Zügen bietet. Sehen wir noch von der Hydro- 
statik ab, so ist die Wendung, durch welche Stevin zur Einsicht 
in das Gleichgewicht an der schiefen Ebene gelangte, noch heute 
von mehr als Mos historischem Interesse. 

Er betrachtet : ) ein in seiner horizontalen Basis unterstütztes, 
mit seiner Ebene vertical aufrechtstehendes Dreieck, über welches 
er sich längs der beiden Seiten und über dieselben überhängend 
eine geschlossene Kette von kugelförmigen Gewichten angebracht, 
denkt. In dem besondern Arrangement der Stevinsohen Figur 
und Voraussetzung befinden sich auf der einen Seite 4, auf der 
andern Seite 2 Kugeln, und 8 hängen frei unterhalb der Basis 
des Dreiecks. Dieser letztere untere Theil der Kugel Verbindung 
oder Kette muss für sich allein im Gleichgewicht sein, da sich die 
Kugeln frei gegen einander in einer bestimmten Lage formiren 
können, ganz als wenn die Kette an den beiden Enden der Grund- 
linie des Dreiecks ohne Rücksicht auf ihre oberen Theile befestigt 
wäre. Sind nun die Kugeln gleich vertheilt, so dass bei jeder 
Verschiebung auf den beiden Seiten des Dreiecks die dem Längen- 
verhältniss der Seiten entsprechenden Anzahlen von Kugeln zu 
liegen kommen müssen, so kann eine Drehung der Kette gar keine 
Veränderung in dem gegenseitigen Arrangement hervorbringen. 



') Simon Stevin, Oeuvres mathematiquos, übersetzt von Girard, Leyden 
1634, Abtheilung Statik, S. 448, Theorem XI. 



Auf jeder Seite des Dreiecks wird stets eine der Lauge dieser 
Seite proportionale Anzahl von Gewichten belegen bleiben, und nur 
die einzelnen Kugeln werden nicht individuell bei jeder Lage die- 
selben sein können. Der untere frei hängende Theil wird eben- 
falls dieselbe Anzahl von Kugeln beibehalten. Nimmt man also 
an, die den beiden Seiten entsprechenden und auf denselben liegen- 
den Kugelgruppen wären nicht im Gleichgewicht, so beisst dies 
soviel, dass nach der Seite des Uebergewichts die Kette in Be- 
wegung gerathen niuss. Da nun aber, wie erläutert, alle Verhüll - 
nisse bei der Yerscbiebung und Drehung sich gleich bleiben, so 
würde derselbe Li rund der Bewegung immer bestehen bleiben und 
es „ würde diese Bewegung kein Ende haben, was absurd ist" 
(ce inouvement n'aurait aueuue fin, oe qjftj est absurde). Es iimss 
daher die Voraussetzung falsch und mitbin ihr Gegentheil, d. b. 
das Bestehen des Gleichgewichts /wischen den nach Verhüll uiss 
der Längen beschwerten Seiten richtig sein. 

Wie man sieht, ist die Wendung höchst charakteristisch und 
zeugt von Erfindungskraft. Indessen hat sie für uns gegenwärtig 
auch noch den Vortheil, an eine vielleicht zu verallgemeinernde iudirecte 
Beweismethode zu erinnern, die sich auf die Unmöglichkeit der 
perpetnirliehen Bewegung gründet. Eine solche [Iiimöglichkeit 
ist bei Stevin ein ursprüngliches Princip oder Axiom und hat grade 
in dieser Eigenschaft auch für die Aufgabe dieser Schrift ein er- 
hebliches Interesse. Doch wird es erst dann Zeit seiti, auf dieses 
Princip zurückzukommen, wenn wir die allerneusteu Vorstellungen 
über die Erschöpfung jeder Kraft in ihrer Wirkung und über die 
hiedurch bewerkstelligte Erhaltung derselben Kraft grosse zu unter- 
suchen haben. 

Drei Kräfte au einem Punkt sind im Gleichgewicht, wenn 
sie uach Richtung, Sinn, Ordnung und Grösse den drei Seiten 
eines Dreiecks entsprechen. Dieser Satz ist nichts weiter, als eine 
andere Form oder Anschauungsweise der Idee, welche man ge- 
wöhnlich durch das Parallelogramm der Kräfte darstellt; denn 
eines der Dreiecke, in welche das Parallelogramm durch die resul- 
tirende Bewegungsdiagonale getheilt wird, ist stets ein solches 
Kepräsentationsdreieck der drei Kräfte, welche sich im Gleich- 
gewicht befinden, sobald man die Bewegungsresultante im ent- 
gegengesetzten Sinne nimmt. 

Der eben ausgesprochene Satz findet sich bei Stevin nicht 
in völliger Allgemeinheit, aber wohl eine Annäherung au denselben, 
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indem der Fall ins Auge gefasst wird, wo zwei der Kräfte einen 
rechten Winkel bilden. Derartige Andeutungen sind jedoch keines- 
wegs so erheblich, als man bisweilen angenommen hat. Bis zu 
dem Bewußtsein eines ganz allgemeinen Principe der Kräfte- 
zusammensetzuiig ist von den Arbeiten Stevins, die mau in ihrer 
ersten Form bereits in das Jahr 1 (><>") setzen kann, noch ein sehr 
weiter Schritt* indem dieses Ptfhcip in genügender Aügemeinheii 
uud mit entschiedenen Anwendungen auf die Gleiehgewichtsver- 
hältnisse an den Maschinen erst in zwei Schriften vom Jahre 1087 
vorgeführt wurde. Wir werden daher auf das allgemeine Priucip 
der Zusammensetzung der Kräfte erst wieder einzugehen haben, 
wenn wir die Epoche jeuer beiden Schriften, nämlich der New- 
tonschen „Principieii" und des Varignonschen „Projects einer 
neuen Mechanik 1- behandeln. Hier war nur zu erwälmeu, wie man 
die Stevinschen Vorstellungen bisweilen mit der spätem Theorie 
in Beziehung gesetzt und angenommen habe, dass der angeführte, 
aber nicht hinreichend allgemein ausgeführte Satz die Grundlage 
des späteren Princips der Zusammensetzung der Kräfte geworden sei. 

In der That bedarf es dieser Ansicht nicht, um Stevins 
Elemente der Statik als eine ausgezeichnete Leistung erscheinen 
zu lassen. Die Art, wie der Ingenieur und Mathematiker des 
Prinzen Moritz von Oranien das uralte Problem der schiefen Ebene 
behandelte, an welchem sich das Alterthum vergebens versucht 
hatte, würde schon allein ein hinreichendes Zeuguiss für seinen 
Geist sein und das Gepräge des letzteren unverkennbar machen. 
Indessen werden wir auch noch bei der Erörterung der hydro- 
statischen Principien andere Züge seines statischen Denkens kennen 
lernen. 

37. Vergleichen wir die Art, wie Stevin zu dem Satz von 
dem Gleichgewicht an der schiefen Ebene gelangt, mit dem ent- 
sprechenden Beweise Galileis, so finden wir bei dem letztern 
sowohl den Satz selbst in einer einfachem Gestalt eingeführt, als 
auch den Versuch gemacht, die Wahrheit desselben auf das 
Hebelprineip zurückzuführen. Was zunächst, die Fassung des 
Beweisgegenstandes selbst anbetrifft, so legte sich Stevin, wie wir 
gesehen haben, sofort die Aufgabe vor, das Gleichgewichtsver- 
hältniss an einer Verbindung von zwei schiefen Ebenen zu be- 



stimmen. Nachdem er dies in völliger Allgemeinheit gefunden 
hatte, brauchte er die eine Ebene nur vertical zu machen, um 
das Verhältnis* der Höhe zur Länge als maassgebend zu erkennen. 
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Galilei nimmt dagegen von vornherein seinen Ausgangspunkt von 
der einfacheren Voraussetzung einer einzigen schiefen Ebene und 
sucht sogar, wie wir aus einer Stelle seiner kleinen Schrift Deila 
scienza meccanica 1 ) sehen, diesen Fall noch erst in besondeni 
Gestaltungen zu erfassen. Er findet nämlich den Grund, dass 
Pappus (im 8. Buch seiner Colleetionen) ohne Erfolg versucht 
habe, das Kräfteverhältnis* auf der schiefen Ebene zu bestimmen, 
in dem Cardinalirrtluim des Alexandrinischen Mathematikers, dass 
auf der horizontalen Ebene ein bestimmtes Maass von Kraft zur 
Hervorbringung der Bewegung erforderlich sein müsse. Indem 
er nun selbst jede beliebige, wenn auch noch so kleine Kraft als 
genügend voraussetzt, sobald man nur von den zufälligen Hinder- 
nissen absieht, gewinnt er für die horizontale Ebene den Grenz- 
werth Null und Meiait das eine Extrem der stetigen Reihe von 
Verhältnissen, in denen für die verschiedenen Neigungen die Kraft 
zum Gewicht stehen muss. Die andere Grenze ergiebt sich ihm 
alsdann für die streng vertical gestellte Ebene, in welcher das 
ganze Gewicht ohne jeden Abzug gehoben und mithin die volle 
Wirkung der Schwerkraft überwunden werden muss. Die Ver- 
mehrung in der Wirksamkeit der Schwere ist also von der stetigen 
Zunahme der Erhebung abhängig, oder sie ist, wie wir heute 
sagen würden, eine Function dieser Erhebung, d. h. des be- 
treffenden Winkels und zwar eine solche Function, welche sich 
stetig zwischen den Grenzen Null und Eins bewegt. Drückte sich 
Galilei auch njcht in dieser Weise aus, so zeigt doch die ange- 
führte Stelle, dass er in dieser Art gedacht und in seinen ur- 
sprünglichen Uebei'legungen sowohl das Priucip der Stetigkeit als 
auch die Fingerzeige benutzt habe, welche in der Erwägung der beiden 
äussersten Grenzfälle dargeboten wurden. Der weitere Beweis, den 
er mit Hülfe des Hebelprincips führt, und den wir schon in Nr. 
30 auseinandergesetzt haben, lässt noch die Spuren des ersten 
Ausgangspunkts erkennen. Es entspricht nämlich die successive 
Neigung des Hebelarms und die Herbeiziehung des festen Kreises 
dem Bestreben, die Gesammtheit aller möglichen Neigungen der 
Ebene im Auge zu behalten und übersichtlich zur Anschauung 
zu bringen. 

Wir würden auf die Thatsache, dass Galilei das Problem 
der schiefen Ebene unter Anlehnung an das Stetigkeitspriucip 



Bd. XI. der angef. Ausg. der Werke S. 115. 



behandelt hat, nicht so grosses Gewicht legen, wenn dieser 
Umstand nicht einerseits in einem bemerkenswerthen Contrast zur 
allgemeinen Darstellungsweise Stevins stände und nicht andererseits 
auch historisch als ein sehr früher Belag der Handhabung der 
Stetigkeitsconsequenzen constatirt werden müsste. Stevin führt 
seine Sätze und Beweise in der festen, ja mau könnte sagen 
starren Gestalt vor, welche sich schliesslich als das am meisten 
zwingende Ueberführungsmittel ergeben hat, während Galilei meist 
den Gedaukenprocess selbst zur Darstellung bringt und in stetiger, 
gleichsam geschmeidiger Entwicklung die natnrgemässesten Er- 
kenntmsägrüade in ihrem sieh fast unwillkürlich gestaltenden Zu- 
sammenhang auftreten lässt. Stevius Beweis des Gesetzes der 
schiefen Ebene ist im höchsten Grade original; aber Galileis 
Auseinandersetzung ist ungeachtet der illusorischen Natur ihres 
Hauptpunktes doch weit lehrreicher. Obwohl sie, wie wir früher 
gesehen haben, den entscheidenden Umstand postuürt und daher 
nur scheinbar beweist, so bietet sie doch in ihrer Entwicklung 
mehr Anregung zur Erfassung der Natur des Gegenstandes, als 
die sinnreiche, aber unmotivirt hervortretende Wendung des 
Niederländischen Mathematikers, 

Man muss nun fragen, ob denn Stevin in der That den 
fraglichen Satz strenger bewiesen habe als Galilei. Der erstere 
galt bis in das letzte Jahrhundert als Entdecker des Princips der 
schiefen Ebene, und es wäre für den jüngeren Italiänischen Zeit- 
genossen nicht günstig, wenn derselbe in einem so wesentlichen 
Punkte nicht einmal die Schärfe seines Vorgängers erreicht hätte. 
Ja diese Beziehung müsste noch ein bedenklicheres Aussehen 
erhalten, sobald man sich erinnert, dass es schon einem Leonardo 
da Vinci gelungen war, sogar über die Zeit der Bewegung auf 
der schiefen Ebene Richtiges festzustellen. 

In der That will der Stevinsche Beweis nicht blos als sinn- 
reiches Kunstmittel, sondern auch iu der Schlüssigkeit seiner 
Theile und ganz besonders in der Gestaltung seiner stillschweigenden 
Voraussetzungen untersucht sein. Die Annahme, dass der freie 
Theil der Kette für sich allein im Gleichgewicht sein müsse, ist 
nicht geeignet, als Axiom zu dienen, sondern erfordert selbst noch 
eine Begründung. So richtig sie an sich ist, so leuchtet sie doch 
nicht von selbst ohne Weiteres ein. Man fragt sich unwillkürlich 
nach dem Warum. Wo aber ein solches Bedürfniss des Denkens 
vorhanden ist, sich eine Vorstellung noch erst nach Gründen zu 



zerlegen, da ist dieser Umstand ein untrügliches Zeichen, dass 
man es mit keiner völlig einfachen nnd daher axiomatiseh brauch- 
baren Wahrheit zu thun habe. Ausserdem ist das Stevinsche 
Arrangement zu verwickelt, um als Ideal eines Beweises gelten 
zu können. Namentlich ist die Voraussetzung, dass sich bei der 
Bewegung die Theile der Kette oder Kugelgruppe immer wieder 
in die analoge Position begeben, an die Combinatiou mehrerer, 
nicht grade einfacher Vorstellungen gebunden, die sich noch 
obenein um so weniger leicht vollziehen lassen, als es sich um 
Schlüsse in Rücksicht auf einen mechanisch unmöglichen Sachver- 
balt handelt. Diese indirecte Natur des Beweises, durch welche 
er die Form einer Hinführimg auf das Absurde annimmt, eignet 
sich nur für Fülle, in denen man die mechanischen Unmöglich- 
keiten a priori zu handhaben vermag. Dies ist aber nur ausführ- 
bar, wenn es sich nicht um den eigentlich mechanischen, sondern 
nur um den mathematischen Inhalt der grade fraglichen Be- 
ziehungen handelt. Für das specifisch Mechanische, welches auf 
Erfahrungsprincipien und nicht auf blossen Denk- und Vor- 
stellungsgesetzen beruht, sind daher derartige AVenduugen unzu- 
treffend, indem sie Allerlei voraussetzen, was wohl den Gewohn- 
heiten der Anschauung entsprechen mag, aus diesem Grunde aber 
noch keineswegs zu Hülfe genommen werden darf. 

Hienach ist also sowohl bei Galilei als Steviu kein be- 
friedigender Beweis des Princips der schiefen Ebene anzutreffen, 
sondern wir haben es in beiden Fällen nur mit einem Nachweise 
oder mit einer Art Erläuterung des Gesetzes zu thun. Die Re- 
duction einer Kraft auf eine feste Richtung, d. h. die Bestimmung 
der Wirksamkeit nach dieser vorgeschriebenen Richtung ist, wie 
wir Nr. 28 und 30 erörtert habeu, der Fuudamentalpunkt, dessen 
Erledigung mit dem Beweise des Princips der schiefen Ebene 
gleichbedeutend ist. Dieser Kern der Sache ist nun aber weder 
durch Galilei noch durch die ältere Wendung Stevins dargelegt 
worden. In dem einen Fall kam sogar zu der stillschweigenden 
Postulirung der Hauptsache noch die Verwicklung, welche durch 
die Anlehnung an das Hebelprincip entstehen musste. Wie es 
logisch unhaltbar sei, das Princip der schiefen Ebene auf den 
Hebel zurück führen zu wollen, werden wir jedoch erst vollständig 
einsehen, wenn wir uns mit der Natur und den Schwierigkeiten 
eines völlig stichhaltigen Beweises des Hebelgesetzes vertraut ge- 
macht haben. 



38. Der Satz vom Hebel ist das Fundament der antiken 
Statik und vorherrschend auch der Ausgangspunkt der ersten 
neuem Bestrebungen in dieser Wissenschaft. Der Vorgang des 
Archimedes wurde in dieser Beziehung fast überall maassgebend. 
Auch wo mau nebenher noch andere Stützpunkte einführte, entzog 
man sich dennoch nicht einer völlig selbständigen Behandlung 
des Hebelgesetzes. Das letztere spielte daher seine fundamentale 
Rolle nicht etwa nur, wie sehr natürlich, neben dem Satz von 
der schiefen Ebene, sondern auch neben dem von Galilei in allen 
Richtungen zur Geltung gebrachten Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten. Begreiflicherweise konnten auch die Anfänge 
einer Einsicht in das Zusammensetzungsprincip der Kräfte dem 
selbständigen Charakter des Hebelpriucips keinen Eintrag thun, 
da ja noch bis auf den heutigen Tag das Verhalten paralleler 
Kräfte als eine dem Zusammensetzungsprineip nicht unmittelbar 
unterzuordnende Beziehung stehen geblieben ist. Ja man hat sich 
sogar im Laufe des gegenwärtigen Jahrhunderts, namentlich im 
Anschluss an den Poinsotschen Begriff der Kräftepaare mehr und 
mehr genöthigt gesehen, eine eigenthümliche und in der That 
interessante Doppelheit der Principien vorauszusetzen. Die oft 
gemachte Bemerkung, dass die Fälle, in denen das Hebelgesetz 
die leichteste Auskunft ergiebt, für das Zusammeusetzungsprincip 
grade die schwierigsten sind, hat einen tiefern logischen Grund, 
dessen Darlegung jedoch erst bei der Behandlung der neuem Ge- 
staltungen eines Systems der Mechanik am Orte sein wird. Hier 
beschränken wir uns zunächst auf eine Auseinandersetzung der 
Rolle, welche das Hebelgesetz und dessen Beweise an sich selbst 
als isolirte Ausgangspunkte der Statik gespielt haben. 

Im Allgemeinen lehnte man sich im Eingange der neuem 
Zeit an die Archimedische Ueberlieferuug an und erlaubte sich 
nur, wie namentlich Stevin und Galilei thaten, verhältnissmässig 
sehr wenig abweichende Wendungen, ja eigentlich nur untergeord- 
nete, zur Verauschatüichung dienende Modifikationen. Wir werden 
daher den Gedankengang des Archimedes zunächst genauer dar- 
legen müssen, um uns zu einer Prüfung der modernen Expositions- 
art in den Stand zu setzen. 

Schon Nr. 6 hatten wir anzuführen, dass Archimedes das 
Gleichgewicht des gleicharmigen, mit gleichen Gewichten be- 
schwerten Hebels postulirt. Er tbut dies, indem er an der Spitze 
des ersten Buchs de aequiponderantibus (über das Gleichgewicht 
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der Ebenen) die Fundamentalvoraussetzimg einführt: „Gleich 
schwere Grössen in gleichen Entfernungen wirkend sind im Gleich- 
gewicht," Der vierte Satz ist seiner Form als Lehrsatz ungeachtet 
wesentlich nur eine Umschreibung jener Grundvoraussetzung. Da 
er jedoch den Hauptsatz vom Hebel vorbereitet, so muss er bei 
der Kritik des letzteren beachtet werden. Er lautet: „Wenn zwei 
gleich schwere Grössen nicht einerlei Schwerpunkt haben, so liegt 
der Mittelpunkt der Schwere einer aus diesen beiden zusammen- 
gesetzten Grösse in der Mitte derjenigen graden Linie, welche 
die Schwerpunkte beider Grössen verbindet." Mit diesem Satze 
ergiebt sich zugleich die Bestimmung des Schwerpunkts für eine 
beliebige Anzahl gleich schwerer und auf derselben graden Linie 
in gleichen Abständen geordneter Grössen. Es wird derselbe stets 
in der Mitte der beiden äussersten Gewichte, d. h. in der Mitte 
der ganzen Länge liegen. Diese letztere Vorstellung ist nun 
grade diejenige, von welcher bei dem Beweise des sechsten Satzes, 
der das allgemeine Hebelgesetz formulirt, ein entscheidender Ge- 
brauch gemacht wird. Allerdings sei der Genauigkeit wegen 
bemerkt, dass im sechsten Satz das allgemeine Hebelgesetz nur 
für commensurable Beziehungen der Hebelarme resp. Gewichte 
erwiesen wird, um alsdann vermittelst der Exhaustions Vorstellung 
eine Uebertragung auf den Fall von Incommensurabilitäten zu er- 
11 fahren. Diese rein mathematische Wendling hat jedoch kein 
specifisch mechanisches Interesse, und wir sind heute gewohnt, 
uns kurzweg an Stelle besonderer Manipulationen auf das Stetig- 
keitsprincip oder aber specieller auf die logische ISTothwendigkeit 
zu berufen, dass die Möglichkeit einer unbeschränkten Annäherung 
an eine Grenze auch für diese Grenze selbst die entsprechenden 
Thatsachen und Eigenschaften mit sich bringe, die in Rücksicht 
auf die von ihr unendlich wenig verschiedenen Grössen statthaben. 
Aus diesem Grunde haben wir nicht nöthig, besonders auf den 
Fall einzugehen, in welchem die Hebelarme und mithin auch die 
Gewichte kein gemeinschaftliches Maass haben. 

Erinnern wir uns des Sinnes, in welchem man gewöhnlich 
von einem allgemeinen Hebelgesetz redet. Eine unveränderliche, 
d. h. undehnbare und unbiegsame, starre Linie, die man eine 
mechanisch mathematische nennen könnte, ist in irgend einem 
ihrer Punkte unterstützt oder mit andern Worten in einer recht- 
winkligen Richtung zurückgehalten. In der Ebene, welche die 
Linie mit dieser Richtung bildet, und parallel mit dieser Richtung, 



aber im entgegengesetzten Sinne greifen an zwei beliebigen Punkten 
Kräfte von einer solchen Grösse au, dass sie sich zu einander 
umgekehrt wie ihre Entfernungen vom Unterstützungspuukt ver- 
halten. In diesem Fall ist das System im Gleichgewicht, d. h. 
die beiden Kräfte bringen keine Drehung hervor. Welchen Druck 
oder welche Spannung der Drehpunkt erleide, ist eine Frage für 
sich, die man zwar gewöhnlich als durch das Hebelgesetz mitbe- 
antwortet ansieht, die aber nur dann keine Schwierigkeiten dar- 
bietet, wenn man von vornherein von dem Begriff des Schwer- 
punkts und von den Gesetzen seiner Ermittlung ausgeht. 

In der That geben die Archimedischen Entwicklungen zu 
weit weniger Bedenken Anlass, sobald man erkennt, dass der 
Syrakusische Mathematiker stets Schwere und Schwerpunkte speciell 
vor Augen hat. Erstens nimmt er den Hebel in seiner natür- 
lichen Gestalt, indem er nicht überhaupt Kräfte, sondern die ver- 
ticale Schwere an ihm wirken lässt. Zweitens ist seine Er- 
mittlung der Beziehungen des Unterstützungspunkts nichts weiter 
als eine Herleitung des Schwerpunkts getrennter und auf einer 
horizontalen Linie belegener Gewichte. Der erstere dieser beiden 
Umstände hat ihm allerdings von Seiten Fermats *) den Einwand 
zugezogen, dass er es bei seinem Hebel nicht mit genau parallelen 
Kräften, sondern mit solchen Bewegungsantrieben zu thun habe, 
die nach dem Mittelpunkt der Erde convergiren. Da man aber 
die Archimedische Anlehnung an die Verhältnisse der Schwere 
nur so zu verstehen hat, dass im Hinblick auf dieselben gewisse 
Beziehungen formirt werden, so entscheidet diese letztere Formation 
selbst und nicht die ganz specielle und nebensächliche Beschaffenheit 
des Vorbildes. Anders würde sich allerdings die Sache verhalten, 
wenn Archimedes irgend etwas aus der Convergenz und nicht viel- 
mehr Alles aus dem vorausgesetzten Parallelismus bewiesen hätte. 

Der Gedankengang in dem fraglichen Beweise und dessen 
erwähnten Vorbereitungen klärt sich völlig auf, sobald man be- 
merkt, dass er nichts als eine Abfolge von Sätzen über die Lage 
der Schwerpunkte zwischen Gewichten auf einer und derselben 
Horizoutallinie und zwar zunächst zwischen lauter gleichen Ge- 
wichten enthält. Die Fundamentalvoraussetzung postulirt deu 
Schwerpunkt zwischen zwei gleichen Gewichten als in der Mitte 
liegend. Der erwähnte vierte Satz giebt eine genauere Fassung 

') Format, Varia opera inatheinatica, Toiosao l(57ft, S. 142. 
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dieser Idee, indem die Schwerpunkte der Gewichte selbst als die 
Grenzen des Abstandes genommen werden, und er führt auf diese 
Weise auch zugleich zur Bestimmung des gemeinsamen Schwer- 
punkts einer ganzen Reihe. Setzt man nun eine beliebige Reihe 
gleich schwerer, in gleichen Abständen geordneter Gewichte auf 
einer horizontalen Linie voraus, so liegt der Schwerpunkt dieses 
ganzen Systems in der Mitte der durch die beiden iiussersten Ge- 
wichte begrenzten Linie. Nun theilo man die ganze Gewichtreihe 
beliebig in zwei Gruppen und ermittle für beide die jedesmal 
zugehörigen Schwerpunkte. Jede der beiden Gruppen kann nun 
durch symmetrische Verschiebung um ihren Schwerpunkt beliebig 
verändert werden; ja man kann die Gewichte im Schwerpunkt 
jeder Gruppe vollständig zusammenschieben. Alsdann erhalten 
wir an Stelle der beiden, aus gleich vertheilten und gleichen Ge- 
wiehten bestehenden Reihen zwei Gewichte, die iu den beiden 
Schwerpunkten angreifen und sieh ihrer Grösse nach wie die Aus- 
dehnungen verhalten, welche die in ihnen vereinigten Partial- 
gewichte ursprünglich auf der beschwerten Linie einnahmen. 

Um nicht in nebensächliche Weiterungen zu gerathen, ist es 
zweckmässig, ursprünglich eine grade Anzahl von Gewichten vor- 
auszusetzen. Alsdann ist die Anzahl der auf der Linie gebildeten 
Abschnitte ungrade, und der Hauptschwerpunkt, d. h. derjenige 
der ganzen Reihe fällt in die Mitte des mittleren Abschnitts. Die 
Gruppentheihmg wird man ebenfalls am bequemsten so vornehmen, 
dass jede Gruppe eine grade Anzahl von Gewichten und mithin 
eine ungrade Anzahl von Abschnitten repräsentirt. Alsdann wird 
der Schwerpunkt jeder Gruppe iu die Mitte ihres mittleren Ab- 
schnitts fallen, und es werden dort alle Gewichte derselben zu 
vereinigen sein. Stillschweigende Voraussetzung ist hiebei, dass 
in der Wirksamkeit der Gewichte auf das ganze System dadurch 
nichts verändert werde, dass man dieselben iu ihrem Schwer- 
punkt vereinigt. Die Frage nach der gegenseitigen Lage der drei 
Schwerpunkte, nämlich des Gesammtschwerpunkts, welcher unter- 
stützt oder in welchem die Linie als aufgehängt gedacht wird, 
und der beiden Gruppenschwerpunkte ist nun eine rein geometrische, 
führt aber, wie man sogleich sehen wird, erst zu dem eigentlichen 
Ausdruck des Hebelgesetzes. Eine Linie ist zunächst in ihrer 
ganzen Länge halbirt, alsdann beliebig in zwei Theile zerlegt, 
und jeder derselben halbirt. Die beiden letzteren Halbirungs- 
punkte werden nun vom ersteren solche Abstände haben, die den 



Linientheilen, welche von ihnen halhirt wurden, umgekehrt propor- 
tional sind. Dies ist ein rein geometrischer Satz. Man sieht 
aber, dass durch denselben auch sofort festgestellt wird, wie die 
Abstände sich mm umgekehrt wie die an ihren Endpunkten an- 
greifende]! Gewichte verhalten; denn diese Gewichte verhielten 
sich ja, wie ihre ursprüngliche Vortheilung anschaulich zeigte, wie 
die Ausdehnungen, auf denen sie sich ausbreiteten. Die um Eins 
grössere Anzahl der Gewichte, verglichen mit den Absehnitts- 
zahlen, darf nicht stören, da dieser Umstand beiderseitig statthat 
und daher die Proportionalität unberührt lässt. 

39. Die gegebene Entwicklung zeigt, wie die Gewichte, 
welche man am Hebel so arrangiren will, dass sie einander auf- 
wiegen, in solchen Abständen angebracht werden müssen, die ihren 
eignen Grössen umgekehrt proportional sind. Archimedes hat 
nun freilich den Kern seines Beweises nicht in solcher Ab- 
sonderung hervorgehoben, wie wir dies gethan haben. Ja es 
könnte scheinen, als wenn er sogar in einer gewissen Beziehung 
den umgekehrten Weg eingeschlagen hätte. Indessen zeigt sich 
bei näherer Betrachtung, dass alle andern Umstände seiner Dar- 
legung nur nebensächlich sind, und dass die directe Horleitung 
des Hauptsatzes in der That wesentlich die Form hat, in welcher 
wir sie vorher entwickelt haben. Archimedes geht nämlich von 
dem Beweisthema, d. h. von dem bereits formulirten Satz aus 
und rnuss daher die gegebenen Gewichte erst in gleiche Theile 
zerlegen. Diese Theilgewichte werden alsdann um die Schwer- 
punkte der Gesammtgewichte in den zu beiden Seiten gleichen 
Abständen auf dem Hebel selbst und dessen Verlängerungen so 
geordnet, dass sie die um den Unterstützungspunkt zu beiden Seiten 
gleich vertheilte Reihe bilden. Die Möglichkeit dieses Arrange- 
ments beruht geometrisch auf dem Umstände, dass sich der 
Voraussetzung gemäss, die Gewichte umgekehrt wie ihre Ab- 
stände vom Unterstützungspunkt veiiialten. Die Anordnung ist 
nun auf diese Weise gegeben und es bleibt nur zu beweisen, dass 
wirklich Gleichgewicht statthabe. Dieser Beweis wird von Archi- 
medes eben nur dadurch geführt, dass er zeigt, wie das ganze 
System in der fraglichen Vertheilung offenbar schon nach der 
Fuudamentalvoraussetztmg und nach dem oben erwähnten vierten 
Satz im Gleichgewicht ist, und wie das ursprüngliche System, von 
dem als von dem BeweisgegensUunl ausgegangen wurde, für jenes 
Arrangement substituirt werden kann. In dieser Substitution liegt 



der Nerv des Beweises, und wir haben uns daher oben besonders 
bemüht, diesen Punkt hervortreten zu lassen. 

Zur Veranschaulichung sei noch bemerkt, dass in der frag- 
lichen Vertheil ung jeder Hebelann um den andern verlängert 
werden muss, so dass sich die ganze Hebellänge verdoppelt. 
Nimmt man z. B. im Anschluss an Archimedes ein möglichst 
einfaches Verhältniss, also den Fall, dass der eine Hebelarm 
doppelt so lang ist als der andere, so erhält man drei Abschnitte 
und mit den Verlängerungen sechs, so dass man das grössere 
Gewicht in vier, das kleinere in zwei Theilo zerlegen muss. Man 
bringt alsdann diese verschiedenen Thcilgewichtc in den Mitten 
der Abschnitte an. Auf diese Weise ist die gleichinässige Ver- 
theilung auf den sechs Abschnitten bewerkstelligt, und der Unter- 
stützungspunkt liegt in der Mitte, so dass er die beiden mittleren 
Abschnitte von einander trennt und die beiden nächsten Gewichte 
in der Entfernung eines halben Abschnitts liegen hat. 

Die Classicität, welche der Archimedische Hebelbeweis er- 
langt hat, ist bis jetzt jederzeit von irgend welchen Bemängelungen 
getrübt gewesen. Man hat sich bis in die neuste Zeit uicht 
überzeugen können, dass dieser Beweis völlig stichhaltig und ohne 
Lücke sei. Das Hauptbedenken betrifft, wie schon angedeutet, 
grade den am meisten entscheidenden Umstand, nämlich die Sub- 
stitution der getrennten und der verbundenen Gewichte. Am 
wenigsten aber will es ohne Weiteres einleuchten, dass eine solche 
Substitution auch dann zulässig sei, wenn die vertheilten Gewichte, 
die zu einer Gruppe gehören, mit ihrer einen Hälfte auf die andere 
Seite des Unterstützungspunkts hinübergreifen. Grade in diesem 
Fall sieht man recht deutlich, wie es darauf ankommt, die be- 
sondern Gewichtsgruppen zunächst ganz ohne Rücksicht auf den 
Hebel zu betrachten, grade als wenn es keinen Unterstützungspunkt 
gäbe, und als wenn die Hebellinie eben nur die Lage und Ord- 
nung zu bestimmen und die Verbindimg der übrigens freien 
Gruppe zu einem Ganzen zu repräseutiren hätte. Es macht sich 
also unverkennbar die stillschweigende Voraussetzung geltend, dass 
die Wirksamkeit von Gewichten dieselbe bleibt, wenn sie in 
ihrem. Schwerpunkt vereinigt oder um denselben so gruppirt ge- 
dacht werden, dass derselbe unverändert bleibt. Bliebe der An- 
griffspunkt in dem einen wie in dem andern Fall derselbe, tmd 
zertheilte er sich nicht vielmehr in eine Eeihe von Angriffspunkten, 
so würde die Fovm Veränderung der Gewichte nicht die mindeste 
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Schwierigkeit machen; denn die Voraussetzung, dass ein GewieM 
mit seiner ganzen Schwere im Aufhängungspunkte wirkt, liegt 
schon in der Fundainentalvorstellung, die sieh Archimedes von 
der Grösse der Schwere und überhaupt von der Wirksamkeit eines 
Gewichts sowie von deren Maass gemacht haben muss. In dieser 
Beziehung wäre also nichts einzuwenden, wenigstens solange man 
nicht auf die Natur der Schwerkraft in moderner Weise eingehen 
und etwa den Einfiuss der Gestalt der Körper erörtern will. Der- 
artiges wäre aber hier um so weniger angebracht, als ja das Hebel- 
problem mit einer besondern Kraftgattung gar nichts zu schaffen 
hat, sondern überhaupt nur Bewegungsantriebe oder Kräftewirkungen 
in einer ange nominellen Eichtling au den betreffenden Angriffs- 
punkten voraussetzt. 

Nach Alledem besteht das Hauptergebniss der Darstellung 
und Prüfung des Archimedischen Beweises in der Erkenntniss, 
dass der mathematische Bestandtheil desselben völlig schlüssig und 
zugleich als eine höchst sinnreiche Combiuation zu betrachten ist, 
während das rein mechanische Element in demselben noch viel zu 
wünschen übrig lässt. Ausser der berechtigten Voraussetzung des 
Gleichgewichts gleicher Grössen am gleicharmigen Hebel spielt 
noch ein weniger klares Substitiitionsprincip eine entscheidende 
Bolle. Vermöge des letzteren, welches nicht einmal ausdrücklich 
postulirt wird, sondern stillschweigend zu Grunde liegt, müsste es 
möglich sein, in allen Combinatiomm an die Stelle einer Gruppe 
von Gewichten die im Schwerpunkt vereinigte Masse derselben zu 
setzen. Diese Idee ist aber an sich nicht klar genug, um als 
unbewiesenes Vehikel einer Ableitung des Hebelgesetzes zu dienen. 

Da bis jetzt alle Versuche, den Archimedischen Beweis 
strenger zu gestalten, keinen erheblichen Erfolg gehabt haben, so 
liegt die Verinuthung nahe, dass die ganze fragliche Art und 
Weise des Ableitens für die Mechanik als für eine auf speeifisch 
empirischen Axiomen ruhenden Wissenschaft ungeeignet sei. In 
der That kann man von den Verbindungen und Trennungen der 
Gewichte und von der Möglichkeit der erwähnten Substitution keim 1 
rein apriorische Vorstellung haben. Jede Synthese des blossen 
Gedankens trifft daher bei jedem Schritt auf Schwierigkeiten. Sie 
muss nach etwas fragen, was durch die rein mathematische Vor- 
stellung nicht ausgemacht werden kann, und was in dem wirklich 
benutzten empirischen Euudamentalaxiom weder enthalten ist, noch 
mit Hülfe desselben gefolgert werden kann. Die Voraussetzung, 
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dass gleiche Gewichte in gleichen Abständen im Gleichgewicht 
sind, besagt nichts über die Ersetzung zweier Gewichte oder gar 
einer Gruppe von Gewichten durch ein drittes und zwar noch 
dazu unter Vertauschung der mehreren Angriffspunkte mit einem 
einzigen oder umgekehrt eines einzigen Angriffspunktes mit 
mehreren* Offenbar würde es nicht einmal hinreichen, nachzu- 
weisen, dass die verschiedenen Gewichte mit der Summe ihrer 
parallelen Zugkräfte einem festen Hiuderniss gegenüber dieselbe 
Wirkung üben, als die im Schwerpunkt vereinigten Gewichte. Die 
Hebellinie ist nämlich ein drehbares System, und hier complicirt 
sich die Wirkung der Theilgewichte augenscheinlich so sehr, dass 
die erwähnten Bedenken gegen die erläuterten Substitutionen unter 
allen Umständen bestehen bleiben. Die Losung der unter Andern 
auch von Huyghens *) anerkannten Schwierigkeiten des Archime- 
dischen Beweises wird daher aller Wahrscheinlichkeit nach, d. h. 
wenn uusre Ansicht von der Natur der Verkettung mechanischer 
Wahrheiten richtig ist, nicht in einer Verbesserung der antiken 
Demonstration, sondern in der Ersetzung derselben durch eine 
moderne Beweisart zu suchen sein. Die letztere wird natürlich 
auf Bewegungen zurückgreifen und dem Sinn entsprechen müssen, 
in welchem das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten nach 
seinem axiomatischen Bestandtheil verwendet worden ist oder noch 
in verschiedenen Richtungen verwendet werden kann. 

40. Da wir uns durch den übrigens so strengen und sinn- 
reichen Archimedischen Beweis des Hebelgesetzes von den Schwierig- 
keiten überzeugt haben, mit welchen die gedankliche Verkettung 
specifisch mechanischer Thatsachen und Beziehungen verbunden 
ist, so dürften schon hier einige Bemerkungen über die Voraus- 
setzungen der Möglichkeit völlig befriedigender mechanischer Schluss- 
folgerungen für das Verständnisa der ferneren geschichtlichen Ent- 
wicklung von Nutzen sein. Soll eine ernstliche Deduction satthaben, 
so sind empirische Axiome unumgänglich; denn aus blosser Mathe- 
matik, ohne Hinzunahme von etwas Anderem, kann stets wiederum 
nur rein Mathematisches, niemals aber etwas specifisch Mechanisches 
entwickelt werden. Letzte Principien oder Axiome sind nur das 
Ergebniss der Zerlegung complicirter Beziehungen, und die allgemeine 
Gattung der letztem ist auch für die Natur der erstem entscheidend. 



*) Demonstratio aequilibrii büaiicis in dan Opera varia. 



Es muss eine gewisse Gleichartigkeit zwischen den Wahrheiten 
nnd den ihnen zu Grunde liegenden Axiomen bestehen. 

Ein zweiter sehr erheblicher Punkt für die strenge Gestaltung 
des Systems der Mechanik ist die Fassung der Alisgangsbegriffe. 
Je abstracter dieselben gehalten werden können, um so leichter 
wird mau sie vollständig beherrschen. Nun ist es aber durchaus 
nothwendig, dass die mechanischen Begriffe, aus denen man schliessen 
will, nichts enthalten, was nicht vollkommen durchsichtig wäre. 
Man muss daher die erfahrungsmässigen Bestandteile so ge- 
stalten, dass sie eine dem Verstände wenigstens formal vollkommen 
begreifliche Vorstellung repräseiitiren. So ist z. B. die Idee von 
einem Bewegungsantrieb oder von einer bewegenden Ursache, die 
auf einen Punkt wirkt, formell ganz deutlich, sobald dabei nichts 
gedacht wird, als die Voraussetzung, dass ein Grund existire, 
vermöge dessen eine bestimmte Bewegungserscheinung erfolgen 
soll. Dieses Soll kann gleichsam durch eine Satzimg des Gedankens 
angenommen, und mit einem solchen Begriff wie mit einer rein 
mathematischen Vorstellung operirt werden. Hiebei bleibt freilich 
die Gestaltung der Ursache im besondere Fall ausser Frage, und 
die Art, wie solche Ursachen bestehen bleiben, also etwa das 
Naturgesetz der Beharrung, gehört in das Gebiet der materiellen 
und empirischen Fundamente. Dagegen lässt sich mit den in die 
erwähnte Forin gebrachten Grundbegriffen ein iu sich geschlossenes 
und keiner empirischen Stütze bedürftiges System aufführen. Jedes 
erfahrungsmässige Grundgesetz braucht nämlich nur als blosse 
Voraussetzung zu figuriren, mit der der Verstand als mit einer 
blossen Möglichkeil arbeitet. Durch diese Wendung wird die 
strengste Schlüssigkeit für alle Beziehungen zulässig, und man 
sieht schon einigermaassen voraus, auf welchem Wege man das 
Ideal eines logisch unanfechtbaren Systems der Mechanik zu 
suchen habe. 

Dies vorausgeschickt, wird man keinen Augenblick Anstand 
nehmen dürfen, zu behaupten, dass der Archimedische Begriff 
vom Hebel nicht abstract genug gofasst sei. Um streng zu 
deduciren, müssen wir wissen, wie wir uns zwei Gewichte und 
deren Wirkungen verbunden zu denken haben. Wir müssen ferner 
wissen, wie sich die Kraft oder Wirkung vermöge der materiellen 
Verbindungslinie mittheile oder wenigstens mittheilen solle. Wir 
brauchen in dieser Beziehung mindestens eine Voraussetzung, wenn 
wir auch nicht nöthig haben, uns in diesem Fall um die besondere 



Art zu kümmern, auf welche sich in der Natur thatsächlich die 
Kraftbeziehungen in einer Hebelstange durch diese oder jene 
Spaunuugen vermitteln. Es ist mithin wenigstens der Begriff einer 
in den gegenseitigen Beziehungen ihrer Theile unveränderlichen 
Linie unumgänglich, und es muss für diese Linie auch noch die 
Eigenschaft vorausgesetzt werden, dass in ihr jeder Bewegungs- 
antrieb, der in irgend einem Punkte statthat, alle andern Punkte, 
wenn auch uach einer erst zu ermittelnden Beziehung ergreift. 
Wenn nun an dieser Linie drei Kräfte rechtwinklig und nicht alle 
in gleichem Sinne angreifen, so lässt sich über das Verhalten der 
Linie je nach den Maassverhältnissen der Kräfte etwas ausmachen, 
indem man die Beweguugsantriebe nach der Grösse der jedem 
solchen Antrieb möglichen Bewegungswirkung combinirt. 

Es ist hier nicht unsere Sache, schon jetzt ein Beispiel aus- 
zuführen, welches in seiner allseitigen Erörterung sogar auf die 
Poinsotschen Kräftepaare hinleiten würde. Unser Gesichtspunkt 
war eben nur darauf gerichtet, bereits an dieser Stelle die Wich- 
tigkeit einer lückenlosen Berücksichtigung aller Ausgangsbegriffe 
bemerken zu lassen und zugleich darauf hinzuweisen, wie auch in 
dieser Beziehung nicht blos der Archimedische Hebelbewcis sondern 
auch das demselben zu Grunde gelegte Postulat eine ungenügende 
Fassung erhalten habe. Schon allein aus diesen Gründen und 
ganz abgesehen von der Verbindung und Trennung der Gewichte, 
würde daher die antike Analyse des Hebelgesetzes zu weitern 
Anforderungen Anlass geben. 

4L Die äusserlichen Umgestaltungen, welche Stevin und 
Galilei mit dem Archimedischen Hebelbeweis vorgenommen haben, 
dienen einerseits zur Veranschaulichung, lassen aber andererseits 
die Schwächen der rein mechanischen Schlussfolgerungen noch 
mehr hervortreten. Die fraglichen Modifikationen bestanden wesent- 
lich darin, dass die vertheilte Gewichtreihe durch zwei parallel- 
epipedische Palken ersetzt wurde, und dass die beiden Gewichte von 
vornherein durch die verticale Aufhängung dieser Balken repräsentirt 
werden konnten. Giebt man diesen Balken eine solche Länge, 
dass sie, in der Mitte ihrer Läugenausdehnung aufgehängt, auf 
der Verlängerung des Hebelarms jedesmal um den andern Hebelarm 
hinausreichen, so repräsentiren sie die doppelten Längen derjenigen 
Hebelarme, au denen sie nicht aufgehäugt sind, und erfüllen die 
ganze Ausdehnung der Hebellinie und ihrer Verlängerungen in 
einer analogen Weise, wie die Archimedischen Gewichte. Der 
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Unterschied bestellt mir darin, dass wir es in diesem Fall mit 
einer stetigen, ununterbrochenen und in sich zusammenhängenden 
Masse zu thun haben. Die Mitte der Gesammtansdehming der 
beiden horizontal aufgehängten und so vereinigten Balken ist mm 
der Unterstützuugspunkt, und der ganze Hebelbeweis reducirt sieh 
hienach auf die Vorstellung, dass sich der verticaleu Aufhängung 
die horizontale Anbringung substituiren lasse. 

Bei Galilei finden sich zwei im Wesentlichen gleiche Dar- 
stellungen des Hebelbeweises, nämlich die altere in der posthiimeii 
Schrift Deila scienza meccanica 1 ) und die der Abfassung nach 
neuere in dem mechanischen Hauptwerk der Discorai 2 ). An der 
letzteren Stelle wird eine völlig directe Herleitung des Hebel- 
gesetzes gegeben. Es wird ein Prisma an seinen beiden Enden 
an einer gleich langen, horizontalen Linie aufgehängt, und die 
letztere, d. h. das ganze System dann wieder in der Mitte durch 
Befestigung von oben her im Gleichgewicht gehalten. Hiebei liegt 
die auch von Galilei formulirte Archimedische Voraussetzung zu 
Grunde, dass gleiche Gewichte in Rücksicht auf deu in der Mitte 
liegenden Schwerpunkt im Gleichgewicht sind, „indem nicht mehr 
Grund vorhanden sei, nach der einen als nach der andern Seite 
zu neigen." 3 ) Das Prisma wird nun ferner beliebig, aber ungleich 
getheilt, und zur Erhaltung des Gleichgewichts an der Durch- 
schneidungsstelle mit der Aufhängungslinie durch einen Faden 
verbunden. Jeder der ungleichen Theile wird demnächst nur in 
seiner Mitte aufgehängt und an seinen Enden durch Lösung der 
Verbindungen frei gelassen. Hiemit ist das gesuchte Verhältniss 
am Hebel fertig construirt; denn die Entfernungen der beiden 
neuen Aufhängungspunkte vom mittleren Aufhängiingspunkt der 
Linie sind halb so lang als das jedesmal an der andern Seite 
hängende Prisma. Die Beschwerungen verhalten sich mithin in 
dem so construirten Zustande des Gleichgewichts der Anbringungs- 
linie umgekehrt wie ihre Entfernungen vom Unterstützuugspunkt. 

Die Bedenken, die sich unwillkürlich auch gegen diese 
Galileische Wendung in analoger Weise wie gegen die Archimedische 
Beweisart einstellen, bedürfen wohl kaum einer besondern Er- 
läuterung. Dagegen haftet der Galileischen Nacliweisung nocli 



!) Bd. XI. der angof. Ausg. der Werke, S. 92 fg. 
2 Ibid. Bd. XIII, 2. Tag S. 113. 
3 ) Ibid. Bd. XI, S. 91. 
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eine ihr eigeuthiimliehe Schwierigkeit an. Es zeigt sich nämlich 
bei ihr am allerdeutlichsten, wie die Vertauschimg der Anbringungs- 
art en das Entscheidende und eigentlich Beweisende sei oder viel- 
mehr sein solle. Das getheilte Prisma muss offenbar an der 
Durchschnittsstelle zweifach d. h. wenigstens durch einen Fadeu 
mit zwei Verzweigungen unterstützt werden. Um die spater vorzu- 
nehmende Freimachung jedes Prismastücks an seinen beiden Enden 
in ihrer Wirkung klar vorzustellen, ist es sogar nöthig, zwei 
getrennte Fäden vorauszusetzen, welche an der Durchschnittsstelle 
die Unterstützung der beiden völlig getrennten Theile bewerk- 
stelligen. Nun dürfte es wohl einleuchten, dass die Verfolgung 
der Veränderungen, welche die Umgestaltungen und Einschiebungen 
von Angriffs- und Wirkungspimktou mit sich briugeu, keinen 
Hebelbeweis ergeben kann, weil zur Beurtheilung dieser speciellen 
Modificationen der Satz vom Hebel schon selbst vorausgesetzt 
werden müsste. Es ist durchaus nicht axiomatisch klar, dass die 
beiden Prismenstücke in ihrer Wirkung auf die Anbringungslinii 1 
dasselbe leisten müssen, was das ganze Prisma wirkte. Ebenso- 
wenig ist es selbstverständlich, dass die Freimachung an den Enden 
und die Aufhängung in der Mitte für jedes Stück ohne Folgen 
auf die gesammten Gleichgewichtsbeziehungen bleiben. Sellen wir 
also näher zu, so finden wir, dass auch bei Galilei die Vertausch- 
barkeit der Wirkimgen aus dem Schwerpunkt und aus andern 
Anbringungspunkteu eine unzulässige Rolle spielt und sogar in 
seinem Arrangement noch sichtbarer hervortritt, als bei Archimedes. 
Dennoch ist aber anzuerkennen, dass wenigstens die Anbringungsart 
des Gesammtprisma nicht eine solche ist, bei welcher jeder Theü 
desselben als an der festen Anbringungslinie angreifend gedacht 
werden müsste. Eine solche Vorstellung würde erst die Analogie mit 
den Archimedischen Gewichten vervollständigen, indem an die 
Stelle einer discreten Reihe von Angriffspunkten eine stetige Linie 
träte. Diese Gestaltung, welche die Schlüsse noch complicirter und 
den Sachverhalt noch dunkler gemacht haben würde, ist jedoch in 
der Galileischeu Darstellung glücklich vermieden worden. 

Erinnern wir uns des mathematischen und des rein mecha- 
nischen Elements im Beweise des Hebelgesetzes, so ist die Trag- 
weite des ersteren und die Anziehungskraft, welche die Archimedische 
Fassung desselben auf die Späteren ausgeübt hat, ganz unverkennbar. 
Auch Galilei hat dieses mathematische Element benutzt; aber auch 
er hat diesen Rahmen begreiflicherweise nicht mit befriedigenden 



mechanischen Vorstellungen auszufüllen vermocht. Wie wir schon 
früher angedeutet haben, sehen wir in diesem Unistande keinen 
individuellen Mangel der besondern Behandlung, sondern die Folge 
einer allgemeinen Notwendigkeit. Es ist ganz unmöglich, die 
statischen Grundverhältnisse und mithin auch das Hebelgesetz 
ohne Zurückgreifen auf die Bewegungsantriebe begreiflich zumachen. 
Galilei selbst bezeugt dies unabsichtlich, indem er das axiomatische 
Hebelprincip mit der oben angeführten Erläuterung versieht, dass 
kein Grund vorhanden sei, warum die gleichen Gewichte in Be- 
ziehung auf den in der Mitte liegenden Schwerpunkt eher nach 
der einen als nach der andern Seite aus ihrer vorausgesetzten 
Lage treten sollten. 

42. Der Satz vom Hebel gilt in Galileis Darstellung als 
ein völlig selbständiger Ausgangspunkt der Mechanik. Nichts- 
destoweniger wird auch er, ganz wie. die andern einfacheren Grund- 
verhältnisse der Statik, aus dem Gesichtspunkt der virtuellen 
Geschwindigkeiten erläutert. Ja sogar werden die virtuellen d. h. 
blos möglichen Bewegungsverhältnisse in den statischen Com- 
binationen sichtlich als tiefere Erkenutnissgründe zur Geltung 
gebracht. Ein derartiges Bestreben, welches die Tragweite des 
später kurzweg als Princip der virtuellen Geschwindigkeiten be- 
zeichneten Hauptsatzes möglichst auszudehnen sucht, ist nun offen- 
bar ein Zeugniss für die Strenge imd Natürlichkeit der Galileischen 
Denkweise. 

Wenn an der Unternehmung von Lagrange, die ganze Mechanik 
auf das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten zurückzuführen, 
auch nur ein erheblicher Bestandtheil haltbar bleibt, so hat Galilei 
den meisten Anspruch darauf, als der ursprünglichste und ent- 
scheidendste Begründer dieser Auffassnngsart des innern Znsammen- 
hangs der Erscheinungen zu gelten. Von den früheren Spuren 
des virtuellen Princips bei Leonardo da Vinci und Guido Ubaldi 
haben wir Nr. 12 und 14 bereits geredet. Bei Galilei findet sich 
dieses Princip, wenn auch nicht dem Namen, so doch der Sache 
nach in allen Richtungen verwerthet. Es wird in der ganzen 
Schrift Deila scienza meccauiea für die vGrseliipdcnen einfachen 
Potenzen und ausserdem noch besonders in den hydrostatischen 
Untersuchungen der Abhandlung über die schwimmenden Körper 
(Discorso intorno alle cose che stanno in su l'acqua etc.), übrigens 
aber auch sonst vielfach zur Anwendung gebracht. Ja man kann 
sagen, dass die Benutzung dieses erst verhältnissmassig sehr spät 
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zu vollerer Anerkennung gelangten und berühmt gewordenen Princips 
einen beSöndern Charakterzug der natürlieheu Vorstellungsarten 
Galileis ausgemacht habe. 

Gegenwärtig formulirt man das fragliche Prineip gewöhnlich 
in einer Weise, welche dasselbe als einen ziemlich complicirteu, 
im Hinblick auf maunichfaltige Voraussetzungen ausgedrückten 
Lehrsatz erscheinen lässt. In dieser Gestalt ist es natürlich nichts 
weniger als ein Axiom, indem es eingestandeiiermaassen einen 
mehr oder minder weitläufigen Beweis erfordert. Um einen solchen 
zusammengesetzten Lehrsatz handelte es sich nun bei dem ersten 
Auftreten der weiter greifenden Anwendungen des noch technisch 
unbenannten Princips keineswegs. Es war vielmehr nur das wirklich 
Principielle und Axiomatische, was in dieser Beziehung gleichsam 
zum Durchbrach kam. 

In der letzteren fundamentalen Gestalt, d. h. seinem axioma- 
tischen Kerne nach, steht das Princip in der innigsten Beziehung 
zu den Galileisehen Vorstellungen von der Rolle der Geschwindigkeit 
in der Grössenbestimmung der Kräfte. Die virtuelle, d. b. die 
mögliche Geschwindigkeit, oder mit andern Worten diejenige Ge- 
schwindigkeit, mit welcher die Bewegung im Falle der Störung 
des Gleichgewichts nach Maassgabe der festen und der veränder- 
lichen Verhältnisse des Systems erfolgen würde, ist jener hoch- 
wichtige Begriff, der uns erlaubt, die statischen Beziehungen als 
Grenzen und mithin auch als Consequenzen von Bewegungs- 
relationen zu behandeln. Vermöge dieser Vorstellungsart werden 
die ruhenden und verborgenen Verhältnisse der Statik genöthigt, 
in sichtbaren Proportionen hervorzutreten, und in den Dimensionen 
der möglichen Bewegungen und ihrer relativen Geschwindigkeiten 
das zu offenbaren, was im Ruhezustande nicht unmittelbar an- 
schaulich sein konnte. Insbesondere wird der ganze Inbegriff der 
Elemente der mechanischen Vorrichtimg oder des Systems von 
Verbindungen, au welchem man die Kräfte anbringt, einzig und 
allein dadurch in seiner die Relationen verzeichnenden Wirkung 
verständlich, dass man die Bewegungen feststellt, die er den An- 
griffspunkten der Kräfte in jedem, also auch im Fall des Gleich- 
gewichts zu machen erlauben würde. Die Verhältnisse dieser 
möglichen Bewegungen, bezogen auf dasselbe Zeitelement, also die 
relativen Geschwind igkeiten repräsentiren, abgesehen von allen 
angebrachten Kräften, die statische Wirkung des Systems der 



Verbindungen selbst und gleichsam die innern Kräftedeterminationen 
des blossen Arrangements. 

Dennoch würde es aber ein Fehler sein, wenn man den 
wesentlichen Gehalt des virtuellen Princips an die Voraussetzung 
knüpfen wollte, dass ein festes System beharrlicher und veränder- 
licher Verbindungselemente zu Grunde liege. Allerdings ist das 
Vorhandensein eines solchen Systems der Ausgangspunkt für die 
Auffindungen und Bestätigungen des Princips gewesen. Indessen 
beweist schon die heutige allgemeine Anwendung des Princips, 
dass die herkömmliche Fassung des Begriffs eines Systems von 
Verbindungen für die Anwendung jenes Grundsatzes keine Schranke 
bilde. Für drei "Kräfte, die auf einen Punkt wirken, bildet dieser 
Punkt die Verbindung und in einem weitern Sinne des Worts das 
System oder wenigstens das Element, welches die Kräfte wirklich in 
gegenseitige Beziehung setzt und daher zu einem System vereinigt. 
In diesem ausgedehnten Sinne giebt es gar keine Kräftecombinationen 
und daher auch gar keine statische Fragen, bei denen nicht irgend 
eine Systemverbindung vorausgesetzt würde. Schon aus diesem 
Gesichtspunkt würde also das virtuelle Princip so weit reichen 
als die Mechanik selbst. 

Wir haben auf den Charakter der Allgemeinheit, welcher 
mit dem virtuellen Princip verbunden ist, schon hier mit einigen 
Ueberlegungen eingehen müssen, um die Vorstellungen Galileis 
in ihrem vollen Umfang und ihrer ganzen Bedeutung sichtbar 
machen zu können. Es wird jetzt darauf ankommen, im Einzelnen 
Sinn und Art nachzuweisen, in welchen das Priucip der virtuellen 
Geschwindigkeiten zunächst bei Galilei seine Anwendung findet. 

43. Am einfachsten gestaltet sich das virtuelle Princip am 
Hebel. Es ist bemerkenswert!], dass Galilei sogar den einfachen 
Fall des gleicharmigen mit gleichen Gewichten beschwerten Hebels 
durch die Berufung auf die möglichen Bewegungen begreiflicher 
zu machen sucht. In der vorher erwähnten Schrift über die 
schwimmenden Körper 1 ), in welcher er eine andere und mehr un- 
mittelbare Methode als Archimedes befolgen will, führt er die 
Waage als erstes Beispiel für das Princip an, dass gleiche Ge- 
wichte bei gleichen Geschwindigkeiten gleiche Momente oder 
Wirkungen repräsentiren. Die schon früher erwähnte Idee, dass 
kein Grund vorhanden sei, eher nach der einen als nach der 
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andern Seite und mithin nach irgend einer .Seite auszuweichen, 
wird hier sogar noch auf die Gleichheit der möglichen Bewegungen 
und Geschwindigkeiten an den Endpunkten der Waage zurückge- 
führt. Auf diese Weise findet sich das Princip erläutert : „Gleiche 
absolute mit gleicher Geschwindigkeit bewegte Gewichte haben 
gleiche Kräfte und Momente in ihrem Wirken" 1 ). Hieran schliesst 
sich alsdann als zweites Princip, dass bei ungleichen Geschwindig- 
keiten diese letztem für das Verhältniss der Kräfte maassgebend 
sind, und der uagleicharmige Hebel bietet hier das Hauptbeispiel. 
Die absoluten Gewichte bilden, wie wir schon Nr. 22 bemerkt 
haben, einfache Momente, und die möglichen Geschwindigkeiten 
treten daher mit ihren Verhältnisszahleu als Factoreu hinzu. Die 
am ungleicharmigen Hebel von den beiden Hebelarmen gleich- 
zeitig beschreibbaren Bogenelemente verhalten sich wie die. Hebel- 
arme selbst, und da auf diese Weise das Geschwindigkeitsverbält- 
niss der möglichen Bewegungen den Hebelarmen proportional be- 
stimmt ist, so müssen die einfachen Momente der Gewichte dieses 
Verhältniss durch eine umgekehrte Proportionalität ausgleichen. 
Nur wenn Letzteres geschieht, kann Gleichgewicht vorhanden sein; 
denn die Momente, die auf beiden Seiten gleich sein müssen, setzen 
sich aus der einfachen Schwere und den möglichen Geschwindig- 
keiten zusammen. Hiebei ist zu bemerken, dass es für die Be- 
urtheilung des Gleichgewichts gar nicht auf die Kenntniss der ab- 
soluten Geschwindigkeiten, sondern nur auf die der Geschwindig- 
keitsverhältnisse ankommt. Wird nämlich der Hebel ganz abstract 
gedacht, und ersetzt man etwa die Gewichte durch Federn von 
verschiedenen Spannungen, so bleibt die absolute Geschwindigkeit, 
mit welcher die angreifenden Kräfte bei Störung des Gleich- 
gewichts oder für sich allein in freier Wirksamkeit zu agiren ver- 
möchten, für die Bestimmung der virtuellen Beziehungen voll- 
kommen gleichgültig. 

Wenn sich schon der gleicharmige mit gleichen Gewichten 
beschwerte Hebel durch das virtuelle Princip noch weiter erklären 
lässt, so liegt hierin ein wichtiges Anerkenntniss , dass jenes 
l'iincip eine grössere Vertiefung der Einsichten erlaube als jedes 
andere, und dass es logisch nicht zulässig sei, den Satz vom 
gleicharmigen und gleichbeschwerten Hebel uoch ferner als wirk- 
liches Axiom geltend zu machen. Was sich noch weiter zerlegen 
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und begründen lässt, kann selbst nicht Axiom sein. Es muss 
also in Uebereinstimmung mit dem Verfahren, welches Galilei 
schon in jener hydrostatischen Abhandlung von 1(512 mit vollem 
Bewusstsein des Gegensatzes zu Arehimedes beobachtete, dasjenige 
Princip als das Fundamentalste angesehen werden, welches am 
unmittelbarsten aus dem blossen Begriff der Kraft und ihres 
M nasses folgt. Dieses Princip beschränkt sich nun freilich auf 
die Forderung, dass Kräfte, um im Gleichgewicht zu sein, eine 
Summe gleich Null ergeben müssen. Hiebei kommt, wie man 
sieht, nicht nur ihre absolute Grösse, sondern auch ihr Sinn oder 
überhaupt ihre Richtungsverschiedenbeit in- Frage. Ilm daher das 
virtuelle Princip allgemein auwenden zu können, ist es nicht genug, 
wie im Fall der parallelen Kräfte am Hebel, die Folgen des 
direct entgegengesetzten Sinnes der Kräftewirkung oder der 
virtuellen Bewegimg zu keimen, sondern man muss auch die 
Consequenzeu der Combination der andern mamiichfaltigen Richtungs- 
verschiedenheiten anzugeben vermögen. An dem vorausgesetzten 
Hebel entspricht der Drehung des einen Arms in dem einen Sinn 
eine grade entgegengesetzte Drehung des andern Arms, und die 
zugehörigen Tangenten der beiden möglichen Bewegungen sind so 
zu ziehen, dass sie mit einander einen Winkel von zwei Rechten 
bilden. Diese Anschauungsweise zeigt nun recht deutlich, dass 
der Fall der grade entgegengesetzten Richtung der Kräfte nur 
eine besondere Gestaltung der im Allgemeinen möglichen, alle 
Lagen umfassenden Richtungsverschiedenheiten derselben ist. Hieraus 
folgt, wie das virtuelle Princip ohne Verbindung mit andern Prin- 
cipien kein Ergebuiss zu liefern vermöge, und wie namentlich das 
Reductionsprincip einer Kraft auf eine bestimmte Richtung, hiemit 
aber auch das Parallelogramm der Kräfte als unentbehrliches 
Hülfsmittel erscheint. Mindestens wurde es, um das virtuelle 
Princip zu einein ausreichenden Mittel der Deduction zu machen, 
erforderlich sein, ihm von vornherein eine solche Ausdehnung zu 
geben, dass es nicht blos über die Wirkung der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten, sondern auch über diejenige der virtuellen 
Bich tmigen der Wirksamkeit der Kräfte klare und axiomatisch 
brauchbare Festsetzungen trifft. Von der Erfüllung dieser Forderung 
findet sich nun aber weder bei Galilei noch sonst eine deutliche 
Spur, wenn man nicht etwa die Zurückführuug des Gesetzes der 
schiefen Ebene auf das virtuelle Prineip dafür gelten lassen will, 
oder aber die neuere complicirtere Fassung dieses Princips als 
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Zeuguiss für die Berücksichtigung der axi omatischen Rolle der 
Richtimgsverschiedenheiten ansieht. In beiden Fällen fehlt aber 
sehr viel daran, dass sich die unwillkürliche Berücksichtigung oder 
Einschaltung des Einflusses der Richtungsverschiedenheiten zu 
einem eigentlichen Princip der Richtungsreductionen gestaltet hätte 
und als solches ausdrücklich hingestellt worden wäre. 

44. Iii der eigentlich statischen Schrift Galileis, die freilich 
posthuin ist und eine sehr frühe Bearbeitung der überlieferten 
Kenntnisse repräsentirt, spielt das virtuelle Princip, obwohl es in 
den verschiedensten Richtungen zur Anwendung gelangt, doch nur 
die zweite Rolle. So z. B. wird die Erläuterung des Hebel- 
gesetzes dort nur als eine zweite, ebenfalls mögliche Art und Weise 
der Erörterung unter der Ueberschrift „alcuui avvertimenti circa le 
cose dette," also unter der Rubrik von ausführenden Bemerkungen 
beigebracht 1 ), uud die Wichtigkeit dieser neuen Auft'assungsart 
wird hier keineswegs so betont, wie in der Schrift über die 
schwimmenden Körper. Hienach können wir annehmen, dass 
Galileis eigne Neigungen sich auf das virtuelle Princip als auf 
das klarste uud zugleich gründlichste Erklärmigsmittel richteten, 
aber durch die Macht der Tradition und vielleicht auch durch 
einige Schwierigkeiten der logisch strengen Durchführung gehindert 
wurden, die eindringendere und naturgemässere Begründungsart 
überall und an erster Stelle zur Geltung zu bringen. Das eigne 
erfindende Denken Galileis ist dagegen schwerlich einem andern 
Leitfaden gefolgt, als demjenigen, welchen in der Statik das 
virtuelle Princip unwillkürlich jedem sich selbständig bewegenden 
Geist an die Hand giebt. Das sicherste Kennzeichen für diese 
Bedeutung des fraglichen Prhicips ist die Thatsache, dass es un- 
mittelbar aus einem richtigen Begriff der Kraftgrösse folgt, und 
dass es wesentlich auf der Idee beruht, derzufolge in den beiden 
Factoren der Kraft, uämlich Masse und Geschwindigkeit, der eine 
den andern zum Theil zu ersetzen vermöge. Auf diese Compen- 
satiou ist sogar ausdrücklich in der zuletzt angeführten Stelle 
hingewiesen. 

Gewöhnlich formulirt man heute das Princip der virtuellen 
Geschwindigkeiten in der Art, dass man nicht die möglichen Be- 
wegungen und Geschwindigkeiten selbst, sondern die rechtwinkligen 
Projektionen derselben auf die freie Richtung der angreifenden 
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Kräfte zur Vergleichung bringt. So berechtigt diese Fassung ist, 
solange man nur auf das Ergebniss sieht, so wenig entspricht sie 
doch einem natürlichen Gedankengang. Im Fall des Gleichge- 
wichts auf der schiefen Ebene zeigt es sich recht deutlich, wie die 
natürliche Vorstellungsart zu gestalten sei. Hier ist es die Kraft 
der vertical ziehenden Schwere, welche sich an der vorgeschriebenen 
schiefen Richtung des möglichen, d. h. virtuellen Weges gleichsam 
bricht und nach Maassgabe derselben reducirt. Ihre Wirksamkeit 
ist längs der schiefen Richtung durch ihr Product mit dem Cosinus 
des Winkels beider Richtungen, oder für eine gegebene verticale 
Strecke durch die entsprechende Cosiuuslinie auf der Ebene selbst 
reprasentirt. Nach der Regel des virtuellen Prineips wird nun die 
Geschwindigkeit auf der schiefen Ebene zum Gegenstand der Re- 
duction gemacht, indem man ihre Grösse auf die verticale Richtung 
durch Hiuzufügung eben jenes Cosinusfactors zurückführt, d. h. 
diejenige Geschwindigkeit bestimmt, welche längs der verticalen 
Richtung als Projectionsgeschwindigkeit vorhanden ist. Diese 
letztere Projectionsgeschwindigkeit ist nun keineswegs die im Sinne 
des Systems mögliche, sondern eine rein ideelle und formale 
Conception, der keine an die wirkliche Möglichkeit anknüpfende 
und eventuellen Hergängen bei der Störung des Gleichgewichts 
nachgebildete Vorstellung entspricht. Denkt man sieh das Gewicht 
auf der schiefen Ebene mit dem vertical herabhängenden Gewicht 
durch einen über eine Rolle gleitenden Faden verbunden, so sind 
die möglichen Bewegungen und Geschwindigkeiten der beiden An- 
griffspunkte der Kräfte, d. h. der Gewichte, einander vollkommen 
gleich. Auch kann die Richtungsverschiedenheit der beiden Ge- 
schwindigkeiten insofern nicht von Erheblichkeit auf die Mittheüuug 
der gegenseitigen Kräftebeziehungen und Spannungen sein, als ja 
der über die Rolle gehende Faden jeden Zug, den er erfährt, voll- 
ständig und unverändert in die andere Richtung fortpflanzt. Sehr 
deutlich wird der hier fragliche Sachverhalt, wenn mau sich auf 
der schiefen Ebene an Stelle des Gewichts eine den Endpunkt des 
Fadens spannende Feder von gleicher Wirkung angebracht denkt. 
In diesem Fall kann von Reduction der virtuellen Geschwindig- 
keiten gar nicht mehr die Rede sein. Ob die Ebene horizontal, 
beliebig schief oder selbst vertical ist, bleibt für die Wirkung der 
Feder gleichgültig. Will mau dalier die virtuelle Bedeutung eines 
Systems, wie das beschriebene ist, untersuchen, so hat man 
Zweierlei zu unterscheiden. Erstens muss mau nach dem Einfluss 



fragen, den die Combination der verticalen mit der schiefen 
Richtung auf zwei an dem Faden längs der beiden Richtungen 
wirkende Kräfte ausübt, Da der Bewegung des einen Angriffs- 
punkts eine gleich grosse des andern entsprechen muss, und Zug 
wie Gegenzug einander auch der Richtung nach genau entgegen- 
gesetzte Bewegungen hervorzubringen streben, so müssen nach dem 
virtuellen Prineip die beiderseitigen Kräfte gleich sein. Diese 
Ueberlegung liefert also vorläufig noch keineswegs das besetz 
der schiefen Ebene. Zu dem letzteren gelaugt man erst, wenn 
man den zweiten Tunkt in Erwägung zieht. Es ist nämlich das 
Verhältnis» des Fadens zu den beiden Richtungen und die Wo- 
durch determiuirte Beziehung der Kräfte nicht das eigentlich Er- 
hebliche, sondern es bandelt sich um das Verhalten einer verticalen 
Kraft, die auf der vorgeschriebeneu schiefen Richtung angreift. 
Ist der Wirkungstheil dieser Kraft einmal bestimmt, so hat die 
Beziehung durch Vermittlung des Fadens kein Interesse mein - ; 
denn man weiss bereits, was mau in Rücksicht auf die schiefe 
Ebene feststellen und erklären will. "Wird aber jener Wirkungs- 
theil nicht unmittelbar bestimmt, so kann auch die Einschiebung 
des Fadens und seiner Beziehungen nicht dazu helfen, den Mangel 
vermöge des virtuellen Princips zu ergänzen. Dieses Prineip 
liefert nichts als die Bedingung, dass die beiden Momente oder 
Kräfte und zwar jede nach der Richtung, auf der sie wirkt, einander 
gleich und entgegengesetzt sein müssen. Wie aber eine nicht 
nach der schiefen Richtung wirkende Kraft beschaffen sein müsse, 
um den fraglichen gleichen und entgegengesetzten Effect hervor- 
zubringen, muss ganz besonders beantwortet werden. Es ist daher 
reiner Schein, wenn das Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten 
in seinem strengen und speciellen Sinn dazu dient, das Gesetz der 
schiefen Ebene zu beglaubigen. Versteht man das Prineip aber 
nach Maassgabc der heute gewöhnlichen Forniulirung, derzufolge 
die virtuellen Momente gleich auf die Richtung der augreifenden 
Kräfte reducirt zu nehmen sind, so kann die Erklärung der 
schiefen Ebene ebenfalls nur ein Schein sein. Man hat nämlich 
alsdann das Prineip der schiefen Ebene bereits demjenigen der 
virtuellen Geschwindigkeiten einverleibt, indem man die Richtungs- 
reduetionen zu einem Bestaudtheil der Voraussetzungen des vir- 
tuellen Princips selbst machte. 

45. Wir können die Prüfung des Princips der virtuellen 
Geschwindigkeiten erst dann vervollständigen, wenn wir in das 



Zeitalter gelängt sein werden, in welchem der Begriff der unbe- 
grenzt kleinen Verschiebung eine durch die moderne Analysis 
unterstützte Holle spielt. An dieser Stelle und für die An- 
wendungen, die wir hier im Auge hatten, blieb dieser Umstand 
gleichgültig. Jedoch kann der Begriff des virtuellen Moments im 
Allgemeinen nur dadurch streng fixirt werden, dass man eine un- 
begrenzt kleine Verschiebung aus der Ruhelage zu Grunde legt, 
oder mit andern Worten das System der virtuellen Bewegungen 
und Geschwindigkeiten in denjenigen Eigenschaften betrachtet, die 
bei unbeschränkter Annäherung desselben an die Gleichgewichts- 
lage hervortreten. Hiedurch wird von jeder Veränderung abge- 
sehen, die erst mit der weiteren Entwicklung der Bewegung 
erheblich werden kann, und es werden die Zustünde innerhalb des 
Spielraums jener ersten kleinen Bewegung als in sieh mmuterschieden 
betrachtet. Warum Letzteres möglich sei, kann erst mit dem 
späteren Eingehen auf das Stetigkeitsprineip und auf die infinitesimalen 
Verhältnisse erörtert werden. 

Für das Zeitalter Galileis sind nur noch die Anwendungen 
wichtig, die das Prineip der virtuellen Gesch windigkeiten auf 
hydrostatische Verhältnisse erfahren hat, und wir werden hiebei 
zugleich zu zeigen haben, inwiefern die neuere Behandlung der Hydro- 
statik zu den allgemeinen Principien der Mechanik in Beziehung trat. 

Archimedes, auch in diesem besondern Zweige das Vorbild 
Stevins und Galileis, hatte die Hydrostatik in seiner Schrift über 
die schwimmenden Körper nach eigeuthünilichen, an die Eigen- 
schaften der Flüssigkeiten anknüpfenden Principien behandelt, und 
bis auf Galilei ist auch in der That kein Schritt geschehen, der 
ernstlich auf eine Verbindung der allgemeinen Statik mit der 
Hydrostatik abgezielt hätte. In der nicht einmal griechisch auf 
uns gekommenen, aus zwei Büchern bestehenden, von Commandiuus 
15(35 nach einer lateinischen Uebersetzung unter dem Titel De iis 
quae vehuntur in aqua herausgegebenen Archimedischen Schrift 
steht gleich an erster Stelle die Voraussetzung, dass in einer 
Flüssigkeit der weniger gedrückte Theil durch den mehr gedrückten 
in die Höhe getrieben werde, und dass jeder Theil von der senk- 
recht über ihm befindlichen Flüssigkeit gedrückt werde. Auf 
dieser Grundlage werden nun die Cardinalsätze entwickelt. So 
spricht der fünfte Satz des ersten Buchs das Einsinken eines 
leichteren Körpers bis zur Verdrängung eines gleichen Gewichts 
der Flüssigkeit aus, und der siebeute Satz enthält das Gesetz des 



Gewichtsverluste der schwereren Körper. Weiter handelt es sich 
dann im Verlauf der Schritt wesentlich um die Behandlung mathe- 
matisch interessanter Formationen, wie der Kugelabschnitte und 
parabolischen Konoide in Rücksicht auf deren Stabilitätsverhältnisse. 

Das von Archimedes gebrauchte Princip, demzufolge jeder 
Theil von der senkrecht über ihm befindlichen Flüssigkeit gedrückt 
wird, legte es sehr nahe, den Druck einer Flüssigkeit auf die 
Gefässwaudungen zu bestimmen. Stevin lösste diese Aufgabe 
zuerst und zwar in einer originellen, jedoch nirgend auf die all- 
gemeinen Gesetze der Mechanik zurückgreifenden Weise, und 
hiemit ergab sich auch zugleich die hydrostatische Paradoxie, dass 
eine Flüssigkeitsmasse einen grossem Druck als ihr eignes Gewicht 
verursachen kann. In der schon früher angeführten Französischen 
Ausgabe der Stevinschen Werke bildet die Hydrostatik das vierte 
Buch der Statik. Nachdem in der zehnten Proposition ') der 
Satz festgestellt worden, dass der horizontale Boden von der 
Flüssigkeitssäule, die bis zum Niveau reicht, gedrückt werde, legt 
das zweite Corollar 2 ) eine Veranstaltung dar, vermöge deren sich 
unmittelbar einsehen lässt, wie jener Satz nicht Mos für eine 
wirklich verticale sondern auch für jede schräge und beliebig 
gewundene Flüssigkeitssäule Geltung habe. Um diesen erweiterten 
Satz, dass jeder Canal von beliebigem Lauf und von beliebig 
wechselnden Dimensionen den horizontalen Boden so drücke, als 
wenn über dem letzteren eine verticale Flüssigkeitssäule mit der 
Basis der Canalröhre und bis zur Höhe des Caualuiveaus lastete, 
— um diesen allgemeinen Satz zu beweisen, bedient sich Sterin 
in dem angeführten Corollar einer in der That sinnreichen Wendung. 
Er macht nämlich zunächst geltend, dass die Ersetzung eines Theils 
der Flüssigkeitsmasse durch einen gleich schweren festen Körper 
den Druck auf den Boden nicht ändere. Alsdann ersetzt er alle 
Flüssigkeit dergestalt durch einen festen Körper, dass innerhalb 
des letzteren nur eine beliebig gewundene Kehre, die bis auf den 
Boden reicht, mit Flüssigkeit gefüllt bleibt, Der Druck dieses 
Flüssigkeitscanais auf den Boden ergiebt sich nun, wenn man den 
Druck des festen Körpers durch selbständige Festhaltung dieses 
Körpers isolirt denkt. Das Gefäss hat der Voraussetzung nach 
verticale Seitenwände und die Festhaltuug des die Flüssigkeit bis 
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auf den gewundenen Canal ersetzenden gleich schweren Körpers 
kann den Druck, den der letztere auf den gesaminten Boden mit 
Ausnahme der Oanalbasis ausübt, offenbar nicht ändern. Der frag- 
liche Körper ist nämlich auch ohnedies nicht verschiebbar, indem 
er sich ja der Voraussetzung nach im Gleichgewicht befindet. 
Seine Festhaltung ändert also nichts an dem Druck, den er übt 
oder erfährt. Sie dient nur, um die beiden Wirkungen, welche 
durch ihn und durch die Grundfläche der Röhre gegen den Boden 
des Gefässes ausgeübt werden, von einander zu trennen. Dieser 
Vorstellungsart gemäss ergiebt sich nun, dass von dem auf dem 
Boden gleichvertheilten Druck derjenige Theil desselben, welcher 
der Canalbasis entspricht, auch wirklich durch die Fortpflanzung 
der Spannungen in dieser gewundenen Flüssigkeitsröhre verursacht 
wird. Der umgebende Körper bildet aber für diese Flüssigkeit 
nichts als eine Wandung, und so ist denn bewiesen, dass in einer 
beliebig gestalte! en Röhre, d. h. überhaupt in einem beliebig ge- 
stalteten Gefäss, dessen Boden jedoch horizontal ist, der auf diesen 
Boden ausgeübte Druck dem Gewicht einer Flüssigkeitssäule ent- 
spricht, welche diesen Boden zur Grundfläche und die Erhebung 
des Niveaus zur Höhe hat. 

Wir haben diese Stevinsche Ableitungsart ausführlicher dar- 
gestellt, weil dieselbe zeigt, welche Kunstgrifte erforderlich werden 
können, wenn man bei den specifiseh hydrostatischen Principien 
stehen bleibt und keine Annäherung an die allgemeinen statischen 
Gesetze unternimmt. Der Bew r eis, den Sterin für die Druckgrösse 
giebt, welche die Seitenwände zu erleiden haben, hat mehr mathe- 
matisches als mechanisches Interesse. Die elfte Proposition *'), in 
welcher die au sich schwierige Bestimmung des Seitendrucks aus- 
geführt wird, zeichnet sich daher mehr durch die Anwendung 
einer Art infinitesimaler Zerlegung«- und Grenzmethode, als durch 
neue mechanische Gesichtspunkte aus. Das mathematische Kunst- 
mittel ist hier die Einschliessung in Grenzen. Es wird eine un- 
begrenzte Anzahl horizontaler Schichten gebildet. Der jeder Schicht 
entsprechende Streifen der Wandung würde nun mehr gedrückt 
werden, wenn er, statt irgend einen Winkel zu bilden, am untern 
Niveau der Schicht horizontal gelegen wäre: uud er würde weniger 
gedrückt werden, wenn er in der Ebene des oberen Niveaus läge. 
Der Druck, den er wirklich erfährt, ist in diesen beiden Grenzen 
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eingeschlossen, und da sich diese Grenzen beliebig nähern lassen, 
so lässt sich ein strenges Grenzresultat finden. Heute würden wir 
von vornherein unbegrenzt kleine Flächenelemente annehmen, und 
sofort summiren oder integriren. Jeder Punkt der Seitenwand 
wird alsdann so gedrückt, als wenn sich über ihm eine verticale 
Flüssigkeitssäule bis zur Höhe des obersten Niveaus befände. 
Die Bestimmung di»f Höhe des Cylinders, welchen man sich über 
einem begrenzten, irgend eine krumme. Oberfläche repräseiitireuden 
Stück der Soitenwandung, auf der Ausbreitung des letzteren in 
einer Ebene, lastend denken muss, ist nun reine Sache der Rechnung 
und hängt nicht mehr von der Anwendung mechanischer Grundsätze 
ab. Hieran ändert auch diejenige Ausdrucksart dieser Höhe nichts, 
nach welcher dieselbe als der verticale Abstand des Schwerpunkts 
der Fläche von dem Niveau der Flüssigkeit bezeichnet wird. 
Diese Fonimlirungsart ist nämlich rein mathematisch, und selbst 
der Begriff des Schwerpunkts spielt hiebei keine mechanische Bolle. 

46. Während Stevin mit seiner hydrostatischen Methode 
noch wesentlich auf dem Standpunkt des Archimedes stehen bleibt, 
unternimmt Galilei eine Begründung der hydrostatischen Verhält- 
nisse? auf die allgemeinen Grundsätze der Statik und insbesondere 
auf das Prhicip der virtuellen Geschwindigkeiten. Seine Abhand- 
lung über die schwimmenden Körper enthält eine grundlegende 
Einleitung ganz allgemeiner Natur, — ein Umstand, der uns schon 
oft geuöthigt hat, uns auf sie für die allgemeinen mechanischen 
Grundbegriffe und Grundsätze zu berufen, und der um so be- 
zeichnender ist, als der Verfasser mit der fraglichen Schrif 
wesentlich nur die Absicht hatte, die Archimedischen Hauptsätze 
der Hydrostatik gegen Einwendungen zu vertheidigen. In dieser 
Einleitung spricht er es, worau hier noch einmal erinnert sei, gradezu 
aus er wolle unmittelbarere Gründe als Archimedes angeben 
und eine andere. Methode befolgen. In dem erwähnten Zusammen- 
hang entwickelt er den Begriff des Moments, wie wir ihn Nr. 20 
auseinandergesetzt haben. Im Anschluss hieran stellt er denjenigen 
Grundsatz auf, der den axiomatischen Kern des Princips der 
virtuellen Geschwindigkeiten enthält, indem er die Momente bei 
ungleichen Gewichten durch das umgekehrte Verhältniss der Ge 
schwindigkeiten einander gleich werden lässt. Ganz unverkennbar 
und genau im modernen Sinne tritt nun aber das virtuelle Priucip 
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bei der besondern Behandlung der einzelnen, hydrostatischen Com- 
binationen hervor. 

Zunächst wird das partielle oder totale Einsinken der Körpe 
in Flüssigkeil ou aus den Verhältnissen der entgegengesetzten 
Momente erklärt'). In einer höchst eleganten Weise wird das 
virtuelle Princip dadurch zur Anwendung gebracht 2 ), dass das 
Einsinken eines Prisma iu eine von einem ebenfalls prismatischen 
Gefass begrenzte Flüssigkeit mit dem dadurch hervorgebrachten 
Steigen des Niveaus dieser Flüssigkeit verglichen wird. Die Er- 
hebung des Prisma entspricht hiebei in analoger Weise einem 
Sinken des Flüssigkeitsspiegels. Was nun hier als nach Maass- 
gabe des virtuellen Princips im Verhältnis» der Niveauausdehnung 
und der Prismabasis stehend gedacht wird, ist der Weg, den die 
Grundfläche des Prisma, und der Weg, den der Flüssigkeits- 
spiegel bei seiner Veränderung in verticaler Richtung besehreibt. 
Der Effect des Eintauchens des Prisma muss, wie man sieht, ein 
analoger sein, als wenn es sich um communicirende Röhren und 
um das Eingiesseu von Flüssigkeit iu die engere handelte. Dennoch 
kann man einig«! Bedenken hegen, ob die Vorstellung des Vor- 
gangs in Rücksicht auf den Einfluss, den die Vermehrung des 
Volumens der Gesammtmasse durch das Prisma ausübt, nicht 
etwa zu complicirt sei, um als ein einfacher Beweis gelten zu 
können. Diese Schwierigkeit würde jedoch nur die mathematische 
Auseinandersetzung betreffen. In rein mechanischer Hinsicht bleibt 
die Auffassungsart Galileis eine höchst naturgemässe. Während 
das Prisma unmittelbar nur nach Maassgabe seiner Grundfläche zu 
wirken hat, muss durch seine Bewegung mittelbar eine Erhebung 
nach Maassgabe des ganzen Niveaus bewerkstelligt werden. Die 
Geschwindigkeiten in der Bewegimg der einen und der andern 
Fläche müssen sich daher umgekehrt wie diese Flächen verhalten. 
Uebrigens hebt sich jene nur anscheinende Schwierigkeit, wenn 
mau erwägt, dass der Vorgang genau derselbe sein muss, wie wenn 
man bei communicirendeu Röhren in der engeren derselben die 
Flüssigkodt um eine gewisse Strecke hinunterdrückte. Das Niveau 
in der weitereu müsste alsdann in dem umgekehrten Verhältniss 
des Flächenquerschnitts steigen. Hienach ist Galileis Vor- 
stellungsart völlig exaet, und die beiden Momente, welche in 
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Frage kommen, sind einander gleich, weil sich die Geschwindig- 
keiten umgekehrt wie die afficirten Massen verhalten. 

Auf ähnliche Weise sucht nun Galilei die von Archimedes 
her bekannten Thatsachen stets auf das virtuelle Princip zurück- 
zuführen. Bemerkenswerth ist hiebet, dass er, wie in dem Fall 
dos eingetauchten oder herausgezogenen Prisma von vornherein von 
wirklichen Bewegungen ausgeht und so die starren Verhältnisse 
der Statik in ihrer Eutstehungsart und in ihren möglichen Ver- 
änderungen zur Anschauung bringt. Mau hat zwar an Einzel- 
heiten in Galileis Abhandlung über die schwimmenden Körper 
mancherlei auszusetzen gehabt, und auch noch Lagrange 1 ) hat 
sicli dem Urtheil, welches mehrfach die erforderliche Strenge der 
Ableitungen vermisst, im Allgemeinen angeschlossen ; indessen bleiben 
diese Bemängelungen für den entscheidenden Hauptpunkt uner- 
heblich. Der letztere besteht nämlich in der Verbindung der 
Hydrostatik mit der allgemeinen Mechanik und insbesondere in der 
Erkenntniss, dass das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten das 
geeignetste Erklärungsmittel für die Gleichgewichtsgesetze de 
Flüssigkeiten sei. 

47. Wir sehliessen an Galileis neue hydrostatische Beweis- 
methode hier gleich die in der That geistreichen Wendungen 
Pascals au, der unverkennbar durch den Vorgang des grossen 
Italieners auf seine Auftass migsart und auf die hydrostatische An- 
wendung des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten hingeleitet 
worden ist. In der, Tratte de Fequilibre des liqueurs betitelten 
Abhandlung, welche 1663, d. h. ein Jahr nach Pascals Tode 
herausgegeben wurde, wird jede Flüssigkeit, die sich in einem 
Gefäss befindet, als eine Maschine betrachtet, welche in ähnlicher 
Weise, wie der Hebel und die andern einfachen Potenzen die 
<ii 'inseitige Wirksamkeit der angreifenden Kräfte regelt und für 
deren Gleichgewicht bestimmte Verhältnisse vorschreibt. Auf der 
Grundlage dieser Anschauung wird das Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten sogar zur Erläuterung des gleichen Drucks ge- 
braucht, der auf jeden Theil der die Wandungsausschnitte er- 
setzenden Stempel gerichtet ist. Denkt man nämlich einen solchen 
Stempel um eine gewisse Strecke vorgeschoben, so dass er mit 
seinem cylinderförmigen Volumen einen entsprechenden Theil der 
Flüssigkeit verdrängt und ihn nöthigt, den andern Stempel, der 
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in einem andern Theil der Wandung angebracht ist, hinauszuschieben, 
so wird die Verschiebung dieses zweiten Stempels ihrer Grösse 
nach von der Oberfläche desselben, d. h. von dem Querschnitt des 
Cylinders abhängen, in welchem man denselben fortgeschoben 
denkt. Die Verhältnisse der Stempelbewegung werden genau 
dasselbe sein, was die Veränderungen des Niveaus in zwei 
comiminicireuden Röhren sind. Hienach werden die folgenden 
Worte Pascals, durch welche in der angeführten Schrift der me- 
thodische Hauptgesichtspunkt ausgedrückt ist 1 ), keiner weiteren 
Erläuterung bedürfen: „Man muss bewundern, dass sich in dieser 
neuen Maschine jene beständige Ordnung vorfindet, die bei allen 
früheren, nämlich dem Hebel, der Schraube ohne Ende u. s. w. 
statthat und darin besteht, dass der Weg in demselben Verhält- 

niss wie die Kraft vermehrt wird dergestalt, dass sich der 

Weg zum Weg wie die Kraft zur Kraft verhält, was man sogar 
für die wahre Ursache jener Wirkung nehmen kann, da es 
offenbar dasselbe ist, 100 Pfund Wasser einen Zoll Weges, als 
ein Pfund Wasser 100 Zoll machen zu lassen." Schon Galilei 
hatte sich in seiner kleinen Statik Mühe gegeben, das Vorurtheil 
zu bekämpfen, als wenn man vermöge der Maschinen die ange- 
brachte Kraft vermehren könne. Er hatte hiebei wiederholentlich 
bemerkt, dass man an dem einen Factor der Kraftwirkung, z. B. 
an dem Wege verliere, was man an dem andern Factor, also etwa 
der gleichzeitigen Intensität der Druckwirkung gewinne. Auch 
hatte er es schon bei den Formulirungen seiner Principien ausge- 
sprochen, dass sich die Momente aus Gewicht und Geschwindig- 
keit zusammensetzen, und dass der eine Factor als Compensation 
des theilweiseu Mangels des andern dienen könne. Aus diesem 
Grunde würde es unlüstorisch sein, die Pascalsche Bemerkung von 
den 100 Pfund, die einen Zoll und dem einen Pfund, welches 
100 Zoll weit bewegt wird, etwa von Descartes ableiten zu wollen, 
der allerdings die mechanische Einerleiheit der beiden Effecte 
ausdrücklich forniulirte, hiemit aber nichts mehr sagte, als was 
auch schon Galilei festgestellt und zum Vergleichungsprincip der 
Kräfte gemacht hatte. 

48. In unserer Untersuchung der statischen Principien im 
Zeitalter Galileis sind wir bis jetzt zu drei Ausgangspunkten ge- 
langt. Der eine derselben ist bereits vom Alterthum überliefert 
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und ist das Princip vom gleicharmigen und gleichbeschwerten 
Hebel oder, wenn man will, auch der daraus abgeleitete Satz von 
der Beschwerung des ungleicharmigen Hebels im umgekehrten 
Verhältnis« der Hebelarme, Der zweite Ausgangspunkt, nämlich 
das Gesetz des Gleichgewichts an der schiefen Ebene, erhält nur 
bei Stevin eine selbständige Begründung und wird bei Galilei, 
der nach Einheit der Prmeipien strebt, wenigstens scheinbar auf 
das Gleichgewicht des gleicharmigen Hebels zurückgeführt. Der 
dritte Ausgangspunkt ist derjenige, welcher am unmittelbarsten 
aus dem Begriff der Kraft und aus der Zerlegung derselben in 
zwei Factoren hervorgellt, und repräsentirt denjenigen Grundsatz, 
welchen man später in der umfassendsten Weise als Princip der 
virtuellen Geschwindigkeiten formulirte. Er ersetzt, wie schon 
Galilei annahm, sogar das Princip vom gleicharmigen Hebel und 
dient ausserdem zuerst dazu, von der allgemeinen Statik eine 
Brücke zur Hydrostatik zu schlagen. Doch ist auch dieser Aus- 
gangspunkt nicht im Stande, in seiner gewöhnlichen Gestalt das 
Princip der schiefen Ebene oder überhaupt der Reduction einer 
Kraft auf eine Richtung zu ersetzen, so dass der Einfluss der 
ßiohtungsverschiedenheiten der Kräfte auf ihre gemeinschaftliche 
Wirkung noch immer das principielle Hauptproblem bleibt. Diese 
Lücke ist um so fühlbarer, als sich die Beweise für den Satz 
vom Gleichgewicht an der schiefen Ebene als unbefriedigend, wie 
bei Stevin, oder als illusorisch, wie bei Galilei, erwiesen haben. 

Dasjenige Princip, durch welches später diese Lücke in einem 
gewissen Maass ausgefüllt wird, nämlich der Satz vom Parallelo- 
gramm der Kräfte, hat im Zeitalter Galileis nur erst eine rudimen- 
täre Gestalt. Obwohl es sich bei Galilei nicht blos auf phoro- 
nomiscbe Bewegungen, sondern auf die Momente oder Kräfte 
selbst beziehen soll, so hat das Rechteck, welches behufs 
parabolischen Wurfbewegung für die Zusammensetzung der horizon- 
talen Geschwindigkeit und der verticalen Schwere construirt wird, 
fchatsächlieh doch nur eine Bedeutung für die blossen Bewegimgs- 
erscheinungen, da dieses Beispiel keine Gelegenheit bietet, den 
Factor des Gewichts durch Geschwindigkeiten zu compensiren. 
Das Parallelogramm der Kräfte wird aber erst dadurch zu einem 
mehi* als phoroiiomischen Satz, dass die auf denselben Punkt 
wirkenden Kräfte nicht durch blosse Extensionen der von ihnen 
hervorzubringenden Bewegungen, sondern auch durch die Intensi- 
täten gemessen werden, die von dem Factor des Gewichts her- 
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rühren oder sonst eine Spannung oder rein statische Beziehung zur 
Ursache haben. Hiemit erklärt es sich auch leicht, warum in der 
fraglichen Periode die Zusammensetzung der Bewegungen eine 
ganz geläufige Vorstellung ist, während sich von einer statischen 
Anwendung des Princips der Zusammensetzung der Kräfte keine 
solche Spill- rindet, durch welche die Kenntniss dieser Seite des 
Princips bewiesen würde. Da nun dieser statische Gebrauch des 
Zusammensetzuugspriucips mit der principiellen Handhabung des 
Gesetzes der Reduction einer Kraft auf eine gegebene feste Eichtling 
wesentlich einerlei ist, so erklärt sich sogleich die Thatsache, wie 
auch der Satz von der schiefen Kbeue nicht in das rechte Licht 
treten und das völlig Fundamentale an demselben nicht abgesondert 
werden konnte. 

Eine besondere Illustration für den Gegensatz, in welch ein 
sich die Bemühungen um das Priucip der Zusammensetzung blosser 
Bewegungen zu der Aufgabe der eigentlichen Kräftezusammen- 
setzung befanden, bildet das theoretische Verhalten Robervals. Die 
berühmte Taiigentenmethode dieses überall den naturgemässesten 
Wegen nachgehenden Mathematikers beruht auf dem Princip des 
Parallelogramms der Bewegungen. Die Tangenten werden dadurch 
construirbar, dass man sie als die resultirenden Richtungen der 
die Curve beschreibenden Elementarb ewegungen behandelt. Wo 
sich für einen Punkt die Zusammensetzung der erzeugenden Be- 
wegungen ausführen lässt, ist auch hiemit die Taugente in diesem 
Punkte gegeben. Die Abhandlung l ), in welcher die Aufgabe der 
Tangentenziehung phoronomisch gelöst wird, trägt bezeichnender- 
weise die Ueberschrift „Bemerkungen über die Zusammensetzung 
der Bewegungen und über das Mittel die Tangenten an krumme 
Linien zu finden (Observations sur la composition des mouve- 
ments etc.)." Dort wird das Parallelogramm der Bewegungen 
ebenso präcis als eingehend entwickelt. Besonders interessant ist 
die Auffassung 2 ), nach welcher die beiden Linien der Seiten- 
bewegungen beide zugleich als bewegt und der Ort des Beweglichen 
als der fortschreitende Durchschnitt spunkt derselben vorgestellt 
wird. Hiedurch wird die doppelte Bewegung des Punktes sehr 
deutlich, indem derselbe durch das Heraustreten jeder Linie aus 
ihrer ursprünglichen Lage eine zwiefache und zugleich seinen ur- 



») Memoiroa <lo l'acadeinio des sciences (von 16G6— OQ) Bd. VI Paris 1730. 
*) Ibid. S. 7. 
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sprünglichen Determinationen entsprechende Position erhält. Er 
soll sich nämlich stets Zugleich nach zwei Richtungen bewegen, 
und dies kann offenbar nur so geschehen, dass er den Linien, die 
ursprünglich diese beiden Richtungen ausdrücken, mit seinen ihm 
in jedem Punkt anhaftenden Richtungen parallel bleibt. Die 
fortschreitenden Linien stellen also die den Punkt affieireuden 
Richtungen und ausserdem durch das Verhältnis* der Geschwindig- 
keit ihres Fortschreitens auch die determinirendeu Geschwindig- 
keiten dar. 

Die Voraussetzung, dass die Taugente in einem Punkt einer 
Curve die Eewegungsrichtung darstelle, wird von Roherval als 
Axiom hingestellt. Für das in der 5. Proposition ') aufgestellte 
Tangentenproblem wird zunächst die allgemeine Lösung in Form 
der allgemeinen Regel gegeben, die Componenten der Bewegungs- 
richtung aufzusuchen, und es wird dann die specielle Anwendung 
dieser Regel an einer Reihe von Curven gezeigt, wobei der 
einfache Fall der Parabel das erste Beispiel liefert. Obwohl 
nun die geometrischen Erörterungen, die sich an die Behandlung 
der verschiedenen Curven anschliessen , den materiellen Haupt- 
inhalt der ganzen Arbeit repräsentiren, so bleibt doch für die 
Mechanik jene vorbereitende Auseinandersetzung des Princips der 
Zusammensetzung der Bewegungen sehr werthvoll. Noch höher 
stellt sich dieser Werth, wenu man die eleganten Robervalschen 
Entwicklungen mit den uubehülflicheu und weitschichtigen Aus- 
lassungen vergleicht, zu denen später Varignon veranlasst wurde, 
als er dem Zusamniensetzungsprincip der Kräfte eine statische 
Bedeutung und Anwendung gab. Auch beruht dieser Vorzug nicht 
etwa auf der äusseren stilistischen Fassung, sondern auf der 
Klarheit und Schärfe des Gedankenganges; denn jene Abhandlung 
über die Zusammensetzung der Bewegungen, die erst 1693, also 
18 Jahre nach dem Tode ihres Verfassers in einem Foliobande 
der Pariser Akademie erschien, war nicht einmal von Roberval 
selbst unmittelbar abgefasst worden. Sie war die Redaction 
eines Privatschülers, jedoch 1(568 von Roberval behufs Vorlesung 
in der Akadeuiie mit Randbemerkungen versehen worden. 

In einem nur einige Seiten füllenden Aufsatz unter dem 
Titel: „Projet d'uu livre de mecanique traitant des mouvements 
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eomposes" 1 ) wird die Idee einer Art Phoronomie oder Kinematik, 
oder vielmehr der Auffassung der gesanimten Natur aus dem Ge- 
sichtspunkt der Zusammensetzung der Bewegungen entwickelt. 
Hicbei werden alle Kräftewirkuugen, einschliesslich der animalischen, 
als Ergebnisse von Zusammensetzungen angesehen. Man sieht also, 
dass Roberval das Problem in seiner weitesten Ausdehnung ins 
Auge fasste, uud dass er davon ausging, mit seinem Princip der 
Zusammensetzung der Bewegungen alle Orts Veränderungen in der 
belebten wie in der unbelebten Natur decken und aus einfacheren 
Antrieben erklärlich machen zu können. Um so bemerkenswerther 
bleibt nun für das Verständniss der geschichtlichen Entwicklung 
die Thatsache, dass derselbe Autor, welcher sich vorzugsweise mit 
der Zusammensetzung der Bewegungen beschäftigte, der rein 
statischen Seite der Kräftezusammensetzung nicht nähergetreten ist. 

49. Das Bild, welches wir von der Auffassung der statischen 
Principien im Zeitalter Galileis entworfen haben, ist, abgesehen 
von dem Keim, welcher sich für das später fruchtbarer gewordene 
Princip der geringsten Wirkung bereits bei Permat rindet, durch 
das Eingehen auf andere Erscheinungen und Persönlichkeiten nicht 
vollständiger zu machen, als es sich ohnedies verzeichnen lieSS. 
Höchstens kann es noch hier und da an Deutlichkeit gewinnen, 
wenn man zeigt, wie es von manchen Seiten aufgefasst uud bis- 
weilen ernstlich missverstanden wurde. Die Art, wie sich Descartes 
zu den Errungenschaften seiner Zeit und namentlich zu der neuen 
Wissenschaft Galileis stellte, wird uns im nächsten Capitel be- 
schäftigen, in welchem wir den Einfhiss der metaphysischen Aus- 
gangspunkte zu erörtern haben. Da Descartes' Ruhm einerseits 
auf seiner Geometiie und andererseits auf seiner Philosophiii be- 
ruht, und da uns die Grundlegung der analytischen Geometrie 
hier nicht unmittelbar interessirt, so wird Cartesius Bedeutung für 
die Mechanik vornehmlich in dem Einrluss der philosophischen 
Form seiner Gesichtspunkte bestehen und daher fast ausschliesslich 
in das nächste Capitel gehören. An dieser Stelle müssen wir 
jedoch noch sein Verhalten zu den statischen Principien in so weit 
zur Erwähnung bringen, als sich dasselbe von der dem jiingern 
Zeitgenossen Galileis zugänglichen üeberlieferung gelegentlich durch 
einen eigenthüinliehen Zug unterscheidet. 




Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten musste für 
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einen philosophischen Denker besondere Anziehungskraft haben, da 
es sich seinem wesentlichen Gehalt nach als eine blosse Folgerung 
aus dem Begriff der Kraft gewinnen lässt. In der That wird es 
auch von Cartesius auf die statischen Grundverhältnisse angewendet, 
und der Französische Denker zeichnet sich hiebei noch besonders 
durch die Berücksichtigung des Flaschenzuges aus. Die letztere 
Vorrichtung bildet mit dem Hebel und der schiefen Ebene zu- 
sammen die Hauptbeispiele, an welchen das zuerst abstract dar- 
gelegte Princip erläutert wird. In einem an Mersenne gerichteten 
Brief 3 ) findet sich die ganze Auffassung der Statik durch Cartesius 
verhältnissmässig kurz auseinandergesetzt. Von Erheblichkeit ist 
darin ausser der sehr geschickt gewählten Anwendung auf den 
Flaschenzug die Darlegung der Fundamentalidee, wonach sich die 
Kraft aus zwei Factoreu', nämlich Gewicht und Geschwindigkeit, 
zusammensetzt. 

Diese Idee war zwar schon von Galilei deutlich genug ausge- 
sprochen worden und bei der Messung der Momente, d. h. der 
Wirkuugsgrössen leitend gewesen; allein Descartes hat für dieselbe 
einen innem, so zu sagen nur logischen Grund anzugeben versucht. 
Es sei dasselbe, meint er, 100 Pfund einen Fuss heben und noch 
einmal ausserdem dies thun, als zusammen 200 Pfund einen Fuss 
heben 2 ). Wirklich geschieht in dem letzteren Falle nur gleichzeitig, 
was in dem andern Falle nacheinander ausgeführt wird. Diese 
quantitative Einerleiheit des getheilteii und des einheitlichen Vor- 
ganges ist offenbar der letzte Grund, der sieh für die Gleichheit 
der in beiden Fällen aufgewendeten Kraftgrösse nur irgend an- 
geben lässt. In der engsten Verbindung mit dieser Vorstellungsart 
steht nun auch der technische Begriff der Bewegungsgrösse (quantite 
de mouvement), welcher nicht etwa die blosse Ausdehnung der 
phoronomischen Bewegimg sondern auch die bewegte Masse in 
Rechnung zieht. Nach diesem Begriff ist also die Bewegung 
doppelt so gross, wenn das doppelte Gewicht dieselbe Ortsver- 
änderung erfährt, und sechsmal so gross, wenn zugleich der 
Baum verdreifacht wird. Die beiden Factoren der Bewegungsgrösse 
treten hiedurch iu ihrer TJrsprüuglichkeit deutlich genug hervor, 
und die einzige Unbestimmtheit, die noch übrig bleibt, bezieht 
sich auf die Frage nach der gemeinschaftlichen Zeiteinheit oder 
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überhaupt nach der zeitlichen Identität, welche etwa bei der Ver- 
gleichung der räumlichen Bewegungen vorausgesetzt werden soll. 
Galilei hatte sofort die Geschwindigkeiten eingeführt und hie durch 
jede Unsicherheit der Vorstellung ausgeschlossen. Wir verfolgen 
diesen Unterschied hier jedoch nicht, indem beide Vorstellungen 
zunächst auf dasselbe Resultat hinzielen und sich in ihren Folgen 
erst verschiedentlich zu verzweigen anfangen, sobald der Streit 
über die verschiedenen Messungsarten der Kräfte oder vielmehr 
über die auseinandergehenden Ideen beginnt, von denen die einzig 
richtige Sehätzungsart der Kräfte begleitet sein kann. 

Der Uebergang von der eben erläuterten Vorstellung zu dem 
virtuellen Princip wird durch die Bemerkung gemacht, dass es 
für die Vergleichuug der statischen Kräfte auf den Anfang der 
eventuellen Bewegung ankomme. Der Umstand, dass der Flaschenzug 
in seiner einfachsten Gestalt das erste Beispiel bildet, ist sehr be- 
zeichnend. In der That giebt es keine andere einfache Vorrichtung, 
durch welche man eine extensive Kraftwirkung in eine intensive 
Aeusserungsform so anschaulich umsetzen und die Kraftelemente, 
die sich an dem einen Ende mit ihren Wirkungen aneinander- 
reihen, einander gleichzeitig nebenordnen könnte. Die parallelen 
Seile repräsent iren die intensive Summinmg oder Nebenordnung 
der Spannungen. Während sich der bewegliche Kolben verschiebt, 
erfährt das Seil an seinem Ende eine Bewegung, die sich nach 
der Anzahl der parallelen Ueberführungen über die Rollen richtet. 
Umgekehrt entspricht einer Fortziehuug des Seilendes eine in dem- 
selben Verhältnis« verminderte Anziehung des beweglichen Kolbens. 
Man hat es also durch eine solche Vorrichtung, deren nähere 
Kenntniss hier natürlich vorausgesetzt wird, in der Hand, einer 
mehr extensiven Bewegungsgrösse oder Kraftgrösse eine mehr 
intensive Form zu geben. Die Spannungen in der ganzen Länge 
des Seils müssen gleich sein, und es vertreten daher die mehrfach 
an demselben Kolben ziehenden Seile auch eine mehrfache Spannung 
oder Kraft, Sehr einfach gestaltet sich die Vorstellung des Vor- 
gangs, wenn man sich mit Cartesius zunächst auf den FaU be- 
schränkt, dass an einem Seil, welches an dem einen Ende befestigt 
ist und ausserdem noch auf der andern Seite mit seinem freien 
Ende über eine fest angebrachte Rolle führt, eine andere Rolle, 
die zugleich den Angriffspunkt der Gewichte oder Kräfte bildet, 
frei hängt und so eingelegt ist, dass sie von dein unter ihr fort- 
gleitenden Seil gehoben oder herabgelassen wird. Hiebei ist nun 
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klar, dass wenn die Seiltheüe parallel laufen, einer Anziehung des 
Seilendes nni eine bestimmte Strecke das Steigen der bewegliehen 
Rolle um die Hälfte dieser Strecke entsprechen muss. Das doppelt 
genommene Seil verkürzt sich nämlich als solches nur um die 
Hälfte der Minderung der Längenausdehnung des einfachen Seils, 
Die Wege werden sich umgekehrt wie die Intensitäten der Spannungen 
oder Gewichte verhalten. Hiemit ist zugleich die Art dargethan, 
wie man den einen Factor der Kraft in den andern verwandeln 
und das Doppelte einer Spannung oder Gewichtswirkung an Stelle 
der einfachen, extensiven Wirkungsart erzielen kann. 

Es bedarf wohl keiner weiteren Erläuterung, wie an der voraus- 
gesetzten Vorrichtung die gleichzeitigen virtuellen Wege, d. h. die 
virtuellen Geschwindigkeiten im umgekehrten Verhältnis» der an- 
greifenden Gewichte oder der die statischen Wirkungen repräsen- 
tirenden Federspanmmgen stehen müssen. Auch haben wir die 
Cartesische Behandlung des Ftaschenzugs nur besonders hervor- 
gehoben, weil sie sich durch die unmittelbare Anknüpfung an den 
Kraftbegriff und an das virtuelle Princip auszeichnet. Galilei hatte 
bei seiner Erörterung des Gegenstandes ] ) den Hauptton auf die 
Herbeiziehung von Hebelcombinationeu gelegt und sich weniger 
um die einfache Vorstellungsart bekümmert, vermöge deren sich 
die Wirkung des Flaschenzuges sogar als Ausgangspunkt für eine 
ganz allgemeine Nachweisung der virtuellen Verhältnisse der Kräfte 
benutzen lässt. Sehr spät kam ein neuerer, nämlich Lagrange, 
auf diese Seite des Flaschenzuges zurück und versuchte dadurch, 
dass er alle zu einem System vereinigten Kräfte durch eine 
Flaschenzugvorrichtung repräseutirte, vom Satz der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten einen eigentlichen Beweis -) zu geben. Diese 
sehr natürliche Combination des Princips des Flaschenzugs mit 
demjenigen der virtuellen Geschwindigkeiten ist, wie wir gesehen 
haben, in ihrer einfachsten und ursprünglichsten Form sehr alt, 
wird uns aber in einem späteren Stadium noch einmal besonders 
beschäftigen müssen, um als Ausgangspunkt der Kritik der Be- 
weisversuche für das virtuelle Princip zu dienen. 

50. Das virtuelle Princip ist das allgemeinste und so zu 



') Delle taglie, in Deila seienza nieccauica, Bd. XI ilor angef. Ausg. 
der AVerke, S. 104—112. 

J ) Erst in der 2. Ausg. der Mec. anal. Bd. I, erste Abth., Sect. I, 
Art. 18-19. 



sagen am meisten philosophische, welches wir bis jetzt zu be- 
rücksichtigen hatten. Die weitere Entwicklung der Mechanik führt 
zu allgemeinen Formulirungen von grosser Tragweite, unter denen 
einige der Statik und Dynamik gemeinsam sind und zu ihrem 
Kern gewisse Vorstellungen über einen geringsten Kraftaufwand 
haben. Einerseits werden diese Ideen durch die Rücksicht auf die 
inathematischen Minima der Functionen und andererseits durch 
die Annahme bestimmt, dass die Natur überall diejenigen Com- 
binationen verursache, für welche sieh der geringste Widerstand 
vorfindet. Der Umstand, dass sich der geniale Mathematiker 
Fennat mit einer Methode für Maxima und Minima beschäftigte, 
die als Keim der Differentialrechnung angesehen werden kann, 
macht es sehr begreiflich, dass er auch in seiner Auflas sungsart 
mechanischer Vorgänge und zwar speciell in seinen Speculationon 
über das Cartesische Gesetz der Lichtbrechung auf den Gedanken 
kam, die Natur befolge bei dem Fortpflanzen der Bewegung eine Art 
Gesetz der Minima. Er ist auf diese Weise der Urheber desjenigen 
Princips geworden, welches man gewöhnlich als das der geringsten 
Wirkung (de la moiudre action) bezeichnet, und welches durch 
Maupertuis für Dynamik und Statik in einer Weise erörtert wurde, 
welche viel Aufsehen gemacht hat. Diese spätere Berühmtheit 
des Princips in seinen dynamischen und statischen Anwendungen 
nöthigt uns, schon hier den Fermatschen Grundgedanken hervorzu- 
heben. In einem Brief des fraglicheu Mathematikers heisst es 1 ): 
„Ich sah kein zuverlässigeres Mittel als die Brechungen in dem 
einzigen Princip zu suchen, dass die Natur immerauf den kürzesten 
Wegen thätig ist (agit toujours par les voies los plus courtes)." 
Es lasse sich, meint er, auf diese Weise der Punkt der Brechung 
bestimmen. Der Beweis, welcher in dem erwähnten Brief abge- 
sondert 2 ) für das Princip als den letzten Grund des Sinusgesetzes 
der Lichtbrechung an der Grenze verschiedener Medien geometrisch 
geführt wird, hat zum eigentlichen Thema den Umstand, dass von 
einem Punkt des einfallenden zu einem Punkt des gebrochenen 
Strahls jeder Weg, der durch einen andern Einfallspuukt führte, 
mit mehr Widerstand verknüpft und zeitlich länger sein würde, als 
der ursprünglich der Brechungsregel gemäss vorausgesetzte. Da die 
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Widerstände in den beiden Medien verschieden sind, so ist die 
geringste Widerstandssiunme nnd mithin auch die kürzeste Zeit 
für den ganzen Weg und den Winkel, in welchem sich derselbe 
am Einfallspunkt bricht, das Maassgebende. 

Ohne hier näher auf die geometrischen Erläuterungen einzu- 
gehen, bemerken wir nur, dass Fermat schliesslich seiner natur- 
philosophischen Idee einen bezeichnenden Ausdruck verleiht, indem 
er 1 ) von der Natur sagt, es sei aus jener Nachweisung zu er- 
sehen, „dass diese grosse Arbeiterin unserer Instrumente und 
Maschinen nicht bedarf, um ihre Operationen zu vollziehen." 
Späterhin werden wir bei der allgemeinen Prüfung des Princips 
der geringsten Wirkung zeigen, dass es in einem gewissen exact 
bestimmbaren Sinn allerdings ganz allgemeine Gültigkeit hat und 
sogar jeder einfachsten Kräftecombinatiou zu Grunde liegt. Es 
wird sich also dieses bis jetzt so dunkel gebliebene Princip ebenso 
wie dasjenige der virtuellen Geschwindigkeiten nicht nur auf die 
einfachsten Maschinen sondern auch schon auf die elementarsten 
Kräftebeziehungen, also namentlich auf das Parallelogramm der 
Kräfte anwenden und in diesen Grundformen aller Wirkungsweisen 
der Natur auffinden lassen. Hieraus wird sich dann erklären, wie 
in jedem verwickeiteren Vorgang mechanische] - Natur und mithin 
auch in dem Gesetz der Lichtbrechung jenes Princip nachzuweisen 
sein müsse. Bei dieser Betrachtungsart wird dann aber auch der 
Gesichtspunkt des Zweckes völlig zurücktreten und sogar über- 
flüssig werden. Es wird sich alsdann feststellen, dass die „grosse 
Arbeiterin," auch von allen Zwecken abgesehen, nicht umhin kann, 
in ihren Operationen gewisse Minima zu beobachten oder viel- 
mehr nach rein wirkender und von Zwecken unabhängiger Causalität 
zu produciren. 

Schon Heron der Mechaniker soll 2 ) die Reflexion des Lichts 
auf dasselbe Princip zurückgeführt haben, und es wäre daher 
möglich, dass Fermat, der die Keste des Alterthums genau kannte, 
durch jene frühere Auffassung zur eignen Verfolgung der Idee bei 
Gelegenheit seiner Streitigkeiten mit Cartesius veranlasst worden 
wäre. Woher aber auch die erste Anregung dazu gekommen sein 
mag, der allgemeinen naturphilosophischen Idee eine mechanische 
und zunächst speciell optische Seite abzugewinnen; — jedenfalls 
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ist der Anknüpfungspunkt vorläufig ein sehr entlegener geblieben, 
und es ist auf diese Weise begreiflich, warum das neue Princip 
bis auf die Gegenwart eine so zweideutige und den übrigen ein- 
fachen Grundsätzen der Statik und Dynamik so entfremdete Rolle 
spielen konnte. Auch seine sehr intime Beziehung zu dem statischen 
Verhalten der Kräfte ist von uns hier blos vorausgesetzt worden 
und kann erst später bei der Sichtung seines vielseitiger ge- 
wordenen Inhalts nachgewiesen werden. Die metaphysische Form, 
in welcher das Princip -zuerst auftrat, trägt die Schuld, dass es 
der weiteren Entwicklungsgeschichte eine Reihe von Streitigkeiten 
hinterliess. Eine ähnliche Bemerkung wird sich uns unwillkürlich 
für alle Begriffe und Vorstellimgsarten aufdrängen, welche eine 
specifisch metaphysische Seite haben, und das nächste Capitel, 
welches die philosophisch metaphysischen Einflüsse darzustellen 
hat, wird diesen Sachverhalt mehrfach bestätigen. 



Fünftes Capitel. 

Einwirkungen der gleichzeitigen Philosophie. 

51. Im Zeitalter Galileis kann die Stellung der philosophischen 
Richtungen wesentlich nur nach zwei Seiten in Frage kommen. 
Zunächst sind es die Aristotelischen Doctrinen, welche der Aner- 
kennung der neuen Wissenschaften und neuen Methoden am 
meisten entgegenstehen. Alsdann ist es die relbrmirte Philosophie 
in der Person des Cartesius selbst, die in die unmittelbarste 
Berührung mit den Grundvorstellungen der Mechanik geräth. Da- 
gegen bleiben Bacons Gesichtspunkte für die Principien der 
Mechanik gleichgültig, da der Englische Philosoph nicht einmal 
die allerersten Elemente der Archimedischen Statik, geschweige 
die neuen Bestrebungen kannte. Auch lag die Richtung seines 
Geistes so weit von mathematischen und mechanischen üeductionen 
ab, dass seine Arbeiten in dieser Beziehung auch später unerheblich 
bleiben mussten und weder eine günstige noch ungünstige Ein- 
wirkung ausüben konnten. Die Art von Iuductiou, welche er fin- 
den Erwerb «Jos Xaturwissens empfahl, Hess sich auf Wissenschaften 
mit ausgeprägt rationellen und deduktiven Elementen gar nicht 
anwenden. Der allgemeine Grundsatz aber, sich vornehmlich auf 
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dir Erfahrung zu stützen, war bereite anabhäftgig von Bäcon, und 
ehe seine Schriften bekannter wurden, mehr und mehr zur Geltung; 
gelangt. Schon Leonardo da Yinci hatte, wie wir Nr. 10 nachge- 
wiesen haben, die zutreffendsten Grundsätze über Erfahrung, 
rationelle Speculation und das durch die Mathematik vermittelte 
Zusammenwirken beider aufgestellt. Die allgemeine Italiänisehe 
Heaction gegen die Aristotelischen Traditionen äusserte sich dann 
.später darin, dass die bahnbrechenden Persönlichkeiten, wie Galilei, 
den metaphysischen Traditionen nach Kräften entsagten und sich 
von vornherein, unbekümmert um die überlieferte Metaphysik und 
Naturphilosophie, auf einen rein positiven Standpunkt zu stellen 
suchten. Das Erfahrungsprincip und die Kritik der Ideen durch 
die Thatsacheu spielte hiebei natürlich eine entscheidende Rolle. 
Indessen ist der Antheil einer echten Speculation grade in Rücksicht 
auf die mechanischen Principien so überwiegend, dass empirische 
Grundsätze in der Weise Bacons der Behandlung der Statik und 
Dynamik nur hätten hinderlich sein können, wenn sie oder etwas 
Aehnliches zum Leitfaden genommen worden wären. Uebrigens 
könnte auch die gauze Frage nach dem Verhältniss der Baconischen 
Philosophie zur Entwicklung der Mechanik erst nach Galileis 
Grundlegungen einen Sinn haben, da die letztem thatsächlich 
früher fertig waren, als Bacons, auf die Methode bezügliche Ver- 
öffentlichungen. 

Die Chicanon, welche einem Galilei von den Aristotelikern 
bereitet wurden, waren, wie z. B. die Leugnung der einfachsten 
Vorstellungen über den freien Fall der Körper, nur auf Grund des 
Autoritätsprincips zu bewerkstelligen. Die Gewohnheit, Bücher 
als letzte Quelle der Wahrheit zu betrachten, wo das eigne 
Denken oder die Thatsacheu entscheiden müssen, Avar der Stütz- 
punkt aller jener Widerspenstigkeiten gegen die neuen Grundlagen 
der Mechanik. Die Person des Simplicius, deren Name an einen 
Commeutator des Aristoteles erinnert, vertritt in den Galileischen 
Dialogen jenen Standpunkt, der allen Disciplinen eigen ist, die 
historisch gewöhnt sind, irgend welche Schriften als letzte Eut- 
scheidungsquelle zu betrachten. 

Wie aber der Geist der Aristotelischen Naturphilosophie 
selbst dazu gedient habe, die Schwierigkeiten principieller Fest- 
stellungen in der Mechanik zu vermehren, wird sich am besten 
zeigen, wenn wir an seiner Stelle das allgemeine Gepräge 
metaphysischer Speculationsart berücksichtigen, wie es sich auch 
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noch in vielen Urtheilen des Cartesius vorfindet. Das Verhalten 
dieses sich principiell von dem Aristotelismus lossagenden und 
metaphysisch reformatorischen Philosophen, der zugleich Mathe- 
matiker war und die mechanischen Probleme selbständig behandelte, 
kann am besten lehren, wo das Hemmende und das Fördernde 
der rein philosophischen Speculation zu suchen ist. 

52. Ohue rationelle Speculation Hess sich in der Erfassung 
der mechanischen Principien nichts ausrichten, und wir haben 
bereits Nr. 25 auf den Antheil hingewiesen, den das echt 
speculative Element an den Erfolgen Galileis gehabt hatte. In 
dieser Beziehung kann man sagen, dass bei dem Schöpfer der 
'Dynamik viel Philosophie anzutreffen sei, und auch in diesem 
Sinne rechtfertigt sieh sein eigner Ausspruch „er habe mehr Jahre 
auf die Philosophie als Monate auf die Mathematik gewendet." l ) 
War auch die Bezeichnung als Philosophie damals und noch 
lange nachher vielfach in einem sein - allgemeinen .Sinne üblich, 
so lässt sieh doch bei Galilei das Wort auch in einem engeren 
Sinne anwenden. Die Erfassung der letzten angehbaren Gründe 
war auch sein Gesichtspunkt, und wenn er diese äusserst«! 
Principien nicht so verstand, wie es die eigentliche Metaphysik in 
der Person des Cartesius that, so begründet dieser Unterschied 
eine Abweichung in der Art und Methode, nicht aber in der 
allgemeinen Gattung der Speculation. Das den beiden Richtungen 
gemeinsame Ziel ist die Feststellung der äussersten Principien, 
zu denen man für die Mechanik gelangen könne. Wir werden 
sehen, wie die mehr logisch metaphysische Verfahnmgsart des 
Französischen Denkers im Verhältniss zu der Galileischen Denk- 
weise erscheint, indem wir die eignen Aussprüche Descartes' zu 
Grunde legen. 

Zunächst muss jedoch bemerkt werden, dass zwei Haupt- 
punkte im naturphilosophischeu System des Descartes die be- 
schichte der allgemeinen mechanischen Principien nur sehr indirect 
berühren. Es sind dies sein metaphysischer Gegensatz von Aus- 
dehnung und Denken und seine Vorstellung, dass die kosmischen 
Bewegungen Wirbel s ) seien, welche durch das Kreisen der die 

'i Brief r. 7. Mai Kilo, in Bd. VI der angef. Ausg. der Werke, S. 99. 

*j Huyghens sagt am Sehluss seines Kosmotheoros: Die kosmische 
„('ommentatiou bei Cartesius ist ganz und gar aus so leichtfertigen (Müden 
gewebt, dass es mich oft wundert, wie er auf die Vereinbarung solcher Er- 
dichtungen soviel Mühe habe wenden können." 



Weltkörper umgebenden feinen Materie erzeugt würden. Diese 
Idee, welche den Keplerschen Thatsachen und den Newtonschen 
Begründungen der allgemeinen Gravitation weichen musste, schliesst 
zugleich die Meinung ein, dass jede Bewegung zunächst immer 
wieder durch etwas, was selbst bewegt ist, nicht aber durch ver- 
borgene Ursachen zu erklären sei. So richtig mm der philoso- 
phische Gesichtspunkt auch ist, dass man durch die Berufung auf 
eine causa occulta das Verstäudniss nicht fördere, so kann doch 
der scholastische Gebrauch eines solchen Begritfs nicht zugleich 
die richtigen aber ähnlichen Vorstellungsarten der modernen An- 
schauungsweise ausschliessen. Schliesslich sind alle Ursachen, 
insofern sie als fundamentale Naturkräfte gedacht werden, in 
einem gewissen Sinne verborgen, d. h. nicht weiter erklärbar, und 
man muss sich bei ihrer Thatsächlichkeit beruhigen. Die Newton- 
sche Gravitation war nun allerdings eine Ursache oder Kraft und 
nicht bereits eine Bewegimg, aus welcher man, wie in den 
Maschinen, andere Bewegungen durch Uebertragung hätte ent- 
stehen lassen können. Die Cartesianer und Leibniz hatten daher 
Unrecht, wenn sie den Newtonschen Grundsätzen Seholasticismus 
vorwarfen und die Gravitation als verborgene Ursache nicht gelten 
lassen wollten. Die Ursachen an sich selbst kommen in der mo- 
dernen Anschauungsweise gar nicht oder vielmehr nur als Formen 
der Zusammenfassung von Erscheinungsgruppen und der logischen 
Handhabung der phänomenalen Thatsachen in Frage. Der Caite- 
sische Aetlier, welcher durch sein Kreisen die festeren materiellen 
Massen mit sich fortführen soll, ist eine ganz willkürliche Voraus- 
setzung und sieht, da weder Erfahrung noch Raisonuement zu 
seiner Conception hinreichende Veranlassimg geben, selbst wie eine 
verborgene Ursache der Scholastiker aus. Unsere moderne Aether- 
hypothese ist dagegen etwas Unumgängliches; aber diesem Aether 
als Träger der Liehtschwiiigungen u. dgl. wird auch keine andere 
Bewegung beigelegt, als diejenige, welche sich in den Er- 
scheinungen kundgiebt. 

Es ist daher durchaus nothwendig, die mechanischen Kräfte 
irgend einmal als Ursachen der Bewegungserscheiuimgen zu fassen, 
und die Meinung, dass mir das selbst Bewegte wiederum bewegen 
könne, berichtigt sich schon dadurch, dass sie durch ihre still- 
schweigende Voraussetzung eines ersten unerklärlich Bewegten die 
Nöthigung anerkennt, den letzten Ursprung aüer Bewegungs- 
erscheinungen in etwas zu setzen, was an sich selbst nicht Be- 



wegungserscheinung ist und als solches jeder anschaulichen Orts- 
veränderimg, d; h. jeder phoronomischen Betätigung dem Bange 
nach vorangelit. Die wirbelnde feine Materie ist mitbin auch in 
rein formaler Beziehung ein verhalfnissmässig rohes Erklärungs- 
princip, welches mit den Dichtungen der antiken Naturphilosophie 
auf einer Linie steht. Der Umstand, dass Cartesius die wesent- 
liche Eigenschaft des Körperlichen einseitig in der Ausdehnung 
sucht und demselben die iunern Kräfte abspricht, hängt mit jenem 
Princip der Erklärung von Bewegungen durch andere Bewegungen 
offenbar zusammen. Doch hat das Maschineninässige, welches in 
der Naturphilosophie des Cartesius als Vorbild maassgebeud ist, 
wenigstens dazu mitgewirkt, den Geschmack an mechanischen 
Auffassungen der Naturvorgänge zu verbreiten, und muss auf diese 
Weise wenigstens indirect auch der strengem Mechanik einen 
weitern Einfluss verschafft haben. 

Ausser den skizzirteu, uns hier am wenigsten angehenden 
Vorstellungsarten finden sich in Descartes' „Principien der Philo- 
sophie" auch philosophische Eormulirungen der obersten Principien 
der mechanischen Bewegung. Obwohl nun das Richtige in diesen 
Formulirungen tatsächlich nichts Neues bietet, so sind doch die 
metaphysischen Ausgangspunkte und formellen Gestaltungen bis- 
weilen von Interesse; ja es beginnt eigentlich hier erst der Gegen- 
stand, den wir vornehmlich zu behandeln haben. Zunächst ist es 
das bereits von Galilei forinulirte Gesetz der Beharrung oder 
Trägheit, was auch Cartesius an die Spitze stellt. Der letztere 
spaltet es jedoch wesentlich in zwei Ideen, von denen die eine 
von grosse]' metaphysischer Allgemeinheit ist. Er stellt nämlich 
im zweiten Theil der erwähnten Schrift 1 ) als erstes Naturgesetz 
dasjenige der Beharrung im gleichen Zustande hin und versteht 
diese Beharrung so allgemein, dass er als Beispiel das Viereckige 
wählen kann. Die Gestalt, der Zustand der Buhe oder Bewegimg 
erhielten sich, nämlich abgesehen von einer erst hinzukommenden 
Bewegung. Wir hätten keinen Grund, zu denken, wie die Be- 
wegung von selbst aufhören soUte. Auch sei die Ruhe der Be- 
wegung entgegengesetzt und nichts wende sich vermöge des An- 
triebs der eignen Natur zum Gegentheil oder zur Zerstörung seiner 
selbst, Erst hierauf 2 ) wird als zweites Naturgesetz jenes dyna- 
mische Grundprincip Galileis hingestellt, dass jeder bewegte Körper 
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seine Bewegung in grader Linie fortzusetzen strebt. Hiebei beruft 
sich Descartes gelegentlich auch auf die Erfahrung. Das dritte 
vermeinte Naturgesetz 1 ) zeigt nun alter schon den Charakter und 
die Bedenklichkeit der Cartesischeu Methode. Es soll nämlich 
darin bestehen, dass ein Körper gegen einen solchen, den er nicht 
bewegen kann, von seiner Bewegung nichts verliere, gegen einen 
schwächeren aber die ertheilte Bewegungsmenge einbüsse. Zu 
ersterer Idee hatte die optische Kefiexiou Veranlassung gegeben. 
Nun lässt sich aber wohl schwerlich etwas Unmechanischeres 
denken, als die Annahme, dass die schwächere Kraft, die sich 
an einem Widerstande bricht, durch diesen Widerstand keine er- 
hebliche Modirication erfahre. Doch wir wollen uns hier mir au 
das Methodische in der Cartesisehen Auffassung der mechanischen 
lMncipien halten und haben daher an dem besondern Inhalt 
irrthümlicher Ideen kein Interesse. 

Hienach ist es nur das erste sogenannte Naturgesetz, welches 
hervorragende Eigenthümlichkeiten und metaphysische Gesichts- 
punkte darbietet. Man sieht bucht, dass es sich eigentlich dabei 
um die Beharrung unserer Begriffe handelt. Jede Veränderung, 
welche mit einer Vorstellung vorgeht, erscheint uns als die Hin- 
zufügung eines neuen Begriffselements. Hieraus erklärt sich auch 
der rein negative Grund, wir hätten keine Veranlassung, das Auf- 
hören der Bewegung zu denken. Iii der That fehlt es, sobald ein 
Begriff, z. B. die Vorstellung eines mathematischen Gebildes oder 
die Form einer Bewegung einmal concipirt ist, in diesem Begriff 
selbst an jedem Grunde, seinen Inhalt zu verändern. Der Begriff 
bleibt sich selbst gleich, und es niuss mit ihm ein anderer, bis- 
her ausser ihm liegender Begriff combinirt werden, damit überhaupt 
die Vorstellung einer Abänderung möglich werde. Es sei schon 
hier daran erinnert, dass man in neuerer Zeit versucht hat, das 
Trägheitsgesetz als eine blosse Folgerung des Causalitätsgesetzes 
oder, mit andern Worten, der Nothwendigkeit eines zureichenden 
Grundes für jede Veränderung erscheinen zu lassen. Bei Cartesius 
ist diese Auffassung noch nicht, völlig ausgebildet, lässt sich aber 
doch keineswegs verkeimen. Um einem Missverständriiss zu be- 
gegnen, sei bemerkt, dass ein Begriff als solcher schon eine un- 
begrenzte Menge von Veränderungen, z. B. von räumlichen Be- 
wegungen, also von Ortsverändernngeu, oder von sonstigen sich 
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nach seinem Inhalt ergebenden Combinationen einschliessen kann, 
ohne dass hiedurch das Gesetz seiner Beharrung und der Not- 
wendigkeit eines neuen, gleichsam äusseren Grundes für seine 
eigne Veränderung hinfällig wird. Diejenigen Veränderungen 
uämlifib, welche in dem Begriff selbst gegeben sind, mögen be- 
trachtet werden wie sie wollen — sie ändern den Hegriff selbsl 
nicht, sondern vertreten in ihrer Betätigung eben nur jene Be- 
harrung des Begriffs, auf die es ankommt. Die mit gleicher Ge- 
schwindigkeit beharrende Bewegung in grader Linie ist selbst ein 
Beispiel für den angedeuteten Sachverhalt; denn sie ist eine Orts- 
vei'änderung, und aus diesem Gesichtspunkt sind die Theile in 
ihrer Vorstellung Elemente einer fortwährenden Veränderung. Als 
Ganzes gedacht und unbeschränkt aufgefasst, wie dies bei jedem 
Begriff geschehen muss, ist sie jedoch etwas sich selbst Gleiches 
und Unveränderliches. Diese Unveränderlichkeit zeigt sich auch iti 
den Theilvorstelhmgeu, wenn man von der innern, schon in den 
Begriff selbst hineingelegten Veränderung absieht und die Einerleiheit 
der Richtimg und der Geschwindigkeit ins Auge fasst. Man 
könnte nun das Gesetz der Beharrung der Begriffe und zwar auch 
ganz im Sinne der erwähnten Cartesisehen Vorstellungen auf kreis- 
förmige oder überhaupt auf beliebige Bewegungen anwenden, 
insofern der Begriff derselben in einer Definition, Uegel, oder 
überhaupt gesetzlichen Erzeugungsart gegeben ist. In der Tliat 
ist auch diese weitere Vorstellungsart des Beharrungsgesetzes zu- 
treffend und wird uns später dazu dienen, eine Kritik der neuern 
Ideen zu üben, welche das mechanische Trägheitsgesetz auf rein 
logische Weise zu erklären glauben. 

53. Die Richtung der Descartesschen Denkweise tritt im 
Gegensatz zu derjenigen Galileis recht deutlich in einem Briefe 
des ersteren hervor, in welchem das Hauptwerk des grossen Italiäners 
und mit ihm die neue Wissenschaft, die er in den üiscorsi gründete, 
einer uns heute befremdenden Beurtheilung unterworfen wird. In 
diesem an Mersenne gerichteten Brief batest es 1 ): „Er (Galilei) 
habe ohne die ersten Ursachen der Natur zu betrachten (sans avoir 
oonsidere' les premieres causes de la nature) nur die Gründe einiger 
besondern Wirkungen (effets particuliers) gesucht und so ohne 
Fundament gebaut." Ferner s ) : „Alles was er von der Geschwindig- 
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keit. der Körper sagt, welche im leeren Raum fielen etc. ist ohne 
Fundament aufgebaut; denn er hätte zuvor bestimmen müssen, was 
die Schwere sei, und wenn er davon das Richtige wüsste, so würde 
er wissen, dass sie im leeren Räume gar nicht vorhanden ist (qu'elle 
est nulle dans le vide)." Bald darauf J ) folgt eine gegen das Fundament 
der ganzen modernen Dynamik gerichtete Stelle: „Er setzt voraus, 
dass die Geschwindigkeit der herabsteigenden Gewichte sich immer 
gleichmässig vermehre, was ich einstmals wie. er geglaubt habe; 
aber ich glaube jetzt durch Beweis zu wissen, dass es nicht wahr 
ist. Auch nimmt er an, dass die Geschwindigkeitsgrade desselben 
Körpers auf verschiedenen Ebenen gleich seien, sobald die Erhebungen 
dieser Ebenen gleich sind, was er gar nicht beweist und was nicht 
streng wahr ist; und da alles Folgende nur von diesen zwei Voraus- 
setzungen abhängt, so kann man sagen, dass es gänzlich in die 
Luft gebaut ist." Auch das Gesetz der Wurfbewegung wird von 
Cartesius in einer Weise angefochten, welche nicht einmal die Be- 
harrung der horizontalen Bewegung mit gleicher Geschwindigkeit 
gelten lägst.; denn der Französische Denker sagt 2 ): „Er fügt zu 
den vorigen eine andere falsche Annahme, nämlich dass die in die 
Luft geworfenen Körper sich in der Richtung des Horizontes gleich 
schnell bewegen, dass sich aber im Niedersteigen ihre Geschwindig- 
keit im doppelten Verhältniss des Raumes vermehre. Nun ist es 
unter dieser Voraussetzung sehr leicht zu schliessen, dass die Be- 
wegung der geworfeneu Körper eine parabolische Linie beschreiben 
müsste; aber da seine Voraussetzungen falsch sind, so kann auch 
sein Schluss von der Wahrheit weit entfernt sein," 

Diese Stellen bedürfen im Hinblick auf unsere früheren Aus- 
einandersetzungen über die Hauptbegrifte und Vorstellungsarten 
Galileis keiner Erläuterung. Sie bilden eine Selbstkeunzeichnmig 
der Cartesischen Methode und einen greifbaren Beweis der That- 
sache, dass Descartes für die neugegründete Wissenschaft der 
Dynamik kein Verständuiss hatte. In der That haben sich seine 
mechanischen Vorstellungen, diejenigen über den Schwiugungsmittel- 
puukt nicht ausgenommen, wesentlich nur um Begriffe rein statischer 
Natur gruppirt, und obwohl er sein erstes Hauptwerk veröffent- 
lichte und seine Schriftstellerlaufbahn begann, als Galilei die seinige 
in der Hauptsache abschloss und seine Hauptsätze schon im be- 
rühmten Dialog über die Weltsysteme längst publicirt hatte, ver- 
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Hess sich der Französiche Metaphysiker auf seine Begriffe, wie er 
dieselben nach Maassgabe der ersten oben angeführten Stelle ver- 
stand. Ihm erschien es als unthunlich, über die Schwere etwas 
auszumachen, bevor man deren Wesen nicht in einen Begriff ge- 
fasst hätte, aus welchem sich alles Uebrige, was wissenswerth sein 
möchte, entwickeln lassen müsste. Die Fallgesetze waren ihm 
nur in die Luft gebaute Besonderheiten, um die sich zu kümmern 
zunächst kaum der Mühe werth wäre. Wie wenig er für die Art, 
wie die eigentlichen Förderer der Mechanik ihre Kenntnisse dar- 
stellten und bewiesen, Sinn hatte und den berühmtesten Schriften 
keinen Geschmack abzugewinnen wusste, bezeugt eine Stelle *), in 
welcher über Stevin abgeurtheilt wird, und in welcher er erklärt, 
er habe nicht die Geduld, Bücher wie die von Stevin so zu lesen, 
dass er wissen könne, ob die Beweise darin exact seien. 

Damit über das Descartessehe Verhalten zu Galileis neuer 
Wissenschaft auch im Allgemeinen kein Zweifel bleibe, möge noch 
folgende Stelle eben desselben Briefs sprechen 2 ), welcher noch in 
vielen andern Beziehungen, auf die wir hier nicht naher einzu- 
gehen vermögen, für das Verhältuiss des Französischen Philosophen 
zu den Fortschritten der Mechanik seiner Zeit von Bedeutung ist. 
Er schreibt: „Was zunächst Galilei anbetrifft, so will ich Ihnen 
(Mersenne) sagen, dass ich ihn niemals gesehen und auch keinen 
Verkehr mit ihm gehabt habe, und dass ich folglich von ihm 
nichts entlehnt haben kann und auch in seinen Büchern nichts 
sehe, was ich beneidete (qui me fasse envie) und fast nichts, was 
ich als das meinige eingestehen möchte (que je voulusse avouer 
pour mien)." Ausserdem meint er - ! ) nach seinen eignen Principien 
sei die Erklärung von Allem, wovon Galilei handelt, sehr leicht. 
In der That reichten diese eignen Principien , wie wir gesehen 
haben, nicht einmal aus, die Errungenschaften der Galileisehen 
Dynamik zu würdigen. 

Unter den Gründen, mit welchen sich von Descartes' Hinweg- 
setzung über Galileis beste Leistungen Rechenschaft geben Hesse, 
ist einer, welcher in der That die Verschiedenheit der meta- 
physischen von der unmittelbar auf die Thatsachen gerichteten 
Denkweise betrifft. Die reine Deduction aus Begriffen, ja aus 
einem einzigen obersten Satz, war das, was der Französische 
Philosoph bekanntlich für die Metaphysik als unumgänglich 
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forderte, imd dieses Urbild der Methode wurde von ihm nach 
Kräften auch in den andern Gebieten des Denkens zur Geltung 
gebracht. Auch kann man in der That nicht leugnen, dass in 
diesem Bestreben, möglichst viel an den Inhalt der Grundbegriffe 
zu knüpfen, ein berechtigter Zug liegt, der aber erst dann fruchtbar 
zu werden vermag, wenn er die ihm von der Natur der Dinge 
angewiesenen Grenzen gehörig erkennt und beachtet, und sich 
hütet, auch das dednciren zu wollen, was in den Inhalt der Be- 
griffe nur durch Induetion gelangen kann. Wir werden nun sehen, 
dass Descartes überall da in seineu Ansichten glücklicher ist, 
wo ihm die angedeutete Eigenthümlichkeit jenes metaphysischen 
und deductiven Zuges etwas nutzen konnte. 

54. rugeachtet der wesentlichen Beschränkung seiner Ideen 
auf die Statik hat Descartes dennoch dem allgemeinen Kraftbegriff 
eine neue Wendung zu geben verstanden und ausserdem über die 
Erhaltung derselben Kraftsumme in der Natur eine Idee vertreten, 
die mau als die Grundlage der bis in die allerneuste Zeit immer 
vollkommener ausgebildeten Vorstellungen über die Unzerstörlichkeit 
der mechanischen Kräfte betrachten muss. Was zunächst jenen 
Kraft begriff anbetrifft, welcher später der Anknüpfungspunkt der 
berühmten Streitigkeiten über die Kräftemessung wurde, so haben 
wir bereits Nr. 49 das Wesentliche angeführt. Jedoch mag hier 
noch die ganz allgemein gefasste Formulirung 1 ) mit den eignen 
Worten des Urhebers Platz finden: ,,Es ist nicht mehr und nicht 
weniger Kraft uöthig, um einen schweren Körper auf eine be- 
stimmte Höhe zu heben, als um einen andern weniger schweren 
auf eine um so viel grössere Höhe, als er weniger schwer ist, zu 
heben u. s. w." Dieses Princip hat sich niemals anfechten lassen, 
und wenn Descartes demselben überall gefolgt wäre, so hätte 
Leibniz nichts vorgefunden, was Stoff zu Einwendungen liefern 
konnte. Galilei hatte die Kraft in die Factoren des Gewichts 
und der Geschwindigkeit zerlegt, was auch in der That die 
rationellste Form der einfachen Auffassung repräsentirt. Um aber 
diesen Begriff in allen Fällen anwenden zu können, muss man 
von dem augenblicklichen Verhalten zu einer Snmmatiou der 
Momente übergehen, und die Cartesische Formel bietet für den 
Fall der in den verschiedeneu Theilen der Bewegung ungleichen 
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Geschwindigkeiten ein bereits in einfacher Form fertiges und nicht 
erst noch zu berechnende« Ergebniss. Sie hat ausserdem den 
Vortheil, den Begriff der Kraftgrösse au denjenigen der Action 
zu knüpfen. Dagegen verhüllt sie den auch ihr zu Grunde 
liegenden Begriff der Geschwindigkeit in der Vorstellung der 
Ueberwiuduug der Schwere, d. h. einer Kraft, die sich selbst 
nicht ohne die Angabe einer Geschwindigkeit definireu lässt. Auch 
dürfen wir nicht vergessen, dass Deseart.es selbst nur eiuen 
statischen Gebrauch von seinem Princip inachte, ja es allein für 
diesen Zweck aufgestellt hatte. Es war ihm, wie wir Nr. 49 
gesehen haben, nur eiu Hülfsmittel , um das virtuelle Princip zur 
Anwendung zu bringen. In dieser Beziehung war es sogar, wie 
Lagrauge zutreffend bemerkt, ,, weniger allgemein' 11 ) als dasjeuige 
Galileis. 

Descartes geht davon aus. dass die Menge der Action bei 
der Bestimmung der Kräfte maassgebend sei 2 ). In den schon 
mehrfach angeführten „Principien der Philosophie' 1 • Theil IT Art. 36) 
wird der Grundsatz aufgestellt, dass sich dieselbe Menge der Be- 
wegung erhalte, welche ursprünglich bei der Schöpfung hervorge- 
bracht worden sei. Abgesehen von dem Hinblick auf eine ur- 
sprüngliche Erzeugung dieser Bewegung besagt der Satz nichts 
weiter als die Constanz der einmal vorhandenen Bewegungsgrösse. 
Der Begriff der Bewegungsgrösse schloss aber, wie wir Nr. 49 bemerkt 
haben, noch eine Unbestimmtheit ein. Nimmt man ihn, wie man Car- 
tesius gegenüber muss, im Sinne der Menge der Action, d.h. im Hin- 
blick auf die Erhebungen verschiedener Massen, so ist er den Ein- 
wendungen nicht ausgesetzt, welchen die Vorstellung der Erhaltung des 
Products von Masse und Geschwindigkeit anheimfällt. Jedoch 
wird dieser Punkt erst bei der Erörterung des Princips der Er- 
haltung der lebendigen Kräfte zu erledigen sein. Der blosse 
Umstand, dass Descartes die Beharrlichkeit des Quantitativen in 
der mechanischen Action im Wesentlichen aufgefasst hat, ist ein 
eminent philosophischer Zug, und es thut der Vorzuglichkeit dieses 
universellen Gesichtspunkts keineu erheblichen Eintrag, dass der 
Vertreter desselben in deu Anwendungen bisweilen fehlgriff und 
auch im Allgemeinen noch nicht die fest ausgeprägte Vorstellung 
haben konnte, welche erst das 19. Jahrhundert im Anschluss 
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an die neuen Ideen über die mechanischen Kraftäquivalenzen 
ausbildet. 

Die völlig verfehlten Sätze des Cartesius über den Stoss und 
die noch gänzlich unausgebildcten Ideen über den Schwingungs- 
nrittelpunkt haben zwar mit der metaphysischen Denkweise Einiges 
zu schaffen, werden aber erst in dem gehörigen Zusammenhang, 
d. h. dann berührt werden können, wenn die betreffenden Probleme 
mit Erfolg in Angriff genommen werden. Dies ist bezüglich des 
Schwingungspunkte erst bei Huyghens der Fall, und auch die Ge- 
setze des Stosses werden von ihm, wenn auch nicht ausschliesslich 
von ihm, festgestellt. Der dem Zeitalter von Huyghens und 
Newton gewidmete nächste Abschnitt unserer Darstellung ist daher 
der geeignete Ort, die früheren erfolglosen Versuche anzugeben, 
unter denen sich auch das befindet, was bereits Galilei über den 
Stoss erörterte, und worin er wenigstens die Trefflichkeit seiner 
Methode bewährte. Diese Methode hatte ihn vor groben Un- 
richtigkeiten und voreiligen Annahmen geschützt, während Descartes 
in seinen Aufstellungen über den Stoss der reinen Willkür und 
dem fast ausnahmslosen Irrthum anheimfiel. 



Zweiter Abschnitt. 

Die Zeiten von Huyghens und Newton. 



Erstes Capitel. 
Allgemeiner Entwicklungsgang. 

55. Wie überall, so gilt auch in der Wissenschaft der 
Satz, dass der erste Sehritt der schwierigste sei, und dass nach 
Ueberwindung der ersten Widerstände die fernere Entwicklung 
eines verhältnissmässig stetigen Fortgangs fähig sei. Eine ganz 
besondere Bedeutung erhält aber diese Wahrheit, sobald es sich 
ausschliesslich um die allgemeinen Principicn handelt. Diese 
let/.ti j reu sind im Falle der inodenieu Mechanik sofort bis zu einen! 
Umfang festgestellt worden, der die ganze weitere Entwicklung 
als einen Vorgang erscheinen lässt, der sich in einem bereits ge- 
gebenen Rahmen vollzieht. Wenigstens wird dieses Verhältniss 
für denjenigen ausser Zweifel treten, der von den Aeusserlich- 
keiten der mannichfaltig aussehenden Erscheinungen zu dem innern 
Zusammenhang der Anfänge mit den Consequenzen und der ersten 
Typen mit den Metamorphosen gehörig vordringt. 

Um letztere Annäherungen und Verwandtschaftsfeststellungeu 
möglich zu machen, haben wir die erste Epoche unseres Gegen- 
standes mit besonderer Ausführlichkeit abhandeln und namentlich 
auf die Grundgedanken Galileis ein besonderes Gewicht legen 
müssen. Diese Grundgedanken sind es, welche in der anscheinenden 
Maunichfaltigkeit der spätem principiellen Gestaltungen den Leit- 
faden abgeben und uns in den Stand setzen werden, die auf den 
ersten Blick wenig motivirt aussehenden Wendungen auf ihren 
Ausgangspunkt und Grund zurückzuführen. 

Unter den einfachsten Grundsätzen, auf denen Statik und 
Dynamik rohen, befand sich einer, welcher in seinen Anwendungen 
am wenigsten entwickelt geblieben war und daher in der ersten 
Epoche ein noch sehr unvollkommenes Princip repräs entarte. Es 
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war dies die Eegel der Kräftezusanimensetzung, die noch immer 
stark an der Zusammensetzung blos phoronomiseher Bewegungen 
haftete. In der neuen Periode wurde nun dieses Princip gleich- 
zeitig von Varignon und von Newton in seinem specifisch mechanischen 
Sinn aufgefasst und zur Anwendung gebracht, so dass man von 
diesem Zeitpunkt, also etwa von dem Jahre 1687 an, in welchem 
die betreffenden Schriften erschienen, das Parallelogramm der 
Kräfte als eine nach allen wesentlichen Seiten erkannte Wahrheit 
ansehen darf. 

Im Uebrigen waren die Fundamentalprincipien ihrem Inhalt 
nach in der ersten Periode hinlänglich formulirfc, und mit ihnen 
selbst gebt auch rücksiehtlich ihres logischen Charakters keine 
durchgreifende Veränderung vor. Der Hebel, die schiefe Ebene, 
sowie die dynamischen Fundamentaltbatsachen spielen noch häufig 
die Eolle isolirter Ausgangspunkte der Beweise. Das virtuelle 
Princip tritt zunächst sogar etwas in den Hintergrund und ent- 
wickelt seine Tragweite erst unter der Herrschaft der neuen infini- 
tesimalen Methoden. Dagegen vollziehen sich die Erweiterungen 
der alten Einsichten nud auch die principiellen Formulirungen 
hauptsächlich in zwei Richtungen. 

Für die eine derselben ist Galileis Lehre von der Bewegung 
auf der schiefen Ebene der maassgebende Typus; für die andere 
ist es seine Behandlung der parabolischen Wurflinie. Für jene 
ist Huyghens, für diese Newton der Hauptrepräsentant. Es bildet 
nämlich der erstere vornehmlich diejenigen Einsichten aus, in 
denen sich die dynamische Bewegung durch feste Hindernisse 
statisch beschränkt findet, und wofür ein peudulireiider Körper das 
am meisten charakteristische Beispiel ist. Im Gegensatz hiezu 
liegt Newtons Leistung vorzugsweise auf Seiten der freien, nicht 
durch feste Hindernisse sondern nur durch die aus der Entfernung 
wirkenden Kräfte bestimmten Bewegungen. Diese Mechanik der 
so zu sagen freien Körper, entsprungen aus der Zergliederung 
der kosmischen Thatsachen, führte zu jener Lehre von den krumm- 
linigen Bewegungen, die man als Ausbildung und Fortsetzung der 
Galileischen Ableitung der Wurfparabel betrachten inuss. Der 
grosse Gegenstand und die universelle Natur des Gravitations- 
princips haben diese Seite der Mechanik in Dimensionen erscheinen 
lassen, die sich erheblich zusammenziehen, sobald man nur nach 
dem Gehalt an mechanischen Principien fragt und von dem Object 
absieht, auf welches diese Principien angewendet werden mögen. 



Obwohl in der Epoche, die wir jetzt behandeln wollen, die 
analytischen Methoden und die Infinitesimalrechnung noch keine 
entscheidende Rolle spielen, so kann man doch den Umstand, dass 
Newton schon sehr früh die Fluxioneumethode, also im Wesent- 
lichen die Differentialrechnung besass. rücksichtlich seiner mecha- 
nischen Speculationen nicht für gleichgültig halten. Ferner sind 
die Formen, in welchen priucipielle Vorstellungen, wie das Gesetz 
der Krafterhaltung, bei Leibniz auftreten, namentlich also die 
Idee desselben über den Gegensatz der lebendigen und der todten 
Kräfte, nicht wohl von dem neuen Werkzeug des mathematischen 
Denkens zu trennen, welches mit der Veröffentlichung der Differential- 
rechnung allgemein zugänglich wurde. Huyghens und Newton, 
die abgesehen von den metaphysischen Wendungen und philo- 
sophischen Einflüssen, das prineipiell Erhebliche dieser Periode ziem- 
lich vollständig vertraten, haben allerdings die synthetische, d. h. 
geometrische Darstellungsform thatsächlich als zureichend erwiesen, 
um die alten und die neuen Wahrheiten der Mechanik auszudrücken. 
Indessen konnte die möglichst umfassende und allgemeine Formu- 
lirung der Principien, namentlich wo dieselben ein weitreichendes 
und für viele Bedingungen geltendes Schema repräsentiren, nur 
mit dem Gebrauch der Analysis Fortschritte machen. Ja die Be- 
trachtung der analytischen Functionen hat später selbst zu neuen 
Gesichtspunkten geführt, für welche man ohnedies schwerlich zu 
einem gehörigen Ausdruck gelangt sein würde. Aus diesem Grunde 
darf auch schon in der Epoche, in welcher von einer Vorherrschaft 
der analytischen Methoden oder gar von einer analytischen Mechanik 
noch nicht die Rede sein kann, der Kinliuss der neuen mathemati- 
schen Denkweise dennoch nicht unberücksichtigt gelassen werden. 

56. Entsprechend dem modernen Charakter der Mechanik 
geschieht die weitere Ausbildung derselben zunächst immer durch 
die Erweiterung des dynamischen Wissens, so dass die Fortführung 
und Ergänzung der statischen Einsichten erst an zweiter Stelle in 
Frage kommt, und oft nur als Hüllsmittel für die dynamischen 
Probleme zur Behandlung gelangt. Die leitende Vorstellung ist 
daher in allen weitem Untersuchungen die aUgemeiue Form der 
dynamischen Betätigung einer Kraft. Galilei hatte nun diese 
Form in den Gesetzen des freien Falles zum Ausdruck gebracht, 
und es bedurfte mithin nur einer sehr leichten Abstraction von 
den zufälligen Bedingungen der ersten Anwendung, um das Schema 
der Wirksamkeit und Entwicklungsart einer stetigen Kraftäuss er ung 
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auf die verschiedensten Aufgaben anwenden zu können. Auf dieser 
Grundlage ruhten zunächst die von Huyghens formulirten Regeln 
der Centraibewegung und Schwungkraft. Selbstverständlich war 
derselbe Gesichtspunkt bei der Behandlung des Pendelproblems 
in seiner ganzen Allgemeinheit, d. h. bei der Frage nach dem 
Schwingungsmittelpuukt unentbehrlich. Ja man kann behaupten, 
dass die Uebertragung der für eine freie dynamische Kraftwirkimg 
gewonnenen mathematischen Ausdrucksform auf den Fall eines 
beliebigen, durch eine feste Axe an völlig freier Bewegung ge- 
hinderten Körpers die entscheidende Wendung und zugleich das 
völlig zureichende Mittel für die wichtigsten Fortschritte gewesen 
sei, welche die Mechanik in dieser Periode machte. 

Bei Newton findet sich keine genau entsprechende Thatsache. 
Die Art, wie der Entdecker der allgemeinen Gravitation die Cou- 
sequenzen der dynamischen Prineipien für das neu erschlossene 
Anwendungsgebiet zog, bot keineswegs dieselben Schwierigkeiten 
dar, welche Huyghens bei der Auffindung des Oscillationscentrums 
zu überwinden gehabt hatte. Für die kosmischen Aufgaben handelte 
es sich um die elliptische Bewegung oder in allgemeinerer 
mechanischer Auffassung um die Bewegung in Kegelschnitten und 
um das Verhältuiss der Kräfte, welche im Brennpunkt, und der 
Beharrungsgeschwindigkeiten, welche als den bewegten Körper 
ursprünglich affioirend vorausgesetzt werden. Galileis Behandlung 
der parabolischen Bewegung konnte in beiden Beziehungen das 
Vorbild werden. Sie vereinigte nämlich die ursprünglich gegebene, 
beharrende Bewegung mit der Wirkung einer Kraft, die zwar als 
in parallelen Richtungen wirksam genommen wurde, aber für die 
mathematische Denkweise vermöge einer sehr leichten Wendung 
auch als Repräsentant einer von einem Centrum ausgehenden 
Kraft aufgefasst werden konnte, was sie übrigens ja auch physisch 
wirklich war. Fügt man noch die Huyghenssche Theorie der 
Kreisbewegung und Schwungkraft hinzu, so sieht man, dass der 
Uebergang zu einer allgemeinen Lehre der Bewegung in Kegel- 
schnitten, ja überhaupt zu einer Theorie der Kräfteverhältnisse 
in solchen Bewegungsarten, dynamisch und statisch hinreichend 
vorbereitet war. Bedenkt man ferner, dass die Erfahrung selbst, 
in der Gestalt der Keplerschen Gesetze, auf eine mechanische Zer- 
gliederung der elliptischen Bewegung hindrängte, und dass sie es 
that sächlich gewesen ist. aus «reicher die quadraiisHie Abnahm«' 



die Gestalt, welche die Mechanik durch Newtons Thätigkeit 
annahm, als eine sehr motivirte und natürliche. Wollte man 
also überhaupt irgend einer Verwunderung Raum geben, so könnte 
es nur darüber sein, dass nicht schon Huyghens die von Newton 
gezogenen Consequenzen vorweggenommen hat. Sie lagen ihm 
äusserst nahe, indem er, was die Mechanik betraf, alle erforder- 
lichen Mittel beisammen hatte. Dagegen scheint ihm nur ein ein- 
ziges Erforderniss gemangelt zu haben, und dies war nicht von 
specifisch mechanischer, sondern von naturphilosophischer Art. Es 
war die nöthige Unbefangenheit in der allgemeinen kosmischen 
Auffassung, deren er aus dem einfachen Grunde entbehrte, weil 
seine naturphilosophische Bildung noch auf Cartesianischer Grund- 
lage gestaltet worden war. Ohne diesen Umstand würde er bei 
seinem sonstigen Anschluss an die Methode Galileis sicherlich 
nicht bei solchen Anwendungen der Mechanik stehen geblieben 
sein, die sich fast ausschliesslich um das Pendel und die Pendel- 
uhr gruppirten und nur gelegentlich auf äusserliche Veranlassungen 
hin, wie z. B. im Fall der Stossgesetze, auch andere Probleme 
ins Auge fassten. 

Der Grund, welcher einen Huyghens daran hinderte, die 
Früchte des von ihm erreichten Standpunkts auch in den gross- 
artigen Anwendungen der Mechanik auf kosmische Verhältnisse 
einzuernten, hat keinen rein persönlichen und zufälligen Charakter, 
sondern zeigt sich in seinen Folgen noch weit über die in Rede 
stehende Periode hinaus. Er ist es, welcher celebrirte Mathematiker 
des Festlandes zur Opposition gegen das Gravitatioussystem ver- 
anlasst und naturphilosophische Theorien theils fortbestehen, theils, 
wie z. B. unter den Händen von Leibniz, neu aufkommen lässt, 
denen gegenüber sogar der Vorspruug in der gewandten Hand- 
habung, raschen Einbürgerung und vielseitigen Entwicklung der 
differentiellen Methoden keinen vollständigen Ersatz und kein hin- 
reichendes Gegengewicht lieferte. Freilich geben auch die frag- 
lichen, die Descartessche Art und Weise in neuen Formen fort- 
setzenden oder abändernden Speculationen in einigen Fällen den 
Anstoss zu principiellen Formuliruugen. Allein der Werth der 
letztern wird vorläufig durch metaphysich verfehlte Beimischungen 
getrübt, die sich erst nach laugen Streitigkeiten abzusondern be- 
ginnen und zum Theil noch heute vorhanden sind. Man denke 
in dieser Hinsieht nur au die metaphysischen Gesichtspunkte, die 
in den Begriff der lebendigen Kräfte hineingelegt wurden, und man 
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wird den Goutrast wahrnehmen, welcher zwischen Newtons Be- 
handlungsart der Mechanik einerseits und denjenigen Theorien 
statthatte, init welchen man sich in Frankreich und Deutschland 
noch eine geraume Zeit nach Feststellung des Gravitationh- 
systems trug. 



Zweites (Japitel. 

Gestaltung 1 der Principien bei Huyghens. 

57. Der wichtigste neue Grundsatz, der durch Huyghens iu 
die Dynamik eingeführt wurde, ist die Voraussetzung, dass der 
gemeinsame Schwerpunkt einer Gruppe von Körpern, die unter 
dem Einiiuss der Schwere um eine horizontale Axe oscillirt, bis 
zu seiner ursprünglichen Höhe, aber niemals weiter steige. Dieser 
axiomatisch angenommene Satz ist der Kern jener Idee, welche 
später auf Veranlassung der Leibnizschen Theorie den Namen des 
Principe der Erhaltung der lebendigen Kräfte erhielt. Lagrange 
geht mit Hecht so weit, das letztere Princip unmittelbar Huyghens 
als dem eigentlichen Urheber zuzuschreiben, ohne irgend daran 
Austoss zu nehmen, dass die Namengebung und die besondere 
Hervorhebung als durchgreifendes Gesetz von späterem Datum 
sind 1 ). In derThat ergab sich schon bei Huyghens alles materiell 
Wesentliche in der neuen und specifisch dynamischen Vorstellung 
der Erhaltung der Kräfte. Descartes hatte die Grösse der Be- 
wegung als den eigentlichen Gegenstand der Erhaltung angesehen, 
und der Begriff der Grösse der Bewegung hatte sich technisch 
dahin fixirt, dass man nicht an die Erhebungsräume sondern au 
die Geschwindigkeiten und deren Product mit der Masse dachte. 
In dieser Beziehung orforderte also die Cartesiche Idee eine nicht 
blos statische sondern auch dynamische Ausführung, und eine 
solche lag offenbar in dem Gebrauch, welchen Huyghens von der 
vorher erwähnten Voraussetzung machte. Indem er nämlich jenes 
Princip vom Steigeu des Schwerpunkts sowohl auf die einzelnen 
Körper als auf deren Gesammtheit zur Anwendung brachte, ge- 
wann er eine Relation, in welcher der Satz von der Erhaltung der 



^ Lagraiige, Mec. anal. Bd. I 1811, zweite Abth. fcSect. 1 Art. Ii. 
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lebendigen Kräfte in hinreichender Allgemeinheit enthalten ist. 
Ehe wir jedoch auf diesen Oardinalpunkt mit der gebührenden 
Ausführlichkeit eingehen, müssen wir erst die zwar weniger be- 



deutsamen, aber einfacheren und im Entwicklungsgänge voran- 




zustellenden Fortschritte betrachten und hiebei die Leistungen ihres 
Urhebers für die Mechanik im Allgemeinen kennzeichnen. 

Christian Huygheus (1(529— 1695) ein Niederländer, der aber den 
ersten Theil seiner Laufbahn in Paris zurücklegte, concentrirte seine 
bedeutendsten mechanischen Theorien in seinem 1673 herausge- 
gebenen Hauptwerk, dem Horologium oscillatorium. Diese Be- 
nennimg sowie der Zusatz: „Geometrische Demonstrationen über 
die auf die Uhren berechnete Pendelbewegung" zeigt bereits den 
Punkt an, um welchen sich praktisch die Bestrebungen des grossen 
ineters drehten. Seine allbekannte Benutzung des Pendels zur 
Kegulirung der Uhren und seine eleganten, aber rein mathematischen 
Theorien gehen uns hier freilich nicht unmittelbar an; aber die 
Hinweisung auf dieselben erklärt die doppelte Virtuosität, mit 
welcher er sowohl das, was an die mechanische Praxis, als das, 
was an die subtilste geometrische Synthese angelehnt werden 
musste, in der vollendetsten Weise ausführte. Die formelle Schön- 
heit und iuuere Klarheit seiner geometrischen Deductiouen sind 
später schwerlich übertroffen worden. Es ist also nicht blos die 
materielle Bedeutung der Evolutentheorie, sondern es ist überhaupt 
die ganze Art und Weise, in welcher er die Geometrie der Mechanik 
dienstbar machte, was sein Hauptwerk als das letzte grossartige 
und vollendete Denkmal des ausschliesslichen, ungemischten und 
noch nicht von analytischen Ausgangspunkten geleiteten Gebrauchs 
der alten Geometrie kennzeichnet. Durch die Reinheit dieser 
Eigenschaften und durch das Gleichartige seiner ungezwungenen 
Methode unterschied es sich von jener grossen, ebenfalls in der Dar- 
stellungsform geometrisch gestalteten Arbeit, in welcher Newton 
seine Mechanik und sein Gravitationssystem niederlegte. 

Den für unsern Zweck wichtigsten Theil des Huyghensschen 
Hauptwerks bildet die Lehre vom Oscillations- oder Agitations- 
centrum. An weniger weitgreifendcu, aber für den Entwicklungs- 
gang zunächst unerlässlichen Theorien kommt auch die Lehre vom 
einfachen Pendel sowie die tautochronischo Fallbeweguug in der 
umgekehrten Cykloide und ausserdem besonders die Theorie der 
Centrifugalkraft in Frage. Die erste richtige Feststellung des 
Stesses ist dagegen Huygheus mit Wren und Wallis gemeinsam 
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und liegt daher ungeachtet ihrer grossen Wichtigkeit ausser dem 
Kreise derjenigen Arbeiten und Leistungen, welche die erwähnte 
verwandte Gruppe bilden. 

58, Am Schlüsse des erwähnten Hauptwerks über die Pendel- 
uhr ist zum ersten Mal eine Keine von Sätzen aufgestellt worden, 
welche die Theorie der Centrifugalkraft enthalten 1 ). Die Beweise 
wurden jedoch von Huyghens ausdrücklich auf spätere Veröffent- 
lichungen hinausgeschoben uud erschienen erst unter seinen nach- 
gelassenen Schriften in den Opuscula posthuma (1703) unter dem ent- 
sprechenden Titel. Die einzige Schwierigkeit, mit denen die Auftindung 
und Nachweisuug dieser Sätze verknüpft gewesen sein mochte, 
konnte nur dariu bestanden haben, die rein statische Spannung 
durch eine eventuelle Bewegung zu messen. 

Das Problem der Bestimmung der Centrifugalkraft ist nach 
den principielleu Anfängen mit der schiefen Ebene zunächst das 
einfachste, bei welchem sich eine fest vorgeschriebene Bahn mit 
dei- Wirkung einer dem Körper einfürallemal mitgetheilten und 
gleichförmig beharrenden Geschwindigkeit combinirt. Die Unter- 
suchimg der Bewegung des Endpunkts eines einfachen Pendels 
ist, sobald man alle Fragen beantworten will, schon bei weitem 
nicht so einfach; denn auf das Pendel wirkt kein blosser Stoss, 
sondern eine stetige und mithin beschleunigende Kraft. Die vor- 
geschriebene Bahn ist aber in beiden Fällen gleich. Die Ver- 
bindung einer gegebeneu gradlinigen Geschwindigkeit mit dem 
Gesetz, dass der von ihr afficirte Körper auf einem Kreisumfang 
bleiben müsse. - das sind die beiden wesentlichen Bedingungen, 
die zur Bestimmung der Centrifugalkraft vorausgesetzt werden. 
Die Art, wie der Körper au die Einhaltung der gleichen Ent- 
fernung von einem Centrum gebunden werde, ist unerheblich, und 
die. Angabe derselben dient mir zur Veranscbaulichung des Vor- 
gangs und zur physischen Erläuterung seiner Möglichkeit. Wenn 
wir uns also einen materiellen, undehnbaren Radius oder einen 
Faden als Befestigungsmitte] des Körpers denken, so ist die 
Schwungkraft nichts Anderes als der Zug an diesem Faden. Diese 
Spannung ist aber etwas reiu Statisches, da der Körper stets in 
dem blossen Bestreben verbleibt, sich zu entfernen, in Wirklichkeit 
aber nie dazu gelangt, auch nur im Mindesten seinen Abstand 
von dem Mittelpunkt zu ändern. Die Aufgabe läuft also darauf 



r ) Horol. oscill., pars V de vi ceutrii'uga etc. 



hinaus, anzugeben, wie sich die Bewegung, die vermöge des Stosses 
oder der einfachen Beharrungsgesehwiudigksit gradlinig sein sollte, 
in eine kreisförmige verwandelt, und namentlich wie hiebei eine 
bestimmte Grösse der statischen Spannung entstehe. 

Nun ist es interessant zu sehen, wie dieser letztere haupt- 
sächlichste Theil der Aufgabe durch ein Mittel gelöst wird, dessen 
Charakter auf einem noch allgemeineren Gedanken beruht, als 
derjenige ist, welchen das virtuelle Princip ausdrückt. Die statischen 
Verhältnisse können einerseits unmittelbar, andererseits aber 
mittelbar durch eventuelle Bewegungen, die zu iiineu in einer 
vorstellbaren Beziehung stehen, untersucht werden. Ersteres ist 
nur sehr selten ausführbar, während Letzteres die allgemeine und 
in der geschichtlichen Entwicklung immer deutlicher zum Bewusst- 
sein gelangende Kegel bildet. Können wir nun auch bei Huyghens 
selbst nicht voraussetzen, dass er derartige Ueberlegungen in 
völliger Allgemeinheit angestellt habe, so hat ihn doch die 
Notwendigkeit der Sache genöthigt, thatsächlich *) den angegebenen 
Weg einzuschlagen. 

Um diesen Weg, der später in den vielfältigsten Gestaltungen 
wiedererscheint, einfürallemal und vollständig zn begreifen, inuss 
man vor allen Dingen darauf verzichten, das blos Mögliche und 
Eventuelle, also das, was geschehen würde, mit dem zu con- 
fundiren, was thatsächlich geschieht. Auch der Begriff des unbe- 
grenzt Kleinen darf nicht dazu gemissbraucht werden, den Sprung 
über die Kluft zwischen dem blos Hypothetischen und dem 
kategorisch Tatsächlichen überbrücken oder vielmehr maskiren 
zu wollen. Dies vorausgeschickt, lässt sich der Ausweg von 
Huyghens auf folgende Weise kennzeichnen. 

Die Tangente in dem Punkt, an welchem sich der Körper 
in irgend einem Augenblick, d. b. für einen strengen mathematischen 
Zeitpunkt befindet, repräsentirt die Beweguugsrichtuug, wie dies 
z. B. auch von Koberval als Axiom angenommen wurde. Diese 
Richtung verwirklicht sich in keiner Bewegungslinie, sondern würde 
sich nur dann bethätigen können, wenn die Festhaltung gegen den 
Mittelpunkt hin plötzlich aufhörte. Alsdann würde der bewegte 
Gegenstand auf der Tangente fortgehen und sich hiemit von der 
Kreisbahn entfernen. Thatsächlich ist aber nur das Bestreben 
hiezu vorhanden, weil die Eesthaltung auf der bestimmten Ent- 



*) Vgl. Opuscula posthuma, 1703, S, 401 — 108. 
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firnung vom Mittelpunkt in der That nicht aufhört. Jenes Be- 
streben hat die Gestalt einer statischen Spannung und ist dem 
Zuge ähnlich, den die Schwere auf einen au einem Faden hängenden 
Körper ausübt. Diese reiu statische Zurückhaltung kann nun 
durch die Grösse derjenigen Entfernungen gemessen werden, an 
denen sie den Körper verhindert. Wäre die statische Kraft nicht 
wirksam, so würde der Ausfall dieser Ursache die Erscheinung 
zur Folge habeu, dass der Körper in den aufeinanderfolgenden 
Punkten der Tangentenhahn immer weiter vom Mittelpunkt ab- 
stehende Positionen einnähme. Die Entstehung dieser Abstauds- 
«lifl'ernnzen ist also diejenige Erscheinung, welche durch deu nach 
dem Mittelpunkt wirkenden Zug gleichsam unterdrückt wird. Nun 
können wir eine Kraft nicht nur durch die Wirkungen messen, 
die von ihr als thatsächliche Phänomene und Ortsveränderungeu 
hervorgebracht werden, sondern auch durch diejenigen Betätigungen, 
vermöge deren sie andere eventuelle Etl'ecte, die ohne, sie eintreten 
würden, unmöglich macht. In dieser negativen Rolle wirkt sie 
ebensogut als Kraft, wie in ihrer positiven Entwicklung. Auch 
b'l «lies die Cardinalunterscheidung, welche gemacht werden muss, 
wenn man Ruhe und Bewegung als Ergebnisse der Kräftewirkung 
aus einem und demselben Gesicht spunkt behandeln will. 

Die nach der Richtung des Radius vorhandene Spannung, 
gleichviel ob als Zug oder Gegenzug gedacht, wird mithin sowohl 
in dem einen als in dem andern Sinn durch eine Kraft gemessen 
werden, deren Wirkung die Entstehung der erwähnten Abstands- 
dilferenzen sein würde. Jene Reihe von Aliständen, welche sich 
erzeugen würde, ist daher nicht selbst, sondern nur in der sie 
hervorbringenden Ursache das Maass der Ceiitrifugal kraft. Diese 
Ursache ist als eine für den strengen Punkt geltende Kraftgrösse 
zu ermitteln, nicht aber mit den sich ergebenden Abständen zu 
verwechseln. Es handelt sich also um die mathematische Be- 
stimmung einer scharfen Grenze, zu welcher sich die entstehenden 
Abstände als approximative und zwar unbegrenzt approximative 
Ausdrücke der gesuchten Grössenbeziehung verhalten. 

Alles weitere ist nun eine blos mathematische Angelegenheit. 
Die aufeinanderfolgenden, aber unendlich, d. h. unbeschränkt nahe 
denkbaren Punkte der Tangente entfernen sich von den corre- 
spondirenden Punkten des Kreistheilchens, welche auf demselben 
Radius liegen und auch mit unbeschränkter Approximation als 
Ausgangspunkte rechtwinkliger Projectionen gelten können, be- 



kaimtlich in quadratischem Verhältuiss und in absoluter Hinsicht 
nach Maassgabe der Kürze des Kadius, d. Ii. der Grösse der 
Krümmung. Schon ersteres Verhältuiss ergiebt, dass die Cen- 
trifugalkraft der Geschwindigkeit quadratisch proportional ist. Die 
zweite Rücksicht liefert den Satz, dass sie ausserdem im umge- 
kehrten Verhältnis* des Radius steht. Wir haben diese rein 
mathematischen Ueberlegungen nicht im Einzelnen durchzugehen. 
Jedoch sei bemerkt,, dass Huyghens auf dem Bogentheilcheu gleiche 
oder vielmehr um gleiche Elemente wachsende Abschnitte von 
dem Berührungspunkt aus absteckt, und nun zeigt, wie diesen 
Repräsentanten der gleichförmigen Bewegung und der beharrenden 
Geschwindigkeit auf dem Kreise die (ähnlich den Fallräumen) 
quadratisch wachsenden Abstände entsprechen. Diese Abstände 
wachsen daher wie die Quadrate der Geschwindigkeiten. 

In dem Vorangehenden war unser hauptsächlichstes Augen- 
merk darauf gerichtet, eine jetzt sehr elementare Theorie im 
Lichte ihrer principiellen Schwierigkeiten erscheinen zu lassen und 
sie von derjenigen Seite zu betrachten, auf welcher für die ur- 
sprüngliche Behandlung die meisten Bedenken liegen mussten. 
Doch mag schliesslich die Hivyghenssche Foraiulirung, die sich 
an der oben angezeigten Stelle seines Hauptwerks für den wich- 
tigsten Satz der Centrifugaltheorie als drittes Theorem vorfindet, 
hier noch wörtlich angeführt werden: „Wenn zwei gleiche Körper 
in gleichen Kreisunifängen sich mit ungleicher. Geschwindigkeit 
bewegen, aber in beiden mit gleichförmiger Bewegung, wie wir 
sie hier überall voraussetzen, so wird die Centrifugalkraft des 
schnelleren zu der des langsameren im quadratischen Verhältuiss 
der Geschwindigkeiten stehen. Wir haben bei unserer Aus- 
einandersetzung der Kürze wegen nicht zweierlei Geschwindigkeiten 
gegenübergestellt, sondern von vornherein gezeigt, wie unter Vor- 
aussetzung jedweder Geschwindigkeit die Abstände der Taugente 
im Quadrat dieser Geschwindigkeit wachsen. 

Abgesehen von dem entscheidenden Mittel, das statische 
Verhältniss als Verhinderung einer eventuellen Bewegung anzuseilen 
und so messbar zu machen , ruht die ganze Theorie der Cen- 
trifugalkraft auf rein mathematischen, ja wesentlich nur geometrischen 
Beziehungen, und auch die übrigens sehr nebensächliche und 
leichte Berücksichtigung der Verschiedenheit der bewegten Massen 
ändert hieran nichts. Dieser Sachverhalt erscheint als sein 1 na- 
türlich, sobald mau bedenkt, dass es die vorgeschriebene Kreisbahn 



ist, welche die Porin der Kraft gleichsam erst erzeugt, da ohne 
sie nur eine beharrende Geschwindigkeit und Nichts weiter vor 
banden sein würde. Die Bahn ist es, welche, indem sie die 
Grösse der Geschwindigkeit bestehen lässt, nur die Richtung 
derselben ändert und so als Gegeiizug ihrer Einwirkung das 
centrifugale Bestreben entstehen lässt. 

59. Auch zu den Aufstellungen über die Centrifugalkrat't 
ist Huyghens im Verlauf seiner Untersuchungen über das Pendel 
und pendiilirende Bewegungen der Körper veranlasst worden. Er 
hat zunächst den einfachsten Fall gewählt: aber es war nur noch 
ein geringer Schritt nöthig, um einzusehen, dass die Voraussetzung 
einer gleichförmigen Bewegung und des Kreises in der That viel 
weiter reichte, sobald man sie nur als iu unbegrenzter Annäherung 
vorhanden forderte. Jedes Curvenlheilcheu kann alsdann als Bogen- 
llii'ilchen des ihm entsprechenden Krümmuugskreises betrachtet 
werden, und jegliche Veränderung, die mit einer in einem mathe- 
matischen Punkt vorhandenen Geschwindigkeitsgrösse vorgeht, voll 
zieht sich stetig, so dass mau die Hiuzufüguugen zu dieser Grösse im 
Verhältnis zur letztern beliebig klein machen kann, wenn man nur 
das Zeittheilehen und mit ihm das Bogenelement unbegrenzt 
verringert. Hieraus folgt, dass jede Bewegung iu einem unendlich 
kleinen Curventheilcheii als gleichförmig gelten kann, weil sie dies 
mit unbeschränkter Approximation wirklich ist. Hiemit lässt sich 
nun aber auch das Ergebniss für die Centrifugalkrat't sofort auf 
krummlinige Bewegungen überhaupt und ebenso auf die Fälle an- 
wenden, in denen statt einer einfachen und sich gleichbleibenden 
Geschwindigkeit noch eine eigentliche, d. h. beschleunigende Kraft, 
welche die Geschwindigkeiten ändert, in Anschlag gebracht werden 
muss. Das so erweiterte Resultat ist jedoch für den allgemeinen 
Fall nicht etwa minder streng, als für den speciellen des Kreises 
lind der gleichförmigen Bewegung. Da es nämlich für den mathe- 
matischen Punkt als solchen gilt, so sind die unbegrenzten Approxi- 
mationen, deren man sich bedienen muss, eben nur Mittel, um zur 
scharfeu Grenze zu gelangen. Der Krümmungskreis repräsentirt 
. die Richtungsveränderung in eiuem Punkt ebenso streng, wie die 
Tangente die. Richtung selbst vertritt, und die gleichförmige Ge- 
schwindigkeit, welche man als für ein Bogenelement fortdauernd 
voraussetzt, ist ein mechanischer Begriff, welcher der geometrischen 
Vorstellung einer Taugente ganz aualog ist. En jedem mathe- 
matischen Punkt einer noch so veränderlichen Bewegung existirt 



immer eine genau bestimmbare, mit keinem Approximationselement 
behaftete Geschwindigkeitsgrösse. Diese letztere tritt freilich in 
keiner Bewegungserscheinung rein hervor; aber etwas Aehnliches 
hat auch in Rücksiebt auf die Tangente statt, welche eine Eichtling 
repräsentirt, die in keinem, wenn aneb noch so kleinen Theilehen 
der Curve zur Verwirklichung gelangt und von der unendlichen 
Vielheit von Richtungen unterschieden werden muss, die in jedem 
gekrümmten Theilehen nach Willkür unterschieden werden können. 
Hienach lässt sich für einen Punkt jedweder krummlinigen Be- 
wegung, für den Krümmung und Geschwindigkeit gegeben sind, 
die Ceutrifugalkraft genau nach der Huyghensschen Ableitungsart 
und mit genau demselben Ergebniss bestimmen. Nur müsste 
natürlich der Begriff der Schwungkraft selbst dabin erweitert 
werden, dass bei ihm nicht an einen bleibenden, sondern nur an 
einen für den grade fraglichen Zeitpunkt vorhandenen Zug nach 
einem Centrum gedacht zu werden braucht, was übrigens ganz 
selbstverständlich ist und einer weitern Erläuterung nicht bedarf. 
Dem Urheber der Evolutentbeorie lag überdies die Wendung sehr 
nahe, das feste Centrum, welches durch einen Faden den Zug 
ausübt, mit einer Evolute zu vertauschen, die bei ihrer Abwicklung 
eine Unendlichkeit solcher Centren repräsentirt, deren jedes für 
einen dauerlosen Moment gültig ist. 

60. In der Pendeltheorie, für die sich bei Galilei nur die 
ersten, wenn auch entscheidenden Anfänge finden, hat Huyghens 
unter mehreren wichtigen Schritten, durch welche diese Lehre im 
Wesentlichen volleudet wurde, auch denjenigen gethan, welcher die 
Mechanik im Allgemeinen in einem Maasse förderte, wie es in 
der nächsten Epoche nicht noch einmal wieder geschehen konnte. 
Seine Leistungen bezüglich des Pendels zerfallen, abgesehen von 
der praktischen Anwendung auf die Uhren, in zwei Cla9sen, von 
denen die eine, welche das einfache Pendel betrifft, zwar für die 
weitere Ausbildung der Mechanik, aber nicht unmittelbar für 
deren allgemeine Principien von Bedeutung ist. Das mathemati- 
sche oder, wie es Huyghens technisch nannte, das einfache Pendel 
war dasjenige, welches auch Galilei vor Augen hatte, und für 
welches man seit den Bemühungen des Begründers der Dynamik 
den Satz von dem Verhältniss der Längen und dem entsprechenden 
Verhältniss der Schwingungszahleu oder Schwingungszeiten kannte. 
Einfach ist ein wirkliches Pendel insofern, als die Masse des 
Aufhängungsfadens im Verhältniss zu der an seinem freien Ende 
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angebrachten als (verhaltnissmässig) unbeträchtlich und mithin 
unerheblich für die entscheidenden Folgerungen nicht in Anschlag 
kommt, und als auch der am freien EndpunM angebrachte Körper 
in seinen geringfügigen Dimensionen keine Veranlassung giebt, 
ihn anders als wie einen schweren Punkt zu behandeln. Für die 
Phoronomie, ja, wenn man will, auch für eine Art ganz abstracter 
und reiner Mechanik verwandelt sich jener approximative Begri 
der experimentirendeu Physik sofort in die völlig bestimmte Vor- 
stellung eines von der Schwerkraft afficirten mathematischen 
Punkts, der vermittelst eines ohne Schwere gedachten Fadens 
oder, wie mau auch sagt, einer unausdehubareu, masselosen Linie 
an einem festen Punkt aufgehängt ist. Noch mathematischer 
drückt man sich aus, wenn man den Faden oder die Linie ganz 
ausser dem Spiel lässt und nur angiebt, dass sich der unter dem 
Eiufluss der beschleunigenden Bewegungsursache von bekannter 
Grösse stehende Punkt stets in einem gegebenen Abstände von 
dem gegebenen festen Punkt belinden müsse. Eine andere Wendung, 
die aber schon eine blosse Folgerung, nämlich das Verbleiben in 
derselben Ebene einsehliesst, ist die, dass man den schweren Punkt 
als mit der Notwendigkeit behaftet ansieht, auf einem in einer 
verticalen Ebene liegenden Kreise zu bleiben. Diese verschieden- 
artigen Vorstellungen liegen auch den Entwicklungen von Huyghens 
zu Grunde; jedoch sei bemerkt, dass derjenige moderne Begriff 
von einem materiellen Punkt, nach welchem derselbe ein Massen- 
theilchen von unendlich kleinen Dimensionen vorstellt, natürlich 
noch nicht technisch ausgebildet war. 

Um ein Zeitmaass zu haben, musste man die Lauge des 
Secundeupendels, d. h. im Allgemeinen das Verhältuiss der Dauer 
einer Schwingung zu der zugehörigen Peudellänge kennen. Huyghens 
vermehrte nun die Theorie des einfachen Pendels um einen Satz, 
welcher jenem Verhältuiss für kleine Schwingungen einen Ausdruck 
gab. Da indessen bei der Ermittlung dieses Ausdrucks kein neues 
Princip ins Spiel kam, so können wir uns hier auf die Angabe der 
Art und Weise beschränken, wie die alten Principieu benutzt 
wurden. Das Oykloidenpendel war iu Rücksicht auf das fragliche 
Verhältnis^ leichter zu behandeln, als das einfachere Kreispendel. 
Die unendlich kleinen Schwingungen des letztern konnten nach 
demselben Grundsatz als cykloidal gelten, nach welchem man ein 
Curvenelement mit dem zugehörigen Bogentheilehen des Krüimmmgs- 
kreises vertauschen darf. 



Zu der Theorie der Bewegung auf der unigekehrten, d. Ii, 
mit ihrem nach unten gekehrten Scheitel eine Horizontalebene 
vertical berührenden Cykloide, gelangt Huyghens, indem er von 
der durch Galilei festgestellten Bewegung auf der schiefen Ebene 
ausgebt. ITeberhaupt zeigt er, wie man die Bewegung auf krummen 
Linien als eine solche behaudelu könne, die auf einer unbegrenzten 
Anzahl von gradeu Linien, d. h. schiefen Ebenen stattfinde 1 ). Mit 
leichter Mühe gewinnt er in voller Allgemeinheit hiednrch namentlich 
den Satz, dass das Fallen von gleichen Höhen bis zu einem gleichen 
Niveau stets die nämlichen Endgeschwindigkeiten erzeuge, wie auch 
immer die. Bahnen beschaffen gewesen sein mögen. Denkt man 
sich nämlich eine geeignete, begrenzte oder im Fall krummer 
Oberflächen unbegrenzte Anzahl von Horizontalebenen, so gilt der 
Satz von der Frlaugung gleicher Geschwindigkeiten offenbar zwischen 
je zwei aufeinanderfolgenden dieser Niveauebeueu. und der Körper 
behält, indem er von der einen zur andern übergeht, die bereits 
erlangte Geschwindigkeit als Bestandteil seiner ferneren Bewegung 
bei. Hiemit ist klar, dass auf jedem beliebigen Niveau die End- 
geschwindigkeiten für die verschiedensten Bahnen gleich sein 
müssen, wenn nur der Anfang des Fallciis von einer und derselben 
Höbe gerechnet oder, was dasselbe ist, sein Ausgangspunkt auf 
einer und derselben, dem Horizont parallelen Ebene genommen 
wird. Ebenso beweist Huyghens den Satz vom Aufsteigen zu der 
ursprünglichen Fallhöhe in gleicher Allgemeinheit s ). Die Bahnen 
mögen wie beim Pendel symmetrisch sein, oder aber auf beiden 
Seiten beliebig von einander abweichen, so folgt aus dem Satz, 
dass nicht blos beim freien Aufsteigen sondern auch auf der 
schiefeu Ebene die ursprüngliche Höbe des Falles wieder erreicht 
werde, durch blosse Zusammensetzung schiefer Ebenen die ganz 
allgemeine Notwendigkeit, dass das Aufsteigen, auch wenn es in 
beliebigen krummen Linien erfolgt, stets bis zum ursprünglichen 
Niveau gehen müsse. 

Um eine weitere Idee von der ferneren Benutzung der Be- 
weguugsprincipien auf der schiefen Ebene zu geben, sei noch die 
21. Proposition des hier fraglichen zweiten Theils des angeführten 
Hauptwerks hervorgehoben. Nach derselben erfolgt der Fall durch 
eine Reihe schiefer Ebenen, die zwischen denselben Parallelen 



') Horol. oscill. pars II prop. 8. 
*) Ibid. prop. 9 et 10. 

Dii bring, Geschickte der Mechanik. 
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eingeschlossen sind, schneller oder langsamer, je nachdem die 
Neigungen grösser oder geringer sind. Das hierin enthaltene 
Erineip dient als Brücke, um den Fall durch die verschiedenen 
Theile der Cykloide zu untersuchen. Es lässt sieh kurz so aus 
drücken, dass der gradlinige Fall zwischen zwei dem Horizonte 
parallelen Ebenen in dem Maass schneller erfolge, als seine Balm 
steiler ist. Dieser Satz ist aber nichts Anderes, als die Galileische 
Feststellung, dass die Fallzeiteu bei gleichem Höhenunterschied 
den Längen der schiefen Ebenen proportional sind. Im Wesent- 
lichen thut also Huyghcns nichts weiter, als dass er die erforder- 
lichen mathematischen Zurüstuiigen beschafft, um aus dem Princip 
der Bewegung auf der schiefen Ebene die Fallbewegung auf der 
Cykloide zu bestimmen. Die Lösung dieser Aufgabe war schwierig 
genug; aber die Hindernisse waren mathematischer und nicht 
mechanischer Natur. Aus diesem Grunde begnügen wir uns mit 
der Anführung des Hauptergebnisses J ), dass ein Nieder- und Auf- 
steigen in der Cykloide eine Zeit brauche, die sich zu derjenigen 
des verticalen Falles in ihrer Axe wie ein Kreisumfang zum 
Durchmesser verhalte, und dass die Höhe des Ausgangspunkts der 
Schwingung die Zeit nicht ändere. In Letzterem besteht der 
Tautochronismus. Huyghens, der seinen Satz nicht für unsere 
vollständige Schwingung, sondern für einen blossen Niedergang 
formulirt, kann sich sehr bezeichnend dahin ausdrücken, dass der 
unterste Punkt stets in derselben Zeit erreicht werde, gleichviel 
ob der Fall durch die ganze Cykloide oder von einem beliebigen 
Punkt derselben zurückgelegt werde. Diese Eigenschaft, derzufolge 
die kleinsten und die grössten Schwingungen stets dieselbe Zeit 
brauchen, gehört bekanntlich nur der Cykloide an, die aus diesem 
Grunde auch den Namen Tautochrone führt. 

Aus dem Verhältniss der tautochronischen Schwingungsdauer 
zur Dauer des freien Falles durch die Axe Hess sich nun für 
unendlich kleine Schwingungen des Kreispendels mit unendlicher 
Approximation und mithin für kleine Schwingungen mit genügend 
grosser Approximation eine entsprechende Relation bestimmen. 
Vermöge einer leichten Uebertragung ergiebt sich nämlich, dass 
sich die Zeit einer kleinen Kreispendelschwingung zu derjenigen 
des Falles durch die doppelte Pendellänge wie ein Kreisumfang 
zum Durchmesser verhält. Dieser Satz konnte nun 2 ) sofort dazu 



\l lind, prop. 25. *) Ibid. pars IV prop. 2ü. 
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benutzt werden, den Fallraum der ersten Secnnde genauer als 
bisher zu ermitteln. 

61. Alles, was von den Huyghensschen Leistungen bisher 
genauer dargelegt wurde, steht in keinem Verhältniss zu der 
"Wichtigkeit der /.weiten Classe der das Pendel betreffenden Unter- 
suchungen. Sobald nämlich das Pendel nicht mehr einfach ist, 
sondern eine Berücksichtigung der verschiedenen Massentheile 
fordert, aus denen es sich zusammensetzt, so entsteht die Frage, 
wie die verschiedenen Bewegungen dieser nicht an gleiche Bahnen 
gebundenen Theile einander modificiren. Die Beantwortung der- 
selben setzt voraus, dass mau Principien kenne, um die gegen- 
seitige Einwirkung von Massen zu bestimmen, die statisch mit 
einander verbunden sind und nach Maassgabe dieser festen Ver- 
bindung von der beschleunigenden Kraft der Schwere ganz ver- 
schieden afficirt werden. Denkt man sicli ein zusammengesetztes 
Pendel in der allereinfachsten Art, indem man z, B., wie dies 
später von Jacob Bernoulli wirklich vorausgesetzt wurde, auf der 
Pendellinie nur noch einen zweiten schweren Punkt annimmt, so 
ist klar, dass dieser zweite dem Centrum nähere Punkt so von 
der Schwere afficirt wird, dass er, wenn er allein und nicht auch 
der schwere Endpunkt vorhanden wäre, schnellere Schwingungen 
machen würde, als er in dieser festen statischen Verbindung vermag. 
Andererseits würden die Schwingungen des Endpunkts für sich 
allein langsamer ausfallen, als vermöge der Verbindung mit dem 
schneller bewegbaren näheren Punkt wirklich geschieht. Die an 
beiden Punkten zur Bethätignug gelangenden Bestrebungen der 
Schwerkraft sind mithin in ihren thatsächlicheu Bewegungserfolgen 
von einander abhängig und setzen sich in eine Art Gleichgewicht. 
Noch besser drückt mau sich aus, wenn man sagt, dass sie sich 
mit einander zusammensetzen; denn wie wir Nr. 31 schon ange- 
deutet haben, giebt es keine Zusammensetzung oder überhaupt 
Combinatiou von Kräften, bei welcher nicht ein partielles Gleich- 
gewicht vorhanden wäre. Hienach handelte es sich bei der Be- 
stimmung der Schwingungsdauer eiues beliebig zusammengesetzten 
Pendels, d. h. überhaupt eiues beliebigen um eine horizontale 
Axe schwingenden Körpers, um nichts Geringeres, als um eine 
Regel für die Zusammensetzung dynamischer Kräfte. Mit der 
Vergleichung rein statischer Momente, also mit der blossen Er- 
wägung der Massen und Geschwindigkeiten, d. h. der Bewegungs- 
grössen konnte man Angesichts dieses Problems nichts ausrichten. 

9* 
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Ausserdem wäre es in der That viel verlangt gewesen, ein ganz 
allgemeines l'rincip der Zusammensetzung von dynamischen Kräften 
aufzufinden, die in einer beliebigen statischen Verbindung stehen, 
— da man noch nicht einmal das Parallelogramm der Kräfte für 
statische Beziehungen anwendete 

In der That ist mm auch von Huyghens eine solche allge- 
meine Kegel nicht formulirt, wohl aber das Princip derselben still- 
schweigend zur Anwendung gebracht worden, und hierin, sowie in 
der Hinweisimg auf die Erhaltung der Kraft liegt das Hauptver- 
dienst der eleganten Lösung, welche sich im vierten Theil des 
Werks über die Pendeluhr mit vielen Anwendungen auf die ver- 
schiedenen mathematischen Configurationen dargestellt findet. Das 
Problem selbst wird gewöhnlich als dasjenige des Schwingungs- 
mittelpunkts bezeichnet, weil es sich darum handelte, denjenigen 
Punkt auf dem Pendel oder überhaupt für den pendulirenden Körper 
aufzufinden, der, wenn er allein die Schwingungen durch seine 
Lage bestimmte und mithin ein einfaches Pendel constituirte, diese 
Schwingungen ganz ebenso, also in derselben Zeit wie das zu- 
sammengesetzte Pendel ausführen würde. Dieses Oscillations- 
ceutrum ist der Punkt, in welchem man sich die verschiedenen 
Kräfte wie in einer Art Mittelkraft vereinigt denken kann, oder 
um welchen sie sich ähnlich verhalten, wie die parallelen Kräfte 
der Schwere um den Schwerpunkt eines Körpers. Dies^ entfernte 
Analogie, die allerdings in einer solchen Fassung noch eine sehr 
vage Gestalt hat, wurde zuerst von Descartes ausgesprochen, als 
Mersenne 'Iii' Frage nach den Gesetzen des Oseillirens beliebiger 
Körper den Mathematikern vorgelegt hatte. Diese Frage, die sich 
leichter stellen als beantworten liess, und die noch obeneiu sofort 
in einer viel zu complicirten Gestalt in Angriff genommen wurde, 
beschäftigte Descartes, Roberval und zuerst auch noch Huygheus 
ohne nennenswerthen Erfolg. Jedoch ist die Entstehung der Idee 
von einem Oseillations- oder Agitatiouscentrum bei Descartes von 
Interesse und kann als eine erste, wenn auch noch sehr schweifende 
Direction der Gedanken in der Richtung auf die Lösung ange- 
sehen werden. 

In einem Briefe an Mersenne vom März 1646 giebt Cartesius 
jene Idee als Lösungsregel, indem er sag! „Wie es einen Schwer- 
punkt in allen frei herabfallenden Körpern giebt, .... so haben 



l ) Descartes, Lettres, Bd. III Paris 1GG7, Brief 85 S. 488. 



alle Körper, die sich vermöge der Schwere um irgend einen Punkt 
bewegen, einen Agitationspunkt (centre de leur agitation), und alle 
Körper, bei welchen dieser Agitationspunkt von dem Aufhängungs- 
punkt gleich weit entfernt ist, machen ihre Hin- und Hergänge 
in gleichen Zeiten." Ausserdem schreibt er z. B. auch noch an 
Cavendish *) : „Was ich Agitatiousceutrum eines aufgehängten 
Körpers nenne, ist der Punkt, auf welchen sich die verschiedeneu 
Agitationen aller andern Theile dieses Körpers so gleichmässig 
beziehen (rapportent), dass die Kraft, welche jeder Theil in Hin- 
sicht auf eine schnellere oder langsamere als die wirkliche Be- 
wegung haben kann, immer durch eine entgegengesetzte be- 
hindert wird." 

Auch aus dieser Vorstellung sieht mau, wie Cartesius überall 
da am ehesten dem Richtigen nahekam, wo es sich um die rein 
statischen Bestandtheile der mechanischen Ideen handelte. Seine 
dynamischen Lösungsversuche, durch welche er über den Gegenstand 
mit Roberval in einen Streit verwickelt wurde, trafen aber noch 
weniger zu, als die rein thatsäehlichen und ohne methodische 
Aufklärung gelassenen Andeutungen seines Gegners. Ein näheres 
Eingehen auf die in den weiteren Cartesianischen Briefen enthaltene 
Controverse mit Roberval würde daher die Einsicht in die ge- 
schichtliche Entwicklung nicht im Verhältniss der Ausdehnung der 
Erörterungen fördern, die zum genauen Verständniss jener tastenden 
Versuche unumgänglich werden würden. In der That hat Huyghens, 
abgesehen von jener allgemeinen Idee, die ganze Aufgabe wie 
eine völlig neue in Angriff nehmen müssen, und er hat sich bei 
ihrer allgemeinen Lösung eines Princips bedient, wovon man bis 
dahin noch keinen Begriff gehabt hatte. 

02. Die Theorie des Oscillations- oder Agitationscentrums wird 
im 4. Theil des Huyghenssehen Hauptwerks mit der Voraussetzimg 
eröffnet, dass „wenn sich beliebige Gewichte vermöge ihrer Schwere 
zu bewegen anfangen, ihr gemeinsamer Schwerpunkt nicht höher 
steigen könne, als er sich bei dem Beginn der Bewegung befand." 
Diese unmittelbar auf die erforderlichen Definitionen folgende 
Annahme wird als selbstverständlich hingestellt, jedoch mit einigen 
Bemerkungen erläutert. Unter diesen ist besonders die Erklärung 
wichtig, dass dieser Satz nichts weiter besagen solle, als dass das 
Schwere nicht aufwärts falle (gravia sursum non ferri). Für einen 
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einzelnen Körper sei der Satz ganz offenbar; ebenso sei er es für 
mehrere Körper, die durch unbiegsanie Linien verbunden wären, 
da dieselben ja nur einen einzigen Körper ausmachten. Freie 
Körper könnten aber derartig durch unbiegsanie Linien mit ihrem 
Schwerpunkt verbunden gedacht werden, dass vermöge dieser 
Veränderung keine Kraft von bestimmter Grosse ins Spiel gesetzt 
würde, und auf diese Weise lasse sich jene Voraussetzung auch 
für den Fall unverbuudener Körper geltend und begreiflich machen» 
Uebrigens sei das Princip auch auf Flüssigkeiten anwendbar und 
geeignet, die hydrostatischen Sätze des Archimcdes sowie sehr 
viele andere mechanische Einsichten zu beweisen. Auch beseitige 
es die Einbildung der Möglichkeit einer perpetuirlichen Bewegung. 

Die letztere Hinweisung ist sehr wichtig; denn sie deutet 
den Zusammenhang an, in welchem das Princip mit der allge- 
meineren Idee steht, dass die Kraft zum Aufsteigen nicht aus 
dem Nichts stammen könne, sondern vorhanden, also etwa durch 
eine entsprechende Senkung erzeugt sein müsse. Wäre es mög- 
lich, dass die Massen höher stiegen, als sie gefallen sind, so 
würde der Zusatz an Kraft, auf den dieser Ueberschuss an Er- 
hebung zurückgeführt werden müsste, unerklärlich bleiben und als 
aus Nichts entstanden anzusehen sein. 

Eine zweite Voraussetzung, die sich auf die Erfahrung be- 
ruft, enthält den Satz, dass auch das zusammengesetzte Pendel 
als solches gleich hoch steige, als es vorher gefallen sei. Der 
Umstand, dass hier der Körper bei seinem Fallen durch eine feste 
Axe bestimmt wird, erlaubte natürlich nicht, das Princip der ersten 
Voraussetzung zu übertragen, und hieraus erklärt sich die Be- 
rufung auf die Erfahrung. 

Mit Hülfe dieser zwei Voraussetzungen, von denen nur die 
erste principielle Wichtigkeit hat, löste nun Huyghens die in Rede 
stehende Aufgabe ganz exaet, indem er den Schwingungsmittel- 
punkt und dessen Abstand von der Drehungsaxe wesentlich durch 
die folgenden Ueberlegungeu ermittelte. Nach einigen geometrischen 
Vorbereitungen über den Schwerpunkt stellt er in Proposition III 
zunächst fest, dass das Product aller Körper mit der Höhe, bis 
zu welcher der Schwerpunkt gestiegen sei, der Summe, der Produete 
der einzelnen Körper mit den zugehörigen Höhen gleich sein 
müsse. Alsdann wird in Prop. IV dargelegt, wie die Höhe des 
Aufsteigens dieselbe bleiben müsse, wenn man sich die vorher in 
Verbindung von dieser Höhe gefalleneu Körper plötzlich getrennt 
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und in dieser Trennung vermögp der erlangten Geschwindigkeit 
wieder aufsteigend denkt. Die Relation, welche erforderlich ist. 
um den Schwinguugsmittelpunkt zu bestimmen, ergiebt sich nun 
in Prop. V und zwar auf Grund der Gleichheit, welche für den 
Sehwingnngsniittelpimkt als solchen zwischen den mit einander 
verglichenen Erhebungen resp. Senkungen statthaben muss. Es 
braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dass die in Frage kommenden 
Hohen nach dem Galileischen Fallgesetz durch die Quadrate der 
Geschwindigkeiten repräsentirt werden, und dass diese Geschwindig- 
keiten den Abstanden von der Drehungsaxe proportional sind. 
Hieraus erklärt sich die Gestalt des Endergebnisses, welches in 
jenem fünften Satz dahin formulirt ist, dass der Abstand des 
Oscillationscentrums von der Axe gefunden werde, indem mau die 
Summe der Producte der Massen mit den Quadraten der Ge- 
schwindigkeiten durch das Prodnct der Gesammtmasse und des 
Abstände« ihres Schwerpunkts von der Axe dividirt. Wie mau 
sieht, drehte sich die ganze Herleitung dieses Resultats um die 
Anwendung des Princips, dass die Erhebung des Schwerpunkts 
auch nach der Trennung dieselbe bleiben müsse, als wenn die Ver- 
bindung fortbestände. 

Es ist nicht zu leugnen, dass die Huyghenssehe allgemeine 
Lösung des Problems auch abgesehen von der Eigenschaft ihres 
priucipiellen Ausgangspunkts dem Gedankengang einigen Zwang 
auferlegt und die entscheidenden Wendungen des Kaisonnements 
durch die erforderlichen Umwege etwas verdeckt. Diese Artung 
der Exposition ist eine Folge des ursprünglichen Lösungspriucips 
selbst, welches ungeachtet seiner Richtigkeit und Tragweite dennoch 
eine Zerlegung in einfachere Vorstellungen verlangt. Die That- 
sache, dass nach beinahe einem Jahrzehnt eine Controverse über 
die Richtigkeit der Huyghensschen Theorie erst begann, und dass 
noch mehr als ein weiteres Jahrzehnt verstreichen musste, ehe man 
sich befriedigend orientirte und durch andere Methoden über die 
völlige Zuverlässigkeit der ursprünglichen Auflösung beruhigte, — 
diese Thatsache ist sicherlich ein Zeichen, dass der eingeschlagene 
Weg nicht ohne grosse Schwierigkeiten zu controliren gewesen war. 
Andernfalls hätte sich wenigstens eine (Japacität wie Jacob Bernoulli 
nicht bei dem ersten selbständigen Autlösungs versuch in einem 
erheblichen Punkt irren und einen falschen Weg einschlagen können, 
während die Huyghenssehe Lösungsart vorlag. Jacob Uernoulli 
betrachtete nämlich, wie wir später genauer m untersuchen haben 




werden, die totalen Geschwindigkeiten da, wo deren Elemente ins 
Auge zu fassen waren. Obwohl er nun später selbst von dieser 
Verwechselung zurückkam und aus einfachen Principien eine Auf- 
lösung des Problems zu Stande brachte, so hatte er doch durch 
die That bewiesen, dass die Huyghenssehe Darstellung ihn ursprüng- 
lich nicht völlig überzeugt haben konnte. Die sehr subalternen 
Einwendungen, denen die Huyghenssehe Auflösung zuerst im Journal 
des savants 1682 durch eine jetzt völlig obscure Persönlichkeit 
ausgesetzt war, und welche später zu der Intervention Jacob Ber- 
noullis führten, griffen zwar vollständig fehl, bewiesen aber doch 
durch die Beachtung, welche sie erfuhren, dass man sich im All- 
gemeinen nicht befriedigt fand. Auch hatten sie ihre Ursache in 
dem principiellen Ausgangspunkt, der theils au sich, theils in der 
Handhabung sehr natürlicherweise zu Bedenken und Zweifeln 
führen musste und Zu einer voreiligen Bestreitung verleiten konnte. 

Hier, wo wie nur die principielle Wendung, die Huygheus 
eigentümlich war, ins Auge zu fassen hatten, können wir noch 
nicht den allgemeinen Erörterungen vorgreifen, welche zur voll- 
ständigen Einsicht in die Ausbildung des Prhicips der Erhaltung 
der lebendigen Kräfte erforderlich sind. Doch wird man bei einer 
vorurtheilsfreien Erwägung des Huyghensschen Prhicips und der 
Art, wie er die Producte der Massen und der Quadrate der Ge- 
schwindigkeiten mit einander in Beziehung setzt, anerkennen müssen, 
dass die berühmte Idee von der Erhaltung der lebendigen Kräfte 
bei ihm zum ersten Mal einen bestimmten, wenn auch nicht in 
völliger Allgemeinheit formulirteii Ausdruck gefunden hat. Der 
Grund, durch welchen Huygheus zu dieser Fassung seines Principe 
veranlasst worden sein muss, ist offenbar in der Anlehnung an die 
Vorstellungsart Galileis zu suchen. 

Um jedoch diesen Ursprung des Huyghensschen Princips und 
hiemit auch zugleich den Keim des Grundsatzes von der Erhaltung 
der lebendigen Kräfte als über jeden Zweifel erhaben zu wissen, 
muss man in der Entwicklung ein Zwischenglied aufsuchen, welches 
seiner Unscheinbarkeit ungeachtet für den Gang der Ideen in 
eminenter Weise charakteristisch ist. 

63. So befremdlich es erscheinen mag, so sah Huygheus 
den Satz, dass ein schwerer Körper vermöge einer gewissen Ge- 
schwindigkeit auf einer schiefen Ebene zu derjenigen Höhe anf- 
teige, von der er durch den Fall jene Geschwindigkeit erlangen 
konnte, als eine Wahrheit an, die in der Reihenfolge der Deductioneu 
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der von Galilei gemachten und erst später bewiesenen Voraus- 
setzung über die Gleichheit der aus gleichen Hohen erlangten 
Geschwindigkeiten vorausgehen müsse. Im zweiten Theil des 
orologium oscillatoriuiu wird die sechste Proposition, welche für 
eu Fall auf verschiedenen schiefen Ebenen die berühmte Galileische 
oraussetzung von dem Erwerb gleicher Geschwindigkeiten aus 
gleichen Höhen formulirt und einen ganz strengen Beweis liefern 
will, auf die vierte zurückgeführt, in welcher das Wiederaufsteigen 
zur Fallhöhe und der dabei stattfindende Verlust gleicher „Ge- 
schwindigkeitsmomente" in gleichen Zeittheilen ausgesprochen und 
mit einem Beweise versehen worden war. Huygheus bemerkt sogar 
vor jenem sechsten Satz, dass er den nachgelassenen Beweisver- 
such Galileis hier durch eine bessere Ableitung ersetzen wolle. 
Er nennt jenen Beweis, den wir Nr. 29 beigebracht haben, nicht 
stark genug (parum firma), genügt indessen selbst den Anforderungen, 
die man im Hinblick auf den bedenklichsten Punkt machen muss, 
gar nicht, indem er das wahre Fundament der Galileischen Deduction 
nicht im Mindesten prüft und ergänzt. Dieses Fundament war, 
wie wir an der augeführten Stelle gefunden haben, die wesentlich 
unbewiesene Voraussetzung von der statischen Red Heining einer 
Kraft auf der schiefen Ebene. Anstatt dieses Hauptbedenken 
hervorzuheben, wendet sich Huygheus vielmehr dazu, den Satz vom 
gleichen Aufsteigen zu gleichen Höhen auf schiefen Ebenen als 
eine einfachere Wahrheit anzusehen und aus ihm das Erworben 
gleicher Geschwindigkeiten aus dem Fall von gleichen Höhen 
indirect abzuleiten. Wären nämlich, so schliesst er, die erlangten 
Geschwindigkeiten nicht gleich, so würde ein von den ursprünglichen 
Erhebungen abweichendes Aufsteigen erfolgen müssen, was un- 
möglich ist. Indessen liegt diese Unmöglichkeit in einem Satz, 
der selbst eine unbegründete üebertragung von den Verhältnisse!! 
des freien Aufsteigens auf diejenigen an der schiefen Ebene ein- 
schloss. Mit eben demselben Recht, mit welchem das Aufsteigen 
zu gleichen Höhen ohne Beweis für schiefe Ebenen geltend gemacht 
wurde, hätte sich auch sofort das Erlangen gleicher Geschwindig- 
keiten bei dem freien Fall aus gleichen Höhen auf schiefe Ebenen 
übertragen lassen. Der Sprung wäre in dem einen Fall nicht 
grösser gewesen als in dem andern. Es kann daher die Huyghcnssche 
Deduction, die an Stelle der Galileischen treten sollte, nicht als 
Ausfüllung einer Lücke, wohl aber als Erklärungsgrund für das 
gelten, wonach wir augenblicklich am meisten zu fragen haben. 




s 



Wir sehen nämlich, wie Huyghens auch in jener Nachweisung 
der einfachsten Gesetze des Fallens und Aufsteigens sein Augen- 
merk bereits von vornherein auf die Unmöglichkeit der Erhebung 
über den ursprünglichen Ausgangspunkt des Fallens als auf eine 
Art Princip gerichtet hatte. Galt es auch für den freien Fall als 
bewiesen, so figurirte es doch schon für die schiefe Ebene ohne 
specielle Begründung 1 ). Man kann daher kaum der Annahme 
ausweichen, dass der fragliche Satz vonHuyghena schon früh weit 
weniger im Lichte, eines specielleu Gesetzes als aus dem Gesichts- 
punkt einer Notwendigkeit angesehen worden sei, vermöge deren 
die Kraft zum Aufsteigen als eine durch das entsprechende Fallen 
gleichsam angesammelte Grösse betrachtet werden müsste. Die 
pätere, oben angeführte Bemerkung über die Unmöglichkeit der 
perpetuirlichen Bewegung, d. h. der Bewegimg aus Nichts, macht 
die angedeutete Gedankengestaltung fast zur völligen Gewissheit. 
Gleichviel, ob die Kraft zum Aufsteigen ihren Ursprung wirklich 
in einem vorgängigen Fallen habe, so lässt sich eine ihr gleiche 
Grösse doch immer auf diese Weise entstanden denken, und im Hin- 
blick hierauf würde sich, wenn der Satz des Aufsteigens zur fingirten 
Fallhöhe nicht zuträfe, im Anschluss an die einfachen Galileischen 
Fundamentalüberlegiingen über Erzeugung und Verlust der Ge- 
schwindigkeiten ein Ueberschuss oder aber ein unverbrauchter Be- 
standtheil an Kraft nachweisen lassen, der entweder ohne Ursache 
entstanden, oder ohne Wirkung geblieben wäre. Beide Annahmen 
widersprechen aber den Grundvoraussetzungen, denen zufolge die 
irgendwo nachweisbare Bethätigung allein das Hecht giebt, von 
dem Vorhandensein einer ihr entsprechenden Kraft zu reden. War 
aber einmal diese Idee im Hinblick auf mehrere besondere Fälle 
in das Bewusstseiu getreten, so musste sie selbst zu immer weiterer 
Verallgemeinerung veranlassen, sobald sich neue analoge Ver- 
hältnisse darboten. Nachdem sie zunächst, wie wir bei Gelegenheit 
der cykloidalen Bewegimg bereits angedeutet haben, für beliebige 
Formen des Autsteigens in den verschiedensten Bahnen auf jedweder 
Oberfläche als gültig erkannt worden war, konnte es sich im Hin- 
blick auf das Problem des zusammengesetzten Bendels nur noch 
um einen einzigen Schritt handeln, der aber freilich erheblicher 
war, als es zunächst den Anschein haben mochte. Dieser Schritt 
bestand darin, anstatt eines einzigen schweren Körpers mehrere 
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oder, was den Hauptpunkt bereits entscheidet, wenigstens zwei und 
deren gegenseitiges Verhältnis» ins Auge zu fasse». 

Wurde nämlich die Idee vom Aufsteigen zur gleichen 
Höhe auf zwei uuverbundene Massen übertragen, so Hess sich das 
Princip sowohl für jede einzelne als für beide geltend machen. 
Im letztern Fall, wo jedoch noch der ganze Zusammenhang als 
ein blos ideeller gedacht wurde, war es sehr natürlicherweise der 
Schwerpunkt, nach dessen Höhe man zu tragen hatte. Galt aber 
einmal der Schwerpunkt als der Gegenstand, auf den das Princip 
vom Aufsteigen zu beziehen sei, so fragte es sich nun weiter, ob 
dieses Princip nicht auch gelten müsse, wenn die Verbindung der 
beiden oder mehreren Massen mit irgend einem statischen Hindernis», 
ihrer Bewegung eine feste Bahn vorschriebe. Die Bejahung kouute 
nicht zweifelhaft sein; denn der Grundsatz, um dessen erweiterte 
Anwendung es sich handelte, war ja schon für den einzelnen Körper, 
dessen Bewegung durch eine schiefe Ebene statisch bestimmt wird, 
ausgemacht und erprobt worden. Jede relative Fixirung Hess sich 
aber als Vorschreibung einer Bahn nach dem Princip der schiefen 
Ebene betrachten und wurde von Huyghens in allen Fällen, wo 
wir seine speciellen Auslassungen darüber haben, auch wirklich 
so angesehen. Es war also für den die Zwischenglieder der Be- 
weisbestandtheile überspringenden Verstand eines bahnbrechenden 
Forschers sicherlich keine zu kühne Vorwegnähme, wenn er sofort 
jenes Princip vom Aufsteigen als eine Notwendigkeit erkannte, 
an welcher eine statische Determination, d. h. die Vorschreibung 
einer Bahn nichts zu ändern vermöge. Die Verbindung der Massen 
selbst hatte aber zunächst nur dadurch Bedeutung, dass vermöge 
dieses Zusammenhangs auch die Fixirung für jede Masse oder 
vielmehr jeden Massentheil vermittelt wurde. Andernfalls hätte 
es sich nur um einen einzigen freien Körper gehandelt. 

Der einzige Umstand, der in Alledem noch als bedenklich 
gelten konnte, war die gegenseitige Einwirkung derjenigen Art, 
welche zwischen den Massen statthatte und noch mehr enthielt, 
als die blosse Vorschreibung einer Bahn. Da nämlich jede Masse 
nicht blos für sich allein an eine Bahn, sondern auch noch an 
eine künstliche Geschwindigkeit gebunden wurde, so musste, um 
das Fundamentalpriucip anzuwenden, zuvor noch eine sichernde 
Ueberlegung platzgreifen, die aber ebenfalls keine grosse Schwierig- 
keit haben konnte. Diese gegenseitige Ausgleichung der schnelleren 
oder langsameren Autriebe der Schwere auf die verschieden liegenden 



Massentheile konnte ja ebenfalls wie eine statische Einschränkung 
angesehen werden, vermöge deren ebensowenig wie auf der schiefen 
Ebene in der Hauptsache eine Abänderung des Gesammtaufsteigen 
angenommen werden dürfte. Wenn nämlich auch die einzelnen 
Thoile vermöge der ihren speciellen Bahnen angehörigen Geschwindig- 
keiten zu andern Höhen gelangen müssen, als im gegenseitig ge- 
bundenen Zustande, so kann doch von der bewegenden Kraft de 
Schwere dadurch nichts für das Ganze verloren gehen, dass diese 
Kraft einen Theil ihrer Wirkung nicht unmittelbar, sondern erst 
vermöge einer statischen Beziehung zwischen den verschiedenen 
Massen ausübt und vertheilt. Es wird ihr hied urch auf das Ganze 
nur eine analoge Wirkungsart vorgeschrieben, wie auf der schiefen 
Hbi'iie. Der Umstand, dass eine horizontale Axe alle Theile nöthigt, 
in bestimmten Bahnen und zugleich in festen Lagen zu einander 
aufzusteigen, veranlasst zwar nicht Mos eine Reducirung der Schwer 
kraft nach gegebenen Richtungen, sondern auch eine Bethätigiin 
derselben nach relativ vorgeschriebenen Geschwindigkeiten. Dies 
Gcschwindigkeitsverhältnisse bieten jedoch für die Gesammtbethäti 
gung der Schwerkraft an dem ganzen Körper kein eigentliches 
Hinderniss der vollen Einwirkung sondern nur einen Vertheilungs- 
grund dar. Der Schwerpunkt wird daher als Vertreter des ganzen 
Körpers ebenfalls dem Gesetz des Aufsteigens als unterworfen ge- 
dacht werden können, und wenn auch hiebei die ursprüngliche 
Analogie nicht mehr ohne Weiteres einleuchtet, so konnten derartige 
Ueberlegnngen doch genügen, um das Princip als vorläufig motivii't 
erscheinen zu lassen. Die Thatsache, dass Huyghens es in dieser 
Ausdehnung nicht als Axiom einführte, sondern wenigstens formell 
von seinem einfacheren Bestandteil abhängig machte, ist Beweis 
genug, dass er selbst Niemand zumuthete, die für die eigne Uuter- 
suchungsmethode zunächst hinreichende Art von Evidenz als defini- 
tiven Beweis gelten zu lassen. Nur für den Gang der Ideen kann 
kein Zweifel obwalten, dass Galileis einfacher Satz den Typus 
abgegeben habe, nach welchem Huyghens seine Vorstellungen zu 
einem allgemeinen Princip mehr und mehr ausprägte, und dieses 
sehr natürliche Verhältniss ist das für den Zusammenhang in den 
Fortschritten der Mechanik so ungemein Bedeutsame. Ohne die 
Nachweisimg dieser Eutwicklungsbeziehung würde die Stetigkeit 
als unterbrochen und der später immer erheblicher werdende Grund- 
satz von der Erhaltung der lebendigen Kräfte als eine plötzlich ge- 
machte Entdeckung erscheinen, während er in der That im Wesent- 
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liehen schon hei Huyghens nnd zwar im engsten Anschluß an die 
Galiletschen Fundamentalsätze zur Ausbildung gelaugte. 



Drittes Ciipitel. 

Zusammensetzung der Kräfte und Gesetze des Stesses. 

64. Die verhältnissmässige Unvollkommenheit in der Zurüek- 
führung der verwinkelteren Sätze auf die einfacheren Wahrheiten 
hatte in der Zeit, in welcher Huyghens seine besten Ergebnisse 
zu Tage förderte, ihren Hauptgrund in dem Umstände, dass man 
nicht einmal für die Statik geschweige für die Dynamik ein allge- 
meines Zusammensetzungs- und Zerleguugsprincip der Kräfte besass. 
Soweit die Zusammensetzung der Bewegungen auch unmittelbar 
eine Zusammensetzung der Kräfte war, hatte allerdings schon 
Galilei bei der Behandlung der parabolischen Bewegung davon 
Gebrauch gemacht. Huyghens hatte ebenfalls nach dieser Seite 
hin einer wichtigen Idee einen bestimmten Ausdruck gegeben, 
indem er es als Fundamentalvoraussetzung hinstellte J ), dass bei 
der Verbindung irgend einer gleichförmigen Bewegung mit der 
Wirkung der Schwere beide sich unabhängig von einander be- 
tätigten, d. h. einander „nicht hinderten" und so wirkten, als 
wenn sie getrennt wären. Hiedurch sprach er im Wesentlichen 
jenes später immer mehr betonte Axiom aus, dass sich in einer 
Combination von Bewegungsursachen die einzelnen Elemente an 
ihrem Theil so zur Geltung bringen, als wenn die übrigen Be- 
standteile gar nicht vorhanden wären. Doch war hiemit immer 
noch kein Schritt geschehen, welcher über die einseitige Auffassung 
der Zusammensetzung blosser Bewegungserscheinungen hinausführte. 
Im Gegentheil leitete diese Idee insofern von dem fraglichen Ziel etwas 
ab, als sie grundsätzlich über die gegenseitigen statischen Beziehungen 
der combinirten Kräfte hinwegsehen liess und sich nur um den freien 
Bewegungseffect kümmerte. Eine eigentliche Zusammensetzung 
der Kräfte musste sich aber vor allen Dingen auf die statischen 
Verhältnisse beziehen, und in dieser Gestalt finden wir das Princip 
derselben zum ersten Mal von Varignon in seinem Projet d'une 



') Horol. oscill. pars II hypothesis III. 



nouvelle mecanique (Paris 1687) als leitenden Gesichtspunkt einer 
neuen Behandlungsart der Statik vertreten und in der posthumen, 
sehr umfangreichen Schrift desselben Verfassers *) in der ans- 
fiihrliohsten Weise auf die einfachen Maschinen angewendet. 

In demselben Jahr, in welchem Varignon sein Project einer 
neuen Mechanik veröffentlichte, erschien auch in den berühmten 
Newtonschen Principien eine Darstellung der Art, wie die Kräfte- 
zusamnieasetzung auf die Maschinen, d. h. statisch auf alle mög- 
lichen Verhältnisse anzuwenden sei. Newton legte jedoch auf dies 
Princip keinen besondern Ton und stellte es fast wie eine selbst- 
verständliche Sache hin. So wird von ihm im zweiten Corollar 
zum dritten Bewegungsgesetz die Zusammensetzung und Zerlegung 
di r Kräfte zwar als Basis der ganzen Mechanik bezeichnet; aber 
nirgend findet sich eine Andeutung, dass Newton diese universelle 
Anwendung des Princips als etwas von ihm Ausgehendes habe 
angesehen wissen wollen. Erinnert mau sich ausserdem, dass die 
als Stevinschcr Satz überkommene Vorstellung von dem Gleich- 
gewicht dreier Kräfte, die nach Grösse und Richtung den drei 
Seiten eines Dreiecks entsprechen, dem statischen Zusammen- 
setzungsprincip nahekam, so wird man geneigt sein, die ganz 
Entwicklung als einen Vorgang zu betrachten, der gar nicht de 
Charakter eigentlicher Entdeckungen hat und daher auch nicht aus- 
schliesslich einer einzigen Persönlichkeit zugeschrieben werden kaun. 

In der That nimmt auch Varignon selbst nichts weiter als 
eine neue, universellere Gestaltung der Anwendungen des Princip? 
Iii i- sich in Anspruch. Er weist selbst darauf hin 2 ), dass die 
Physiker das Princip bereits hei dem schiefen Stoss gebraucht 
hätten, und dass er selbst vermöge eben dieses Princips mir die 
Erklärung der Maschinen als etwas bis dahin noch nicht Geschehenes 
in Angriff genommen habe. Von Interesse ist sein Bericht über 
die Art, wie er zu seiner Unternehmung angeregt worden sei. In 
der Vorrede, die für seine erste kürzere Schrift, das erwähnte 
Projet, gearbeitet ist, erzählt er, dass ihn zuerst die Aeusserung 
von Cartesius, es sei lächerlich, den Flaschenzug auf den Hebel 
zurück führen zu wollen, frappirt und in die eigenthümliohe Unter- 
suchungsrichtung gelenkt habe. Indem er mm danach strebte, die 
Eizeugungsart (generation) des Gleichgewichts kennen zu lernen. 



') Varignon, Nouvelle Mecanique etc., 2 Bde. Paris 1725. 
•) Ibid. Bd, I S. 8. 
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erkannte er zuerst an der schiefen Ebene die Zusammensetzung 
der Kräfte und den Begriff der Resultante. Auch ist dieser 
Ursprung der natürlichste, der sich denken lässt. An der schiefen 
Ebene drängt sieh die Zerlegung oder mit andern Worten die 
Reducirung der Kraft am unmittelbarsten auf, und dieses Ver- 
halten einer Kraft in Beziehung auf eine feste gegebene Richtung 
ist eine noch einfachere Vorstellung, als die Zusammensetzung 
von zwei freien Kräften. Auch ist diese Vorstellung von uns 
bisher stets als der Urtypus aller statischen Beziehungen hervor- 
gehoben worden, und wir haben gesehen, wie Galileis Beweis der 
Gesetze des Falleus auf der schiefen Ebene und sogar sein Beweis- 
versuch des statischen Verhältnisses an derselben wesentlich nur 
darum mangelhaft ausfiel, weil die fundamentale und priueipielle 
Natur der Kraftred uctiou verborgen blieb. 

65. Das erwähnte posthume Werk Varignous verwendet zwei 
Quartbände, um die. einfachen Maschinen durch das Parallelogramm 
der Kräfte erklärlich zu machen. Der erste Abschnitt enthält die 
principielle Einleitung; die andern Abschnitte sind den verschiedenen 
einfachen Potenzen gewidmet. Das Zusammensetzungsprincip wird 1 ) 
zunächst für die Phantasie veranschaulicht, indem ein Punkt vor- 
gestellt wird, welcher auf einer mit sich selbst parallel bewegten 
graden Linie noch ausserdem selbständig fortschreitet. Die aus- 
drückliche Erweiterung dieser noch unbestimmten und auch allein 
auf phoronomische Bewegungen beziehbaren Idee auf eigentliche 
Kräfte findet sich erst in der posthumen Schrift und der Verfasser 
sagt uns selbst, dass er zu einer solchen besondern Wendung 2 ) 
erst durch die Einwürfe von Physikern veranlasst worden sei. 
Doch leistet er im Grunde auch nicht viel mehr als früher; denn 
seine ganze Nachweisung au der angegebenen Stelle gipfelt in der 
Berufung auf den Umstand, dass die bewegliche Linie und der 
Punkt nur die Veranschaulichung zum Zweck hätten, und dass 
die Kräfte in ihrem Verhalten von diesem Hülfsinittel der Imagination 
unabhängig wären. Dennoch ist diese Hinweisung auf die selbständigen 
Beziehungen der statischen Kräfte werthvoll, indem sie zur Er- 
kenntniss des Unterschiedes zwischen phoronomischen Bewegungs- 
erscheinungen und vorgäiigigeu Kräftecombinationen hinleitet. 

Wie unsicher es zur Zeit Variguons mit der durchgängigen 
Anerkennung des Parallelogramms der Kräfte bestellt war, zeigt 



') Ibid. Bd. I S. 13 in Lemma I. *) Ibid. S, 14 in Lemma IL 



— 144 — 



die Art von Einwendungen, denen der Verfasser der neuen Meehanik 
zu begegnen hatte. So war z. B. von Seiten der Cartesianer 
geltend gemacht worden, das fragliche Princip sei mit dem Gesetz 
der Erhaltung der Bewegung nicht vereinbar. Hierauf erwidert 
Varignon x % es gehe nicht blos bei der Zusammensetzung Be- 
wegung verloren, sondern es könne auch bei der Zerlegung, welche 
gewonnen werden, die vorher nicht gegeben war, und so finde 
eine Compensation statt. Diese Ausflucht ist um so merkwürdiger, 
da sie zeigt, wie Varignon selbst das partieUe Gleichgewicht, in 
welches sich die bewegenden Ursachen setzen, nicht zu berücksichtigen 
vermochte. Noch heute ist im Hinblick auf die in einer ganz 
neuen Gestalt wieder lebendig gewordenen und erweiterten Ideen 
über die Erhaltung der Kräfte jene Carte siani sehe Frage zu er- 
ledigen. Ohne hier späteren Entwicklungen vorzugreifen, sei be- 
merkt, dass die partielle Umwandlung einer eventuellen Bewegung 
in eine statisch wirksame Kraft der Gesichtspunkt ist, aus welchem 
sich eine höhere, mit dem Princip der Erhaltung der Kräfte in 
jeder Richtung vereinbare Anschauungsweise gestalten lässt. 

Ein eigentümlicher geometrischer Uebergang, durch welchen 
Varignon von der Kräftezusammensetzung zu der Lehre von den 
Momenten im neueren Sinne dieses Worts gelangt, darf hier nicht 
Übergangen werden, obwohl auch hiebei von einer eigentlichen 
Entdeckung mechanischer Art nicht geredet werden kann. Dieser 
Uebergang hat aber ein besonderes prinzipielles Interesse, weil er 
zugleich den Kunstgriff vorbereitet, durch welchen das Hebelprincip 
auf das Parallelogramm der Kräfte zurückgeführt werden soll. Es 
wird nämlich 2 ) zunächst der geometrische Satz festgestellt, das? 
in Bezug auf die Diagonale und zwei zusammengehörige Seiten 
eines Parallelogramms ein beliebiger, innerhalb oder ausserhalb 
gelegener Punkt mit den drei fraglichen Linien als Grundlinien 
solche Dreiecke bestimme, dass die Differenz oder Summe der 
Seitendreiecke dem Diagonaldreieck gleich sei. Diese Relation 
findet mm offenbar auch statt, wenn man die drei Linien auf ihren 
Richtungen beliebig verschiebt, Es ist also nicht nöthig, dass 
dieselben tatsächlich in der Ecke eines Parallelogramms zu- 
sammenlaufen, sondern es genügt, dass ihre Richtungen dies tun, 
Endlich ist auch dies nicht einmal nötig, wenn man parallele 



') Ibid. iu einom Scholiiun zu Lemma II der 1. Sect. S. 24. 
*) Ibid. Lemma XVI S. 84. 
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Linien voraussetzt. Man hat mithin den ganz allgemeinen Satz, dass 
in einer Ebene drei beliebig gelegene Linien, deren Richtungen in 
einem Punkt zusammentreffen oder aber gleich sind, in Beziehung 
auf einen beliebigen Punkt die erwähnte Eigenschaft haben, voraus- 
gesetzt, dass die Grössen dieser Linien ein Verbältniss haben, wie 
es sich in einem Parallelogramm unter Beibehaltung derselben 
Richtungen zwischen der Diagonale und den Seiten gestalten würde. 
Diese Relation zwischen den Dreiecken ist nun nichts weiter als 
eine Beziehung zwischen den Producten, die man aus der Grösse 
der Linien und dem jedesmal zugehörigen Abstand des beliebigen 
Punktes bildet, Liegt also der Punkt ausserhalb der die Seiten- 
kräfte vertretenden Linien, so sind jene Producta zu addireu, 
andernfalls aber zu snbtrahiren, um die dem Product mit der 
Diagonale gleiche Grösse zu ergeben. Wie man sieht, ist diese 
geometrische Zurüstung nichts weiter als die Construction der 
mathematischen Form der Momente von drei convergirenden oder 
aber parallelen in derselben Ebene gelegenen Kräften. Die Voraus- 
setzung, dass man den Angriffspunkt der Kräfte auf ihrer Richtung 
beliebig verschieben könne, ohne die Wirkung zu ändern, ist bei 
einem derartigen Uebergang von einem gemeinsamen Combinations- 
punkt zu einem System von Angriffsörtcrn nicht zu umgehen, und 
doch ist grade ein solcher Sprung von einem gemeinschaftlichen 
Angriffspunkt zu einer Verbindung von drei Angriffspunkten das 
der Rechtfertigung am meisten Bedürftige. Ohne eine principielle 
Erläuterung, die sich grade auf diesen Punkt richtet, ist es ganz 
unmöglich, zu der Zusammensetzung der Kräfte an einer Augriffs- 
linie, d. h. zur Erklärung des Hebels zu gelangen. 

Im fünften Abschnitt der neuen Mechanik behandelt Varignon 
deu Hebel und zieht sich dadurch aus der Verlegenheit, dass er 
zunächst für convergirende Kräfte feststellt, dass ihre Resultante 
durch den Unterstützungspuukt gehe. Die Kräfte werden also so be- 
trachtet, als wenn sie auf dem Durchschnittspunkt ihrer Richtungen 
angriffen und so eine Mittelkraft lieferten. Bei parallelen 
Kräften, dem eigentlichen und ursprünglichsten Fall des Hebel- 
problems, ist nun aber ein solcher Durchschnittspunkt gar nicht 
vorhanden. Hier hilft sich nun Varignon dadurch, dass er die 
Annäherung an den Parallelismus benutzt, um auf den Fall der 
streng parallelen Kräfte selbst zu schliefen. Hierin liegt natür- 
lich ein stillschweigender Rückgang auf das. was man etwa aus 
der Stetigkeit des Uebergangs oder, wie man sich auch ausdrücken 

UQkrintf, ÜsaeliicUte ä«I Mecbauik. JO 



kann, ans der unbegrenzten Approximation an den Grenzfall des 
strengen Parallelismus folgern möge. So fruchtbar indessen auch 
derartige, neuerdings besonders in der synthetischen Geometrie 
gebrauchte Schlussarten sein mögen, so haben sie doch niemals 
vollkommen befriedigt, und man mnss, so geneigt man ihnen auch 
übrigens sein möge, einen allgemeinen und strengen Beweis der 
Zuverlässigkeit ihrer Methode verlangen. Der Sprung ist in solchen 
Wendungen unverkennbar, weil die Stetigkeit der Beziehungen 
zwar in einem gewissen Sinn bestehen bleibt, aber in einer be- 
sondern Hinsicht eine Unterbrechung oder mindestens, um ein 
vielleicht passenderes Wort zu brauchen, eine Formveränderung 
erfährt. Die Voraussetzung, dass parallele Kräfte so betrachtet 
werden können, als wenn sie sich in unendlicher Entfernimg 
schnitten, bedarf nicht nur einer Erläuterung sondern auch eines 
Beweises. Sie hat nur insofern einen haltbaren Sinn, als man 
ernstlich darauf verzichtet, die Fiction eines Widerspruchs zur 
blossen Bequemlichkeit der Redeweise festzuhalten und von vorn- 
herein davon ausgeht, dass eine unbegrenzt kleine Richtungs- 
abweichung nicht selbst Parallelismus, sondern nur eine Beziehung 
ist, die dem Parallelismus unbeschränkt nahekommt. Alsdann 
wird aber auch irgend eine Ueberbrückung der Kluft nöthig, 
welche dem strengen Begriff nach zwischen Richtungsgleichheit 
und Richtimgsungleichheit, zwischen Schneiden und Nißhtschneiden 
besteht, Die Stetigkeit des quantitativen Uebergangs muss freilich 
das Vehikel bleiben; aber der Uebergang zu Null ist für eine 
tiefere Betrachtimg derselbe Sprung, wie die Voraussetzung eines 
Verhaltens oder einer Beziehung im unendlich Grossen. Wir 
lassen hier jedoch das Weitere auf sich beruhen, da der geeignete 
Ort für die allgemeine Erledigung dieser und ähnlicher Bedenken 
sich erst da finden wird, wo die Infinitesiinalanalysis mit den ihr 
eigenthümlichen, auf die Mechanik anzuwendenden Begriffen in 
Frage kommt, 

66. Die Theorie der Momente im heutigen Sinne des 
Worts ist nichts weiter als eine erweiterte Lehre vom Hebel. 
Wenn man daher von dem vorher angeführten geometrischen Satze 
über die Beziehung eines beliebigen Punkts zu jenen drei 
Parallelogrammlinien ausgebt und unter Festhaltung der zuge- 
hörigen Grössen Verhältnisse den Grenzfall des Parallelismus mit 
unbeschränkter Approximation erzeugt, so kann man den beliebigen 
Punkt auf der Linie der Mittelkraft wählen, und es ergiebt sich 
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auch nach dieser Anschauungsweise der Satz vom Hebel, ÖL h. 
von der Gleichheit der statischen Momente. Die Differenz der 
oben erläuterten Producta (der Abstände mit den Linien der 
Seitenkräfte) muss dann nämlich gleich Null sein, weil die Ent- 
fernung des Punkts von der Linie der Mittelkraft Null ist. 
Im Grunde ist diese Auffassungsart von der bereits angeführten 
gar nicht verschieden; denn indem Varignou vom Hebel ausgeht 
und die etwa rechtwinklig angreifenden parallelen Kräfte erst in 
einer unendlich kleinen Abweichung von dieser Lage betrachtet, 
thut er ganz dasselbe, als wenn zur Gewinnung des Satzes von 
der Gleichheit der Momente die beiden Abstände des beliebigen 
Punkts in ihrer unendlichen Approximation au die Formirung einer 
nicht mehr gebrochenen, sondern streng graden Linie zu Grunde 
gelegt werden. In jedem Fall muss der Durchsclinittspuukt der 
Linien der drei Kräfte unbegrenzt in die Ferne rücken, und biebei 
ist eine Verschiebung des ursprünglichen Angriffsortes der Kräfte 
unvermeidlich. Im Parallelogramm selbst kann man nämlich durch 
stetigen Uebergang die Richtungsgleichheit nur als Zusammen- 
fallen in einer und derselben Linie, aber nicht als Parallelismus 
auseinander belegener Kräfterichtungen herstellen. Nur wenn 
man sich erlaubt, aus einem Angriffspunkt drei zu machen, kann 
man den Uebergang vollziehen. 

Die eben gemachten Bemerkungen zeigen, wie unter allen 
Umständen die Zurückführnng des Hebelpriucips auf dasjenige 
der Zusammensetzung der Kräfte eine Rechenschaft über die Ver- 
mittlung der Kräftebeziehung zwischen den verschiedenen Angriffs- 
punkten erfordert. "Wollte man nämlich auch die Verlegung der 
Kraft auf ihrer Richtung als Hülfsmittel in Anwendung bringen, 
so müsste man sich doch irgendwie darüber auslassen-, wie der 
neue Angriffspunkt mit dem ursprünglichen verbunden zu denken 
sei und wie auf diese. Weise identisch dieselbe Wirkung erzielt 
werde, als wenn die Anbringung nicht verändert worden wäre. 
, In einem andern Sinn als in demjenigen der Erhaltung der völligeu 
Einerleiheit des ursprünglich ins Auge gefassten Effects würde 
das Princip der Kräfteverlegung gar nicht streng haltbar sein. 
Nimmt man daher etwa an, dass zwischen dem gegebenen und 
dem veränderten Augriffspunkt eine unbiegsame und unzusammeu- 
drückbare Linie befindlich sei, so dass der Zug oder Druck der 
Kraft nach Richtung dieser Linie den neuen Punkt nicht äfficiren 
oder bewegen kann, ohne zugleich den ursprünglichen Anbringuugs- 
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punkt in gleicher Weise zu erregen, so hat man allerdings für 
diese eine zunächst in Frage stehende Kraft eine deutliche Ueber- 
leitung hergestellt. Allein eine der andern beiden Kräfte, die 
nicht nach Richtung der starren Linie wirkt, nmss durch Ver- 
mittlung derselben den ursprünglichen Angriffspunkt ganz anders 
atiiciren. Man mnss also, wenn man überhaupt die drei Kräfte 
in Beziehung setzen will, einen Sprung machen, und die nächste 
Kraft unmittelbar auf den neuen Angriffspunkt, der als Durch- 
schnittspimkt bestimmt ist, wirken lassen und hiebe! zugleich ohne 
nachgewiesene Berechtigung voraussetzen, dass der neue Angriffs- 
punkt in jeder Beziehung und vollständig den alten in Rücksicht 
anf alle möglichen Kräfte vertrete. Letzteres ist aber offenbar 
eine Vorstellung, die nicht die Klarheit eines selbstverständlichen 
Axioms hat. Die ganze Wendung bekundet hiemit ihre Bedenk- 
lichkeit, ja Unzulässigkeit, und es bleibt mithin principiell die 
Aufgabe bestehen, die gegenseitigen Einwirkungen der Kräfte, die 
an einem System, welches nicht ein einziger Punkt sondern zu- 
nächst etwa eine feste Verbindung von zwei Punkten durch eiue 
starre Linie ist, in strengster Form begreiflich zu machen. Wie 
wir bei Gelegenheit des neueren Poinsotschen Begriffs der Kräfte- 
paare sehen werden, ist die Lösung der bezeichneten Aufgabe für 
die völlig durchsichtige Gestaltung des kSystems der Mechanik von 
nicht geringer Bedeutung, und es mag gleich hier bemerkt werden, 
dass mau viel früher die Eigentümlichkeit einer Verbindung von 
zwei gleichen parallelen, aber entgegengesetzten Kräften erkannt 
haben würde, weun man die Fundamentalbeziehlingen am Hebel 
tiefer erforscht und das Zusammensetznngsproblem für parallele 
Kräfte in seiner allgemeinsten und einfachsten Gestalt als eine 
selbständige Aufgabe betrachtet hätte. Indem man sich dagegen 
theils bei der Archimedischen Art und Weise beruhigte, welche 
von vornherein einen Hebel voraussetzt, nicht aber zwei verbundene 
Punkte als das nach dem einzelnen Punkt einfachste System unter- 
suchte, theils die Kräftezusammensetzung an einem uud demselben 
Punkt fast ohne Weiteres anf eine Mehrheit von Angriffspunkten 
übertrug, verlor man mehr und mehr die Notwendigkeit anderer 
Rechtfertigungsarten aus dem Auge. Namentlich verlegte man 
sich die Einsicht in die Notwendigkeit einer weit grösseren 
Abstractiou. Man glaubte an dem Zusanin i c usct zungsprineip in der 
gewöhnlichen Anwendungsart eine letzte Einsicht gewonnen zu 
haben, während in der That grade die Zusammensetzung von 



Kräften, die nicht an demselben Punkt angreifen, in ßfteksichi 
auf Strenge der Nach Weisungen noch das Meiste zu tbuu übrig Hess. 

Aus diesem Grunde und nicht blos der Notwendigkeit wegen, 
vermittelst unbegrenzter Annäherung zum Grenzfall des Paralle- 
lismus überzugehen, erklärt sich sehr leicht die alte und noch 
heute gültige Thatsache, dass in den gegenseitigen Beziehungen 
des Hobelprincips und des Zusammensetzmigsprincips grade das, 
was sich ans dem Gesichtspunkt des einen am einfachsten ge- 
staltet, aus dem des andern die grössteu Schwierigkeiten macht. 
Am Hebel hat man verschiedene Angriffspunkte, und die Zusammen- 
setzung paralleler Kräfte ist der einfachere Fall. In der freien Vorstel- 
lung der Zusammensetzimg der Kräfte nach Maassgabe des Parallelo- 
gramms ist aber derjenige Fall der leichteste, in welchem die 
Kräfte in einem gemeinsamen Punkt angreifen, mithin nicht parallel 
sein können. Bei tieferer Betrachtung zeigt sich freilich, dass es 
gar nicht zwei Ausgangspunkte der strengen Einsicht s Vermittlung 
geben kann, und dass man stillschweigend und unbewusst etwas 
von dem andern Princip einmischt, obwohl mau nur das eine vor 
sich zu haben glaubt. Die in dieser Beziehung erforderliche Zer- 
gliederung geht uns jedoch hier noch nicht an. 

67. Im Allgemeinen musste sich das Princip der Zusammen- 
setzung und Zerlegung der Kräfte als eiu sehr bequemer Ausgangs- 
punkt der statischen und der dynamischen Untersuchungen empfehlen. 
Der Umstand, dass es sich in Newtons epochemachendem Werk 
in der principiellen Einleitung auseinandergesetzt fand, trug sicher- 
lich noch mehr als Varignons Bemühung dazu bei, es fortan mein 
und mehr zur wissenschaftlichen Grundlage der systematischen 
Darstellungen werden zu lassen. Es war nicht nur hinreichend 
vorbereitet gewesen, sondern entsprach auch dem allernatürlichsten 
Bedürfniss, insofern es lehrte, nicht etwa blos die Grösse der 
Kräfte als Ergebniss von Additionen und Subtractionen vorzustellen, 
sondern auch die .Richtung derselben als Vereinigung verschiedener 
Kichtungsantriebe aufzufassen. In einerlei Richtung hatte man 
die Grössen der Kräfte schon früher ganz unbedenklich zusammen- 
gesetzt oder von einander abgezogen, wie dies z. B. auch in einem 
nicht einfachen Fall 1668 durch Wallis iu seiner Feststellung der 
Gesetze des unelastischen Stesses geschehen war. Eben derselbe 
Autor hatte auch schon damals erwähnt, dass der schiefe Stoss 
analog zu behandeln sei. Varignon selbst hatte darauf hingewiesen, 
dass die Physiker den schiefen Stoss nach dem Princip der Zusammen- 



Setzung der Bewegungen behandelt hätten. Es war mithin als 
neuer Schritt eigentlich nur eine allgemeinere Formulirung und 
eine erweiterte Anwendung auf die einfachen Maschinen erforderlich 
gewesen. Von drei Ausgangspunkten her, uämlich von der Galilei- 
scheu Zusammensetzung der Kräfte in der parabolischen Bewegung, 
dann von dem Stevinschen Kräftedreieck und endlich von den 
Fragen nach der Kräftecombiuation im Stosse drängte sich die 
abstractere Erfassung des mechanischen Zusammensetzungspiiucins 
als eine Notwendigkeit auf, und es darf daher die Vollziehung 
dieser Verallgemeinerung wohl als eine Frucht der Zeit, nicht aber 
der besondern schöpferischen Begabung einer einzelnen Person an- 
gesehen werden. Fragen nach der Priorität oder der ursprüng- 
lichen Urheberschaft haben daher hier fast kein Interesse. Bei 
Lagrange 1 ) findet man jedoch die Nachweisung, dass Varignon das 
Princip nicht schon 1685 besass, wie irrthümlich an der Spitze 
seines posthumen Werks behauptet wird, sondern dass er sogar 
damals noch das Hebelprincip auf den Flaschenzug anwendete. 
Grade aber die Einmischung des Hebelprincips in die Behandlung 
des Flaschenzugs sollte ja nach Varignons eigner Bemerkung der 
Punkt gewesen sein, von welchem ihn Descartes' Ausspruch abge- 
bracht und auf die Bahn des Zusamrnensetzungsprincips geführt 
hätte. Es ist also das Jahr 1687, in welchem das Project der 
neuen Mechanik erschien, als der Zeitpunkt der Veröffentlichung 
festzuhalten. Merkwürdigerweise kommt jedoch für dasselbe Jahr 
nicht blos Newtons Hauptwerk, sondern auch noch eine kleine 
Schrift von Lami in Frage, deren sehr rationeller Titel Nouvelle 
maniere de demontrer les principaux theoreines des elements des 
mecaniques ihrem Inhalt entspricht. Der von Lagrange an der 
angeführten Stelle anerkannte Gedankengang ist nämlich ein Zeug- 
nis* für die Natürlichkeit der Entwicklung. Es wird davon aus- 
gegangen, dass die Vereinigung von zwei Bewegungen in einer 
mittleren auf ein Hindernis» stosse. Alsdann werden sich die 
Kräfte, welche diese Bewegungen oder vielmehr deren Mittelbe- 
wegung erzeugt haben würden, grade so verhalten, wie wenn die 
Bewegung in einem ersten Augenblick wirklich statthätte. Diese 
virtuelle Wendung, welche vermöge einer Art von Stetigkeit die 
statische, ruhende. Beziehung an den ersten gleichsam benachbarten 
Bewegungszustand anknüpft, bekundet, dass der Urheber derselben 
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den Hauptpunkt getroffen hatte, um den es sich jederzeit bei dein 
Parallelogramm der Kräfte handeln wird. Auf eine andere Weise 
wird die Brücke zwischen der Bewegungserscheinung und dem 
streng statischen Verhalten wohl schwerlich jemals geschlagen 
werden. Dieses Mittel ergab nun aber sofort das Gleichgewicht 
dreier Kräfte an einem Punkt oder, wenn man will, ein statisches 
Aequivalent der beiden in ihrer Combinationswirkiuig gehemmten 
Kräfte. Auch die Formulirung, dass sich diese Kräfte nach dem 
Gesetz der blossen Bewegungscombination umgekehrt wie die Sinus 
der Winkel, die sie mit der Richtung der mittleren Bewegung 
bildeten, verhalten müssten, war gut gewählt. Die Anwendung 
richtete sich ebenfalls auf die schiefe Ebene und auf den Hebel. 
Diese übereinstimmende Richtung in der Bethätigung des Principe 
ist mindestens ein Zeugniss für die Verwandtschaft desselben mit 
dem Gesetz der schiefen Ebene. Uebrigens aber bestätigt sie auch 
noch unsere allgemeine Annahme, dass keine ungewöhnliche Virtuo- 
sität, geschweige ein genialer Aufschwung erforderlich war, um 
den Schritt zu thun, der den Satz von der statischen Zusammen- 
setzung der Kräfte ergab. Schon der blosse Begriff des Gleich- 
gewichts dreier oder mehrerer Kräfte in einem Punkt hätte den 
Gedanken der statischen Aequivalenz nahelegen können. That- 
sächlich ist indessen die Betrachtung der Bewegungen in ihrer 
phoronomischen Erscheinung der Ausgangspunkt gewesen, und wie 
eingehend man sich mit dieser Seite der Sache bereits befasst 
hatte, ist uns in Robervals genialer Behandlung des Gegenstandes 
klar geworden. 

68. Die Archimedische Ueberlieferunjr hatte das Hebel- 
prineip auch in der neuern Zeit als eine Grundlage der ganzen 
Mechanik ansehen lassen. Galilei war dieser Auffassung gefolgt, 
obwohl er nebenbei seine natürlicheren Vorstellungsarten zur Geltung 
gebracht hatte. Huyghens, der die antike Tradition besonders 
hochschätzte, hat durch den Versuch, tlen Archimedischen Beweis 
des Satzes vom Hebel zu verbessern, deutlich genug bewiesen, 
dass er das fragliche Gesetz noch als den Grundstein der Mechanik 
betrachtete. Seine von uns Nr. 39 angeführte Demonstratio 
aequilibrii bilancis ist jedoch ganz und gar im Sinne der starren 
Beweisart gehalten. Es wird von dem Gleichgewicht einer Ebene 
ausgegangen, die sich um eine in ihr liegende Axe dann im 
Gleichgewicht befinden soll, wenn die Gewichte auf beiden Seiten 
dieser Axe symmetrisch vertheilt sind. Die Archimedische Vor- 
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attssetzung vom Gleichgewicht des gleichbeschwerten gleicharmigen 
Hebels wird hier natürlich ebenfalls und zwar auch ausdrücklich 
zu Grunde gelegt. Die Axe ist die Hebellinie, für welche das 
Gleichgewicht um einen in ihr belegenen, noch zu ermittelnden 
Punkt bewiesen werden soll. Dieser Punkt wird als Durchschnitt 
einer zweiten Axe bestimmt, um welche die Ebene ebenfalls ver- 
möge einer gewissen Vertheilung der Gewichte im Gleichgewicht 
sein muss. Diese Vertheilung ist aber die Archimedische selbst, 
nur mit dem wesentlichen Unterschied, dass sie nicht auf der 
Hebellinie, für welche der Beweis geführt werden soll, sondern 
auf zwei in den beiden Angriffspunkten rechtwinkligen und in der 
betrachteten horizontalen Ebene liegenden Linien statthat. Da auf 
diese Weise in Bezug auf die Hebellinie als Axe die vollständigste 
Symmetrie stattfindet und jede der beiden rechtwinklig gezogenen 
Linien nach der Fundameiitalvoraussetzung im Gleichgewicht sein 
muss, so wird es auch die Ebene selbst sein und zwar in Bezug 
auf die fragliche Axe. Der Nachweis der Art, wie das Gleichge- 
wicht um eine zweite Axe und hiemit um den Uuterstützungspunkt 
selbst bestimmt wird, setzt bereits mehr voraus, als blosse Con- 
sequenzen der Symmetrie und der Fimdameiitalannahme , indem 
i s nicht unmittelbar einleuchtet, dass der gleiche Abstand von 
einer Axe bei übrigens unsymmetrischer Lage das Gleichgewicht 
einer Ebene bestimmen müsse. Denkt man sich nämlich auch 
die schiefwinklig schneidende Verbindungslinie solcher zwei Ge- 
wichte gezogen, so sind sie allerdings auf dieser durch die Axe 
halbirten Linie im Gleichgewicht; aber es ist nicht unmittelbar 
klar, dass sie nun auch die Ebene um die schief liegende Axi> 
ins Gleichgewicht setzen. Auch Lagrange ') findet sich durch 
den Huyghensschen Versuch nicht befriedigt. Aber selbst wenn 
eine solche Nachweisuugsart streng sein könnte, würde sie keines- 
wegs dem natürlichen Gange vom Einfacheren zum Zusammenge- 
setzteren entsprechen. Die Linie und die Verhältnisse an derselben 
sind ein einfacherer Gegenstand, als die Ebene mit ihrem grossem 
Spielraum von Möglichkeiten. Nichtsdestoweniger hat aber die 
Bestimmung des Gleichgewichts um einen Punkt vermittelst der 
Nachweisung des Gleichgewichts um zwei sich in diesem Punkt 
schneidende Axen an sich selbst ein grosses Interesse, sobald 
man an gewisse mathematische Methoden denkt, welche in allen 



') Mee. anal. Bd. I, erste Abth. Öect. 1 Art. 1. 
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Raisonnements den Punkt nicht als das Erste und Einfachste 
sondeni als Ergebniss der Combination unbestimmterer Oerter an- 
sehen. Eine solche Auffassungsart hat auch in der Mechanik ihre 
Berechtigung; aber dieser Weg, welcher den Punkt in einem ge- 
wissen Sinne als das Concreteste , die meisten Bestimmungen iu 
sich Vereinigende, die grade Linie und die Ebene aber als ab- 
straetere Gebilde anzusehen lehrt, kann nur dann mit Sicherheit 
betreten werden, wenn man sich durch den entgegengesetzten 
Gang des Verfahrens bereits mit den erforderlichen Principieu 
abgefunden hat. Andernfalls würde man in der Mechanik etwas 
Aehnliches unternehmen, als wenn man die Principieu der Geo- 
metrie dadurch sicherei' machen wollte, dass man von vornherein 
die grade Linie als Durchschnitt zweier Ebenen und den Punkt 
als Durchschnitt von zwei graden Linien auftreten liesse. 

In den eben angestellten Betrachtungen liegt schon die Ent- 
scheidung über das principielle Kangverhältniss. welches zwischen 
der Kräftezusammensetzung und dem Hebelgesetz besteht. Die 
erstere ist ein Schritt zu dem Einfacheren und führt zur Erkennt- 
niss der maschinenmässigen Combination. Der Hebel selbst ist 
aber bereits eine Maschine, während die blosse Zusammensetzung 
von zwei Kräften an einem Punkt entweder gar nicht als eine 
solche, oder wenigstens nur als der allereinfachste Typus der ge- 
sammten Gattung zu betrachten ist. Hin Punkt, vermöge dessen 
sich zwei Kräfte vereinigen, ist allerdings auch schon eine Art 
System und so zu sagen eine mechanische Vorrichtung. Kr isl 
die Ursache, dass beide Kräfte in gegenseitige Beziehung treten, 
und dass sie zum Theil gegen einander, zum Theil aber in dem- 
selben Sinne wirken können. Indessen schon zwei Kräfte, die 
durch Vermittlung einer starren Linie in gegenseitige Beziehung 
treten, bilden ein weniger einfaches System, und so wird denn 
wohl der Hebel, welcher, wie man ihn auch auffassen möge, niemals 
weniger als ein solches durch die Linie vermitteltes System 
tepräsentirt, in seiner zusammengesetzteren Natur in keinem Fall 
auf die Rolle als letztes Princip Anspruch machen können. Das 
Gleichgewicht des gleicharmigen Hebels ist offenbar keine so ein- 
fache Vorstellung, als das Gleichgewicht gleicher und entgegen- 
gesetzter Kräfte an einem und demselben Punkt. Die Vorstellung 
vom Vorgang am gleicharmigen gleichbeschwerten Hebel lässt 
sich auch in der That in Theilvorstelluugen auflösen, in denen 
das Gleichgewicht entgegengesetzter Antriebe au demselben An- 
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gliffspuÄ nicht zu umgehen ist. Dieser Umstand beweist die 
zusammengesetzte Natur des nur relativ einfachen Axioms, welches 
•hi Ii er in seiner Eigenschaft als eigentliches und strenges Axiom 
iiieht aufrecht erhalten werden kann. Indem Galilei fast unwill- 
kürlich auch hiebei auf das virtuelle lVincip zurückgriff. hatte er 
die wahre Richtung, in welche sich der Zug der natürlichen Vor- 
st elluugsweisc getrieben findet, deutlich genug durchblicken lassen, 
ohne jedoch selbst die weiteren Conseqnenzen zu ziehen und voll- 
ständig mit den blos relativen Principien zu brechen. 

69. Man könnte die Frage aufwerfen, ob das Zusammen- 
setzungsprineip auch lehre, wie Kräfte, die nicht an derselben, 
sondern an verschiedenen Massen wirken, sich gegenseitig be- 
stimmen. Für den einzelnen Körper oder materiellen Punkt, an 
den mau bei dem Kräfteparallelogramm zu denken pflegt, ist von 
einer Doppelheft der afficirteu Masse nicht die Rede, wenn auch 
die etwaigen Zug- oder Druckkräfte, die auf ihn wirken, selbst 
durch verschiedene Gewichte vertreten sein können. Dagegen 
zeigt uns die Zusammensetzung der Kräfte am Hebel die Doppel- 
heit oder Mehrheit der Massen, an denen die Kräfte wirken, als 
den gewöhnlichsten Fall, während die abstraeterc Vorstellung von 
den angreifenden Kräften, die ja auch durch Federn repräseutirt 
sein können, mehr in den Hintergrund tritt. Es wird daher nicht 
die Hebellinie gleich dem Punkt oder einzelnen Körper als System 
angesehen, sondern man denkt sich unmittelbar die beiden Ge- 
wichte oder überhaupt die beiden Massen als den eigentlichen 
Augriffsgegenstand der Kräfte. Aus diesem Gesichtspunkt werden 
die Verschiedenheiten der Massen als die Vermittler gedacht, ver- 
möge deren die übrigens gleichen oder ungleichen Kräfte Zu 
einander in Beziehung treten. In entsprechender Weise könnte 
man auch für das Parallelogramm der Kräfte anstatt eiues ein- 
zigen Körpers zwei einführen, die mit einander unmittelbar und 
untrennbar verbunden sind, und man könnte bei aller Verschieden- 
heit der Massenverhältnisse die Dimensionen und Massen doch un- 
begrenzt klein nehmen. Man würde sich alsdann jeden Theil 
eines solchen Systems von einer verschiedenen Geschwindigkeit 
afficirt denken und um den Einwurf zu vermeiden, dass dieses 
System eigentlich doch nur eine einzige Masse sei, die beiden 
verschiedenen Massentheilchen isolirt afficiren lassen, Da die 
Ueberleitnng der Bewegung von einem Theilcheu auf das andere, 
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Meine Dauer erfordert, so können beide Körperclien, jedes in seiner 
Weise, erregt sein, ehe eine Ausgleichung stattgefunden hat; und 
die Zerlegung eines Massentheilchens , welches sonst als gemein- 
schaftliche Materie für die Bethätigung zweier Kräfte dient, in 
ein so zu sagen dualistisches System wird begreiflich. Erbebt 
man sich aber in das Gebiet der reinsten mechanischen Abstrac- 
tion und operirt mit blossen Angriffspunkten , so kann man jeden 
Punkt, der Object zweier Kräfte ist, auch ebensogut in zwei 
Punkte auflösen, die, unbeschränkt nahe aneiiianderliegeu, und 
deren jeder von einer der Kräfte afficirt wird. Die feste Ver- 
bindung, in der man sich die unbegrenzt nahen Punkte denkt, 
bildet das System, und der Druck oder Zug, welcher zwischen 
den beiden Punkten bestehen muss, macht das partielle Gleichge- 
wicht recht anschaulich, welches zwischen zwei nicht congruirenden 
oder einander total aufbebenden Kräften noch ausser dem freien 
Bewegungseffect in Frage kommen kann. Solange man nur einen 
gleichsam untheilbaren Gegenstand der vereinigten Kräftewirkung 
in das Auge fasst, hat man nicht die gleiche Veranlassung, an 
die innern Spannungen und an die Verwandlung von Bewegungs- 
effect in statischen Effect zu denken. 

Jedoch soll hier dieser sehr moderne. Gesichtspunkt nur dazu 
dienen, die durch doppelte Massen vermittelte Kräftewirkung als 
dasjenige Schema kenntlich zu machen, welches in verschiedenen 
Gestaltungen eine neue und wesentliche Grundform des mecha- 
nischen Wissens repräsentirt. In der Statik hatte die Beziehung 
verschiedener Massen auf einander in der Form der Vermittlung 
rein statischer Kräfte bereits längst ihre Vertretung, und der 
Hebel kann als einfachster Typus dieser Art von Relationen an- 
gesehen werden. Indessen erst die Feststellung der Gesetze des 
Stesses unelastischer Körper lieferte einen noch einfacheren Weg, 
die Rolle der Menge der Materie in der Kräfteverbindung zu be- 
stimmen. Erst mit ihr wurde der technische Begriff der Be- 
wegungsgrösse, d. h. der nach der Menge der bewegten Theile 
und nach der Geschwindigkeit bestimmten Effectsuinnie unmittel- 
bar verständlich und nachweisbar. Obwohl dieser Begriff eine 
statische Abstraktion war und sich schon in Anknüpfung an das 
virtuelle Princip ergeben hatte, so konnte er seine allgemeinste 
Bewahrheitung doch erst durch die Theorie der vereinigten Be- 
wegung annähernd unelastischer Körper finden. Im Fall des 
Stosses solcher Körper sind es zwei vorher ganz isolirte Be- 



wegimgsgrössen, die «ine diit.tr- äquivalente Bewegungsgrösse er- 
geben, d. h. mit andern Worten, es sind zwei Bewegungsgrösseu 
vorhanden, die sich zu einer dritten zusammensetzen und hiebei 
bekanntlich dem allgemeinen Zusammensetzungsprineip folgen, 
wie. es sich im Parallelogramm der Kräfte für jede schiefwinklige 
Beziehung ausgedrückt findet. Bei dem Stoss ist man allerdings 
gewohnt-, zunächst an ein centrales Zusammentreffen, also an 
Gleichheit oder völlige Entgegensetzung des Richtungssinnes zu 
denken. I > j i • hindert alter nicht, sich allgemeiner auszudrücken, 
und im Hinblick auf den graden wie auf den schiefen Stoss von 
einer Zusammensetzung der Kräfte oder Bewegungsgrösseu genau 
nach Analogie des allgemeinen Zusammensetzimgsprincips zu reden. 
Auch dieses letztere ist ja so zu verstehen, dass es die besondern 
Fälle, in welchen der Winkel Null oder gleich zwei Hechten ist, 
einschliesst. 

Nach dieser Erörterung wird man einsehen, dass die Auf- 
gabe der Zusammensetzung der Kräfte in einein sehr allgemeinen 
Sinn gefasst werden kann, der weit über die Vorstellungen hin- 
ausführt, die sich an das Parallelogramm zu knüpfen pflegen. 
Indessen der wichtigste Schritt uuiss noch weder tragen und sogar 
die Zusammensetzung der lebendigen Kräfte als eine analoge 
Grundform der Vereinigung dynamischer Wirkungen erkennen 
lassen. Hiednrch wird die Lehre vom Stoss der elastischen 
Körper die Brücke zu priueipiellen Einsichten, und die gesanimte 
Theorie des Stosses zeigt sich in ihrem fundamentalen Charakter 
und in ihrer Bedeutung für das gesammte mechanische Denken. 
Ihre geschichtliche Entwicklung erhält zugleich hiemit die rechte 
Stelle, indem sie uns über den Fortsehritt der allernöthigsten 
Prineipien aufklärt. Die ganze Dynamik Galileis beruhte auf der 
Voraussetzung, dass es sich zunächst nur darum handle, die 
lü'äf'te wirk nngen an einer einzigen, einheitlich gedachten Masse 
darzustellen. Die Einführung einer Doppelheft der Massen, ver- 
möge deren die Kräfte auf einander wirken, musste Vorstellungen 
und Aufgaben von einer zweiten und hohem Ordnung erzeugen. 

70. Die Aufgabe, die Gesetze des Stosses zu bestimmen, 
fällt mit dem allgemeineren Problem zusammen, die erheblichsten 
Bewegungsgesetze von zwei auf einander wirkenden Massen fest- 
zustellen. Die Trennung der elastischen Körper uud die kurze 
Dauer der gegenseitigen Einwirkung sind charakteristische Um- 
stände desjenigen Stosses, bei welchem die Elasticität eine ent- 
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scheidende Rolle spielt. Will man nun diese letztere Art nicht 
etwa als den eigentlichen Stoss behandeln, wie Hinzens gethan 
hat, so wird die andere Gattung des Stosses, bei welchem die. 
Massen bei einander bleiben, offenbar dazu berechtigen, diese Ver- 
einigung der Kräfte ebenso zu betrachten, als wenn sie irgend 
eine andere Ursache hätte, als grade das vorgängige Zusammen- 
treffen. Zwei ungleiche Gewichte, deren Vorbindungsschuur über 
eine Rolle gelegt ist, und welche der vertikalen Wirkung der 
Schwere ausgesetzt sind, stellen ebenfalls ein Grundschema der 
Kräftevermittlung durch zwei Massen dar. Wir haben also auch 
in diesem Fall denjenigen allgemeinen Typus vor uns, der auch 
bei dem Stoss in Frage kommt, wenn der letztere nur in ge- 
höriger Allgemeinheit und unabhängig von den manuichfaltigeu, 
mittelbaren oder unmittelbaren Beziehungen gedacht wird, vermöge 
deren die Massen auf einander wirken mögen. Die Vergleichung 
der Stossbeziehuug mit dem Oscilliren der Gewichte am Hebel, 
— eine Vergleichung, die Wren in seiner Darstellung der Stoss- 
gesetze (1668) anstellte, zeigt deutlich genug, um welchen allge- 
meinen Begriff es sich eigentlich handelte. Dennoch wird es aber 
zweckmässig sein, den eigentlichen Stoss zunächst in seiner be- 
sondern Gestalt im Auge zu behalten und eingedenk zu bleiben, 
dass sich von ihm nur dann reden lässt, wenn nur die kleine 
Zeit der ausgleichenden Uebertraguug von Bewegungen als vor- 
übergehender Vorgang zu untersuchen ist. Liegt dagegen ein 
Verhältniss vor, in welchem die Mittheilung der Bewegungskräfte 
stetig geschieht und sich gleichsam in ununterbrochenen Strömungen 
unterhält, dann wird zwar das allgemeinere analoge Schema, aber 
nicht der specieUe Fall des eigentlichen Stosses vorhanden sein. 

Was nun den eigentlichen Stoss als eine plötzliche und ihrer 
Natur nach vorübergehende Einwirkung betrifft, so hat sich schon 
Galilei grosse Mühe gegeben, das innere Wesen desselben zu er- 
gründen. Ausser ihm hat dann Descartes fehlschlagende Ver- 
suche gemacht und eine Reihe von Stossgesetzen aufgestellt, in 
denen nichts Erhebliches mit der Wahrheit zusammentrifft, End- 
lich wurden die wahren Stossgesetze auf Veranlassung der Eng- 
lischen Gesellschaft (1668) von drei Forschern mitgetheilt und 
dann in dem Organ jener Gesellschaft, den Philosophieal Trans- 
actions, veröffentlicht, Obwohl Huyghens sich einige Wochen 
später gemeldet hatte, als die beiden andern Einsender, Wallis 
und Wren, nämlich erst Anfangs Januar 1669, so kann doch der 
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kleine Nachtheil des Mangels einer sachlich unerheblichen Prioritä 
nicht hindern, seine Arbeit als die Hanptvertretung des Gegen- 
standes anzusehen. Dies wird sich ans innern Gründen als not- 
wendig erweisen. Zunächst müssen wir jedoch Galileis interessante 
Bemühungen etwas näher betrachten und die Cartesischen Gesichts- 
punkte berühren, ehe wir auseinandersetzen können, wie der a 
weitesten tragende Schritt seit der Begründung der Dynamik auc 
in dieser schwierigen Frage durch Huyghens geschehen ist. 

71. Obwohl Galilei, aller Anstrengung ungeachtet, nicht zu 
den Stossgesetzen selbst gelangte, so sind doch einige seiner Ideen 
richtig, mehrere derselben aber trotz des Mangels eines directen 
Resultats von hohem Interesse für die weiteren Schicksale der 
dynamischen Vorstellungsarten. 

Am ausführlichsten behandelt Galilei die Natur der Wirkimg 
eines Stosses im posthumen sechsten Tag der Discorsi, von welche 
Vi viani nach dem Tode des Autors von dessen Sohn eine Ab- 
schrift genommen hatte. Einige Seiten über den Stoss finden sie 
jedoch auch am Ende der ebenfalls posthumen Schrift Dell 
scienza meccanica. Am wichtigsten, wenn auch nicht am ein 
gellendsten, ist jedoch das gelegentlich schon im vierten, als 
nicht posthumen Tag der Discorsi Gesagte. Dort *) wird die 
Vorstellung dargelegt, dass sich die Energie des Stosses, den ein 
Körper ausübt, auch nach dem andern Körper bestimme. Sie 
richte sich nach der Differenz der Geschwindigkeiten. Die Stärke 
des Stosses werde also 6 sein, wenn die Geschwindigkeiten in 
gleichem Sinne 10 und 4 sind. Die dieser Stelle zu Grunde 
liegenden Ideen werden deutlicher, wenn wir sie au der Hand 
der posthumen Erörterungen untersuchen. 

Im sechsten Tag wird an das virtuelle Princip im weitern 
Sinne dieses Begriffs augeknüpft 2 ). Ueberall sei es die Ge- 
schwindigkeit, welche die Schwere (d. h. die Masse) des Gewichts 
gleichsam ersetze. Ueberall sei die überwiegende Geschwindigkeit 
und deren Verhältniss zur geringem Geschwindigkeit oder an- 
nähernden Ruhe die Ursache der Bewegung grosser Massen durch 
kleine. Die Energie setze sich ans Zweierlei zusammen, uämlich 
aus Geschwindigkeit und Gewicht. Dieser letztere Gedanke, den 
wir schon früher als denjenigen kennen gelernt haben, der die 



') Discorsi e diuiostraziuai etc., Bd. XI II der früher aiigef. Ausg. der 
Werke, S. 24ti. ä ) Ibid. S. 315 fg. 
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ganze Mechanik Galileis beherrscht, hat in dem fraglichen Zu- 
sammenhang mit dem Stoss eine besondere Bedeutimg. Seiu Auf- 
treten zeigt nämlich, dass der Stoss nicht als etwas Besonderes 
betrachtet werden sollte, was den gewöhnlichen, bisher bekannten 
Gesetzen der gegenseitigen Kräftemessuug nicht ebenfalls auheim- 
fiele *). Der Gedanke, dass der nach derselben Richtung ge- 
messene Geschwindigkeitsuuterschied die Energie des Stesses be- 
stimme, hat einen bemerkeuswerthen Grund. Galilei geht nämlich, 
wie sehr häufig, so auch in diesem Fall von der Empfindung oder 
subjectiven Vorstellung des Muskelgefühls aus, welches dem me- 
chanischen Vorgang entsprechen würde Durch diesen Leitfaden 
der Vorstelluug, welche die vorausgesetzte subjective Widerstands- 
empfindimg liefert, wird er im Talle des Stossproblems grade von 
demjenigen Effect abgelenkt, den die Späteren mit Erfolg ins 
Auge fassten. Neben der dynamischen Wirkimg kann nämlich 
noch, wie bei allen mechanischen Aufgaben, das innere statische 
Verhalten oder mit andern Worten die Pressung in Frage kommen, 
mit welcher die Körper gegen einander drücken. Dieser gegen- 
seitige Druck, vermittelst des Begriffs, den uns die eigne Em- 
pfindung unter ähnlichen Verhältnissen liefert, als ein objectiver 
Vorgang vorgestellt, — das ist die Galileische Intensität des 
Stosses. Sie ist nach ihm am grössten bei völliger Entgegen- 
setzung des Sinnes gleicher Geschwindigkeiten, da in diesem Fall 
die Differenz, nach einerlei Sinn genommen, die doppelte Ge- 
schwindigkeit ergiebt. Dieses Maass des Unterschiedes bezieht 
sich nun aber, wie man sieht, gar nicht auf das d.ynamische Re- 
sultat des Stosses, welches bei unelastischen Körpern Null ist, 
sondern auf den innern Vorgang, der mit dem plötzlichen Zu- 
sammentreffen verbunden sein muss. Da in dem fraglichen Bei- 
spiel kein freier, wenigstens nicht ein au den Gesammtmassen sicht- 
barer translatorischer Beweguugseffect übrig bleibt, und da auch 
nach dem Stoss keine Pressung mehr besteht, so müssen sich die 
beiden Kräfte durch vorübergehenden Druck und Gegendruck auf- 
gehoben haben. Die modernen Vorstellungen gestatten allerdings 
hier nur die Annahme einer Verwandlung oder mit andern Worten 
einer Uebertragung der Kräfte auf Objecte von einer solchen Be- 
schaffenheit, dass hiedurch keine Masseuwirkung, sondern nur 

') Vgl. t)ella scienza meccanica, am Schluss, der jedoch ursprünglich 
Sicht von ßalilei seihst herrührte, aber von ihm zu dem seinigen ge- 
macht wurde. 



eine subtilere Molekularwirkung hervorgebracht wird. In der 
Galileisehen Anschauungsweise konnte es sieh aber noch nicht um 
Wärmeerzeugung und ähnliche Wirkungen handeln, sondern es 
musste von Zweierlei Eines, entweder nämlich die innere statische 
Beziehung oder der frei werdende Bewegungseffect untersucht 
werden, ohne dass ein Drittes ins Spiel kam. Der Begründer der 
Dynamik ist nun bei dem Nächsten stehen geblieben, was sich 
als Maass der Intensität des Stosses an der Hand der subjectiven 
Vorstellungen am unwillkürlichsten aufdrängte. Hiednrch ist er 
verbindert worden, in die Bahn einzulenken, auf welcher sein 
grösster Nachfolger später glücklicher war; aber er hat nichts- 
destoweniger einen wesentlichen Schritt gethan, indem er eine 
Seite des Stosses ins Auge fässte, die nachher in Vergessenheit 
gerieth. Aus letzterem Grunde mag auch hier noch sein ein- 
faches Beispiel Platz finden. Das Auftangen eines Balles r ) liefert, 
das Schema für die verschiedenen Intensitätsverhältnisse. Weicht 
nämlich die, Hand mit derselben Geschwindigkeit zurück, mit 
welcher der Körper ihr in unmittelbarer Berührung folgt, so ist 
kein Stoss vorhanden, da es an der Differenz der Geschwindig- 
keiten fehlt. Bewegt sie sich aber langsamer in demselben Sinn 
zurück, oder ruht sie, oder kommt sie gar mit irgend einer Ge- 
schwindigkeit dem Körper entgegen, so wird der Unterschied der 
respectiven Bewegung, welcher nichts Anderes als die oben be- 
zeichnete algebraische Differenz der auf einerlei Richtungssinn 
bezogenen Geschwindigkeiten ist, den Stoss in seiner geringeren 
oder bedeutenderen Intensität bestimmen. Wollte man diesen Ge- 
sichtspunkt bei zwei gleichen, von denselben, aber entgegen- 
gesetzten Geschwindigkeiten afficirten Körpern geltend machen, so 
würde man in ein Gebiet gerathen, womit sich die Theorie des 
unelastischen Stosses, die zuerst von Wallis gegeben wurde, nicht 
beschäftig! hat. Die Bewegungen heben sich auf; es tritt Ruhe 
ein, und hiemit ist unter Voraussetzung unelastischer Körper Alles 
abgemacht, was die Theorie seit Wallis wesentlich zu sagen ver- 
mochte. Was aber die gegenseitige statische Aufbebung der 
Kräfte zu bedeuten habe, blieb auf sich beruhen. Galilei mit 
seinem gänzlich verschiedenen Ausgangspunkt hätte sich, grade 
wenn er auf die richtige Theorie gekommen wäre, bei dieser einen 
Seite der Sache nicht beruhigen können. 
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Während die Art, wie sich der Begründer der Dynamik die 
innere Stossintensität dachte, ohne sicher nachweisbare Folgen 
blieb, entwickelte er noch mehrere andere Vorstellungen, die den 
Späteren offenbar zur Grundlage gedient haben, wenn sie auch 
um- einzelne Theile im Vorgange des Stosses und im Wesen 
dieser Einwirkuugsart, erläuterten. Hieher gehört besonders die 
mit Vorliebe gepflegte Idee 1 ), dass die Kraft des Stosses im Ver- 
hältnis zu dem ruhenden Gewicht gleichsam unendlich sei, da 
letzteres gar keine Geschwindigkeit habe. Hiemit soll die antike 
Imlage beantwortet sein, wie es komme, dass ein kleiner Stoss auf 
einen Keil sc viel ausrichte, während eine blos statische Belastung 
dieses Keils so wenig thue. 

Noch wichtiger ist die Zerlegung des Stosses iu eine Summe 
von Elementarimpulsen. Ausdrücklich 2 ) wird ,.das Moment eines 
schweren Körpers im Acte des Stosses" als „ein Aggregat unend- 
licher Momente 1 ' betrachtet, in welchen die eigne Schwere be- 
thätigt werde. Solche Momente häufen sich und erhalten sich, wie 
es bei dem freien Fall der Körper die Antriebe der Schwere thun. 
Diese Vorstellung, von der mau für den elastischen Stoss später 
Gebrauch machte, ist noch ausserdem durch den Gegensatz, der 
in ihrer unmittelbaren Nachbarschaft auftritt, von historischer 
Bedeutung. Ks wird nämlich in der Gegend der angeführten 
Stelleu nicht nur häufig auf den blossen Druck und auf das ohne 
i lesen windigkeit gedachte. Gewicht als auf einen Gegensatz zu der 
Bethätigung der Geschwindigkeiten hingewiesen, sondern es werden 
auch diese beiden Gattungen von Wirkungen dadurch gekenn- 
zeichnet, dass ihr gegenseitiges Verhältnis* als ein so zu sagen 
nicht endliches dargestellt wird. Fügt man hiezu noch den Um- 
stand, dass überdies auch der äusserst bezeichnende Ausdruck 
peso morto mehrfach in den fraglichen Erörterungen vorkommt, 
so kann man nicht umhin, in Alledem bereits den Begriff des 
Unterschiedes der todten und der lebendigen Kraft zu erkennen. 
Von dem „todten Gewicht" im Gegensatz zu den gehäuften 
Elementarimpulsen war, was die Idee an sich betrifft, zur Vor- 
stellung der todten Kräfte kein weiterer Schritt erforderlich. Hieran 
werden wir uns zu erinnern haben, wenn wir die stufenweise 
mathematische Ausbildung und Handhabung des Begriffs der 
lebendigen Kräfte untersuchen, und wenn wir bei Leibniz und Johann 



*) Ibid. S. ibid. S. 880. 
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Bernoulli die technische Formiii inmg und Fixirung sowie die Ent- 
wicklung der mäfäematiseheii Tragweite jener berühraten Vor- 
stellungsart erörtern. 

72. Deseartes' Aufstellungen über de» StoSS sind insofern 
von geschichtlichem Interesse, als sie für die Verschiedenheit seiner 
Methode Zeugniss ablegen und bekunden, wie leicht die vorwiegend 
metaphysischen Betrachtungsarten zu voreiligen Anticipationen veran- 
lassen können. Die vermeintlichen Stossregelti finden sich in den 
..Prineipien der Philosophie" (Theil 11 Xr. 4-5 fg. als Natur- 
gesetze hingestellt. Ein bemerkenswerther leitender Gesichtspunkt 
ist in dem Cärtesischeii Denken die Erhaltung derselben lipwegungs- 
grösse. So richtig indessen auch der allgemeine Gedanke ist, 
welcher den Erhaltung* Vorstellungen zu Grunde liegt, so ge- 
staltete sich doch die Anwendung dieses Princips auf den Stoss 
irrthümlieh. Eine Kraft ist erst durch die Richtung das, was 
sie in den Verbindungen repräsentirt, und diese Eichtling war es. 
die von Cartesius als etwas relativ Gleichgültiges behandelt wurde, 
Der refleetirte Körper sollte von vornherein ein Vermögen in sich 
tragen, auch trotz eines Hindernisses iu anderer Richtung seinen 
Weg fortzusetzen. Diese Vorstellungsart hat etwas Vages und in 
einem gewissen Sinne sogar ['nrichtiges. Es ist erst die Combi- 
nation der Kräfte und Richtungen, welche die neue Richtung be- 
stimmt. Zwischen elastischem und unelastischem Stoss wird bei 
Descartes gar nicht unterschieden, indem er stets nur den Gegen- 
satz zu den flüssigen Körpern im Auge hat. Erst wenn man 
diese Unterscheidung einführt, erhalten zwei der Cartesischen Ge 
setze einen Sinn, der völlig zutrifft. Gleiche Körper, die mit gleichen 
entgegengesetzten Geschwindigkeiten (eejitrisch) auf einander treffen, 
gehen in analoger Weise zurück, vorausgesetzt, dass sie völlig 
elastisch sind. Dieser Satz wurde später von Huyghens als nicht 
zu beweisendes Axiom an die Spitze seiner Theorie gestellt, «Iii 1 
es thatsächlicb nur mit dem elastischen Stoss zu thun hat. Die 
andere Cartesische Aufstellung, welche durch die Hinzufügung der 
nöthigen Voraussetzung exact gemacht werden kann, bezieht sieh 
auf den Stoss unelastischer Körper. Wenn eine grössere Masse 
gegen eine kleinere ruhende anläuft, so sollen beide vereinigt mit 
einer Geschwindigkeit fortgehen, die der bekannten Reduction ent 
spricht. Dies ist freilich nur ein besonderer Fall des allgemein -mi 
Gesetzes, demzufolge das Product der vereinigten Massen mit de 
neuen Geschwindigkeit der Summe der Producte der einzelne 
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Maasen mit ihren zugehörigen Geschwindigkeiten gleich sein muss. 
Da Descartes nicht zu dieser Verallgemeinerung gelangte, so blieb 
er noch weit davon entfernt, auch nur sein eignes Princip von 
der Erhaltung der Bewegungsgrösseu durchschlagend anzuwenden. 
Seine sämmtlichen übrigen Sätze siuu aber falsch, und es lässt sich 
bei ihnen aueli nicht einmal mit einer Unterschiebung der gehörigen 
Distinetionen. wie in den beiden angeführten Fällen, nachhelfen. 

73. Die Nachweisung der Schritte, durch welche die Stoss- 
y-esetze von Huyghens aufgefunden wurden, ist insofern positiv 
uuthuulich. als seine hint erlassenen Beweise über diesen Punkt im 
Dunkeln lassen und höchstens zu einigen Vermuthungen Kaum 
geben. Ursprünglich erschienen die Stossgesetze ganz ohne Be- 
weis. In dieser Gestalt wurden dieselben der Englischen Gesell- 
schaft auf deren Aufforderung hin gegen Ende 1668 und Anfangs 
1669 in knappester Form vorgelegt. Der Sekretär dieser Uesell- 
-ebafr, Oldenburg, sprach sich im Anschluss an die Veröffent- 
lichung der drei Arbeiten im Sinne der vollständigen gegenseitigen 
Unabhängigkeit derselben aus. Wie schon oben erwähnt, hatte 
Wallis seine Feststellungen zuerst präsentirt, Sie waren nur für 
den unelastischen Stoss gültig, aber zugleich von der Darlegung 
der priucipiellen Ausgangspunkte begleitet. Hienach berührten 
sie sich mit denjenigen von Huyghens nicht einmal im eigentlichen 
Gegenstande und nur YVren konnte von den beiden Engländern 
als Coucurrent von Huyghens in Frage kommen. Nun sind die 
Huyghensschen Darlegungen die klarsten und vollständigsten, 
und es ist daher in ihnen grade in principieller Hinsicht der ent- 
scheidende Schritt zu suchen. Die Erhaltung der lebendigen Kraft 
im Stoss ist darin besonders ausgesprochen, wenn auch natürlich 
noch der spätere technische von Leibniz herrührende Name fehlt. 
Diese rein prinzipiellen Elemente sind um so bedeutsamer, als es 
sieh ja nach der adoptirteu Ausdrucks- und Vorstellungsart in den 
fraglichen Lösungen im Allgemeinen um die „Gesetze der Be- 
wegung 1 ' handeln sollte. Dies ersieht man namentlich auch aus 
der Art, wie Wallis seinen Gegenstand in Angriff nahm, da grade 
die voraugeschickten Foriitulirnngeii seines Aufsatzes noch nicht 
sofort absehen lassen, dass schliesslich die Stossregelu das eigent- 
liche Ziel bilden sollen. 

Da wir die ganze Lehre vom Stoss in dem eben bezeichneten 
Sinn, nicht aber als einen Inbegriff besonderer Sätze zu berück- 
sichtigen haben, 30 mögen vor dem Eingehen auf die höchst eigen- 

11* 




thümliche Huyghensseht' Methode ein paar Bemerkungen aber 
Wallis Gedankengang vorausgeschickt werden. An die Spitze 
seines Artikels stellt derselbe die Proportionalität der Wirkung 
mit der Kraft. Nachdem er alsdann das Product der Masse mit 
der Geschwindigkeit als Ausgangspunkt für die Vergleichmig ihv 
Wirkungen gekennzeichnet hat, bemerkt er, dass auf diesem Ver- 
hältniss der Kräfte das Gleichgewicht an alleu Maschinen beruhe 
und weist hiemit auf den Kern des virtuellen Princips hin. Er 
dachte sich dasselbe auch, wie Galilei, als blosse Folge desKraft- 
begriffs. Die Behandlung des unelastischen Stosses erschien mm 
nach diesen Einleitungen als eine blosse Anwendung der gegen- 
seitigen Messung der Kräfte. Der ruhende Körper wird als eine 
Masse angesehen, welche von der Geschwindigkeit oder Kraft dfefi 
andern anlaufenden Körpers nun auch noch bewegt werden nüiSS, 
und diese Geschwindigkeit muss sich daher auf beide Massen so 
vertheilen, dass die Kraft im Sinne von Wallis, oder mit andern 
Worten die Bewegungsgrösse, dieselbe bleibt. Hier ist offenbar 
die Materie, wie es auch ganz iu der Ordnung ist, als blosser 
Gegenstand der Kraftaffection gedacht. Sobald man die inneru 
Kräfte der Körper in Betrachtung zieht, trifft die Vorstelluiigsart 
in der angegebenen Weise nicht mehr zu, und nicht etwa Mos bei 
dem elastischen, sondern auch schon bei dem unelastischen Stoss, für 
den Wallis die Theorie aufstellt, entstehen berechtigte Bedenken 
über die allzu schnelle Unmittelbarkeit jener Schlussweise. Bs 
muss also, tun zu den exacten Resultaten auch eine exacte Vor- 
stellungsart ihrer Gründe zu haben, noch hinzugefügt werden, das* 
die Wallisscheu abstraeten Entwicklungen hur insoweit für wirk- 
liche Naturkörper gelten, als die letzteren annäherungsweise deü 
ideellen oder, wenn man will, schematischen Voraussetzungen ent- 
sprechen. Diese Voraussetzungen bestehen aber in der Annahme 
einer Materie, welche eine Geschwindigkeit gleichsam passiv an- 
nimmt, uud bei welcher es sich, ganz wie in den Fällen, wo (He 
Uebertragung der Bewegung ohne Stoss erfolgt, nur darum handelt, 
eine afficirende Geschwindigkeit oder überhaupt Bewegung? Ursache 
auf ein unbedingt träges Object zu übertragen und zu vertheilen. 
Jeder Körper, der au der Bewegung eines andern Theil ninnut, 
weil er mit demselben irgendwie verbunden ist, liefert hiefür ein 
Beispiel. Der Gegenstand auf einem Schiff erfährt nicht eigentlich 
einen Stoss in dem gewöhnlichen Sinne dieses Begriffs. Nament- 
lich wird bei ruhiger Entwicklung der Bewegung die Mittneihuig 
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derselben nur solche innere Vorgänge erzengen, die im Verhältniss 
zu dem Hauptefl'ect nnr eine seenndäre Holle spielen. Das streng 
statische Verhalten ist allerdings in diesem Beispiel auch nur dann 
vorhanden,, wenn keine Veränderung der Bewegung platzgreift und 
des Beharnmgsgesetzes wegen gar keine neue Mittheilung nöthig 
wird, indessen lässt sich auch der Fall der eigentlichen Mittheilung 
so denken, dass die iiinern Kräfte des Körpers nur in unter- 
geordneter Weise ins Spiel kommen. Alsdann ist die Vorstellungsart. 
welche die vereinigten Massen als Object derjenigen Kraft ansieht, 
welche, zunächst nur als in der einen Masse befindlich gedacht 
wurde, vollkommen zutreffend. Man erklärt, indem man dieser 
Vorstellungsart folgt, die iiinern Vorgänge nicht etwa für Nichts, 
sondern nur für quantitativ unerheblich in Rücksicht auf das Haupt- 
resultat, d. Ii. auf die sichtbar werdende Massenbewegung. 

74. Ganz entgegengesetzt gestaltet sich nun aber das Ver- 
hältniss, wenn die innern Kräfte in der Form der Blast icität die 
entscheidende Hau.ptursa.che der Bewegungsgestaltung bilden. Hier 
muss es auffallen, dass die Hauptlösung des Stossproblems, wie 
sie bei Huyghens in einem posthumen Aufsatz vorliegt, den er- 
denklich indirectesten Weg eingeschlagen hat. Wahrend nämlich 
aus der oben erwähnten Einsendung die Auffindungsmethode nirgend 
zu errathen war, tritt uns aus der fraglichen nachgelassenen Ab- 
handlung *) die Methode der Scheinbewegungen als überall leitendes 
Frincip entgegen. 

Diese Methode hat an sich selbst für die Principien ein hohes 
Interesse, obwohl sie für den Stoss diejenige ist, deren Anwendung 
man bei einem solchen Problem am wenigsten erwarten sollte. 
Nur die grossen Schwierigkeiten, mit denen eine natürlichere und 
directe Lösung der Aufgabe grade für Huyghens verbunden ge- 
wesen sein mag, dürften den Anstoss dazu gegeben haben, die 
B^vegimgsgesetze durch eine Methode festzustellen, die man als 
diejenige einer für den objeetiyen und sachlichen Vorgang gleich- 
gültigen Variation der phorouomischen Erscheinungen bezeichnen 
könnte. Die Urtheile und Festsetzungen über das reale Geschehen 
können stell nicht ändern, wenn man zwei verschiedene Erscheinungs- 
formen eben dieses Geschehens ins Auge fasst. Dies ist der 
Grundsatz, der, wenn auch unausgesprochen, dem Huyghensschen 
Verfahren zum Fundament dient. Stillschweigende Voraussetzung 
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ist natürlich bei der Anwendung eines solchen Principe ein der- 
artiger Sachverhalt, dass es nicht auf die phoronomischen Phänomene 
als solche, sondern auf die Kräfte oder Ursachen ankommt, deren 
Ausdruck sie sind. Die Ursache einer Geschwindigkeit braucht 
nicht stets zu einer Bewegimgserseheinung zu führen, sondern kann 
auch dazu dienen, die Ursache einer andern Geschwindigkeit auf- 
zuwiegen. Alsdann liegt ein rein statischer Effect vor. Aber mau 
kann auch noch mit Huyghens einen Schritt weiter gehen, und 
zwei unverkennbar wirksame Bewegungskräfte . deren jede sicli 
wahrnehmbar bethätigt, zur Hervorbringung der absoluten Rulle 
zusammenwirken lassen. 

Wenn sich Jemand auf einem Schiff vermöge seiner eignen 
Muskelkraft so bewegt, dass seine Bewegung durch die entgegen- 
gesetzte Bewegung des Schiffs bei jedem Schritt genau aufgehoben 
wird, und man sich diese Aufhebung, wie man dies wenigsten* 
ideell darf, bis in die kleinen Theile der Bewegung, mithin im 
strengsten Sinne durchgängig vorhanden denkt, so rindet vermöge 
dieser beiden afficirenden Ursachen gar keine Ortsveränderung statt, 
in Rücksicht auf das Wasser oder Ufer ist Ruhe vorhanden, und 
diese Ruhe würde eine in jede)' Beziehung absolute sein, wenn 
nicht Wasser und Ufer noch andere Bewegungen hätten, und wenn 
nur jene beiden afficirenden Ursachen in Frage kämen. Aus diesem 
Grunde sind auch die Vorstellungen, die man über die Möglichkeit 
oder Thatsächlichkeit einer absoluten Ruhe in Bezug auf die Ge- 
sammtheit aller mechanischen Vorgänge der Welt hegen möge, 
für den vorliegenden Fall gleichgültig. Es ist genug, dass man 
einsehe, wie zwei bewegende Kräfte relative Ortsveränderungen 
wirklich hervorzubringen vermögen und dennoch in ihrer Verbin- 
dung nur Ruhe gegen ein drittes Ob ject als das eigentliche Resultat 
bemerken lassen können. Auf dieser für das tiefere Nachdenken 
eminent wichtigen Thatsache beruht nun die Gleichgültigkeit ile- 
Gesichtspunkts oder Standpunkts, aus welchem derselbe reale Vor- 
gang, also im fraglichen Fall der Stoss der Körper, betrachte! 
werden kann. Dasselbe identische Object. nämlich die Kräfte- 
uombination, wird das eine Mal in der einen, das andere Mal in 
der andern Erscheinungsform untersucht. Da nun die Bewegungs- 
erscheinungen die einzige Gestalt sind, unter welcher die Wirkung 
der Kräfte sichtbar wird, so beruht auch hier der Kunstgriff der 
Methode darauf, nach Belieben, wie es das Bedürfniss mit Sicli 
bringt, den Fall der wahrnehmbaren Beweguugserscheinung mit 



em äquivalenten Fall ihrer statischen Unterdrückung zu ver- 
uschen. Es ist also im letzten Grunde auch hier eine ähnliche 
Wendung im Spiele, wie diejenige, welche zuerst dazu geführt 
hat. die eventuellen Bewegungen an die Stelle rein statischer 
Kräfte an setzen. Nur erfährt in diesem Fall die Aeqnivalenz 
heider eine noch entscheidendere Bestätigung. Die Bewegungen 
sind nämlich nicht blos hypothetische, sondern der realen Affection 
nach vorhandene und als solche erkennbare. Wenn ich mich ver- 
möge meiner Kraft bewege, so wird Niemand die Realität dieser 
Bewegung als Bethätigung einer bewegenden Kraft bestreiten können, 
wenn sie auch gegen ein drittes Object keine Ortsverauderuug 
hervorbringt. Man wird vielmehr sagen müssen, dass zwei Kräfte, 
und zwar nicht etwa blos als statische, zur Wirksamkeit gelangt 
sind, dass sie sich aber in Rücksicht auf Ortsveräuderung, die au 
einem dritten Object gemessen wird, aufgehoben haben. Man 
wird ausserdem diese Aufhebung von derjenigen unterscheiden, welche 
im eigentlichen Gleichgewicht statthat, da unter Voraussetzung des 
Letzteren nie eine Bewegungserscheinung hervortreten darf, wie man 
auch den Standpunkt wählen möge. 

Da man gegenwärtig eine allgemeine Methode besitzt, durch 
die Einführung scheinbarer Bewegungen das Aussehen mechanischer 
Vorgänge zu verändern und auf diese W T eise die Probleme zu 
bearbeiten, so hat die älteste und fruchtbarste Production dieser 
Art als der Urtypus der ganzen Gattung offenbar Anspruch auf 
sorgfältige Beaehtmig und Zergliederung, und wir werden daher, 
ohne weitläufig auf die allerspeciellsten Anwendungen einzugehen, 
die Huyghenssche Verfahrungsart in allgemeinerer Weise, d. h. nicht 
ausschliesslich im Interesse des Stossproblems zur Darstellung bringen. 

75. Huyghens verschmäht nirgend die Mittel der Verau- 
schaulichung. und wie er in der Behandlung der Centrifugalkraft 
sieh eiuen Menschen denkt, der auf einem rotireuden Rade steht 
und das Gewicht an einer Schnur in der Hand hält, so nimmt 
er in seiner Behandlung des Stesses den Schiffer und einen Mann 
am Ufer in Anspruch. Nach der besondern Voraussetzung soll 
der letztere sogar die Hände des ersteren ergreifen können, damit 
die Ruhe oder veränderte Bewegung, die vom Standpunkt des 
Ufers statthat, vollkommen anschaulich werdn. Wir sehen von 
dieser HandgreiHichke.il der Erläuterungen ab. die für eine erste 
Darstellung ihren guten Sinn hatte, heute aber, wo man in den 
fraglichen Abstraktionen sich vollkommen heimisch bewegt, nur 



der Schärfe und Allgemeinheit Jes Gedanljerj&usdniokg durch 
gleichgültiges Nebeiiwerk Eintrag thut. 

Der Kern der Huyghensschen Methode lässt sich für den 
Ztisaminenstoss gleicher Körper in eine leicht verständliche Kegel 
zusammenfassen. Zunächst wird von dein Axiom ausgegangen, 
dass gleiche Körper, die mit gleichen Geschwindigkeiten ceutrisch 
gegen einander laufen, in derselben symmetrischen Weise auch 
wieder von einander abprallen, so dass also die Geschwindigkeiten 
des Zurücklaufens dieselben bleiben. Hat nnn das Schiff eine 
Bewegung, welche die Geschwindigkeit des einen Körpers völlig 
aufhebt, so dass derselbe vom Standpunkt des Ufers aus ruht, so 
hat der andere zugleich vom Standpunkt des Ufers um ebensoviel 
Bewegung mehr. Es liegt mithin der Fall vor, dass der eine 
Körper ruht, während der andere mit einer gewissen Geschwindig- 
keit gegen ihn anläuft. Wie die Voraussetzung, so mttss nun 
auch die axiomatische Folgerung für den Standpunkt des Ufers 
umgewandelt werden. Jeder der beiden Körper entfernt sich aut 
dem Schiff von der Stelle des Zusammentreffens mit gleicher Ge- 
schwindigkeit. Diese Geschwindigkeit ist dieselbe wie vorher: 
aber die Bewegung findet im grade entgegengesetzten Sinne statt. 
Auf diese Weise wird vom Standpunkt des Ufers ans die Be- 
wegung desjenigen Körpers durch die Bewegung des Schiffs 
aufgehoben, der vorher, als er sich in der entgegengesetzten 
Richtung bewegte, den Zuwachs erhalten musste, und auf der 
andern Seite wird derjenige Körper seine eigne Bewegung zu 
derjenigen des Schiffs addiren, der vor dem Stoss die auf- 
hebende Einwirkimg übte, oder, wenn man will, erfuhr. Vom 
Standpunkt des Ufers wird also aus dem Axiom der bekannte 
Satz, dass der an einen ruhenden anlaufende gleiche Körper seine 
Bewegung auf den erstereu überträgt und nach dem Stoss selbst 
in Ruhe verbleibt. Allerdings hatte Huyghens noch ausdrücklich 
postulirt, dass der Stoss zweier Körper derselbe bleibe, auch wenn 
beide Körper an einer gemeinsamen Bewegung theilnelimen r ). 
Hiemit wollte er jedoch nur sagen, wie das gegenseitige Verhalten 
von einer gemeinsamen, gleichsam äusserliehen und als etwas 
Drittes zu betrachtenden Affection unabhängig sei. Er wollte 
sich den Einwendungen entziehen, die man sonst grade vom Stand- 
punkt seiner Methode hätte erheben können. 



') A. a. Ü. dritte Voraussetzung. 
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Ein? weitere Bearbeitung des erwähnten Axiome ergiebt den 
allgemeinen Fall für den Stoss gleicher Körper, die mit beliebigen 
ungleichen Geschwindigkeiten einander an der Bewegung in cen- 
traler Richtung hindern. Mögen sie im entgegengesetzten Sinne 
gegen einander laufen oder der eine den andern einholen: — alle 
diese Gestaltungen lassen sich vom Standpunkt des Ufers dadurch 
hervorbringen, dass man dem Schiff eine passende Geschwindigkeit 
ortheilt. Die letztere addirt sich und subtrahirt sich, oder ver- 
bindet sich, wenn man von vornherein beide Geschwindigkeit en 
auf irgend einen gemeinsamen Ausgangspunkt ihrer Richtung be- 
zieht, unter lificksicht auf Positivität und Negativität mit jenen 
ursprünglichen Geschwindigkeiten zu zwei algebraischen Summen. 
Zieht man nun eine solche algebraische Summe für jeden Körper 
auch in Rücksicht auf seinen durch das Axiom gegebenen Zustand 
nach dem Stoss. so erhält man auch die zugehörige Erscheinimg 
vom Standpunkt des Ffers. oder im allgemeinen die Thatsache, 
dass die gleichen Körper ihre Geschwindigkeiten austauschen. 
Man kann diese Beziehung auch mit Huyghens sehr kurz dadurch 
veranschaulichen, dass man von ungleichen Geschwindigkeiten am 
Ufer ausgeht, und deren Differenz durch eine entsprechende Ge- 
schwindigkeit des Schiffs ausgleichen lässt. Indessen tritt der 
Sinn der Methode deutlicher hervor, wenn man in allen Fällen 
das Axiom als den wahren Ausgangspunkt bemerklich macht und 
hiemit zugleich zeigt, dass jeder der gewonnenen Sätze nur auf 
einer Verwandlung jenes Grundsatzes beruht. 

Zur Behandlung der ungleichen Körper bedarf Huyghens noch 
der Einführung einer weiteren, nicht zu beweisenden Annahme'), 
dass nämlich der grössere dem kleineren ruhenden Körper von 
-einer Bewegung mittheile. 

Aus den dann gewonnenen Ergebnissen müssen folgende be- 
sonders hervorgehoben werden. Im vierton Satz der angeführten 
Abhandlung wird die Gleichheit der relativen Geschwindigkeiten. 
-Iii' abgesehen von dem Richtungssinne vor und nach dem Stoss 
statthat, ausdrücklich formulirt. Besonders wird auch noch hervor- 
gehoben, wie die Bewegungsgrössen vor und nach dem Stoss nicht 
zusammenfallen. In Proposition XI rindet sich die berühmte 
Wahrheit ausgesprochen, dass die Summen der fVoducte der 
Massen mit den Quadraten der zugehörigen Geschwindigkeiten vor 
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und nach ripm Stose gleich sind. Da man solehe Producte seit 
Leihniz lebendige Kräfte zu nennen anfing, und da man noch 
heute von der lebendigen Kraft keine andere als diese analytische, 
in der Formel enthaltene Definition zu geben pflegt, so darf man 
behaupten, das* die Huygheiissche Ausdruckweise genau den Satz 
enthält, den wir gewöhnlich als denjenigen der Erhaltung der 
lebendigen Kräfte bei dem völlig elastischen Stoss bezeichnen. 
Obwohl Huyghens nirgend von völliger Hlasticität spricht, so be- 
zetigl doch sein Axiom von dem gegenseitigen Zurückprallen der 
gleichen uiul mit gleichen Geschwindigkeiten gegen einander an- 
laufenden Körper, welche Eigenschaft er stets vorausgesetzt wissen 
wollte. Oh sich diese Eigenschaft in der Natur rein oder nur 
annäherungsweise vorfinde, thut nichts zu der Richtigkeit der 
Folgerungen. Derartige Folgerungen wollen eben nur in An- 
wendung auf Erfahrungsfälle gelten, wenn die Voraussetzungen, 
von denen sie ausgehen, in der Wirklichkeit gegeben sind. Können 
aber die Voraussetzungen des Falles nur annäherungsweise oder 
gar nur in einem gewissen quantitativen Maass gegeben werden. 
30 gelten unter diesen inodificirten Voraussetzungen auch die 
deduetiv festgestellten < 'nnsequeiizen ebenfalls nur annäherungs- 
weise oder in dem entsprechenden Maass oder in einer Art von 
.Mischung mit den Wirkungen der veränderten Eigenschaften de? 
Falles. Nur wenn man diese Geltungsart allgemeiner Gesetze 
im Auge behält, wird man einerseits weder der Strenge und 
Sicherheit der aus den reinen, ungemischten Voraussetzungen ge- 
zogenen Folgerungen, noch andererseits den Ansprüchen einer er- 
fahniiigsgeuiiissen Behandlung dar complicirten Naturvorgänge zu 
nahe treten. Diese Bemerkung war grade bei Gelegenheit der 
Theorie des Stesses fast unumgänglich, da sonst der Schein ent- 
heben konnte, als wenn die Mechanik in diesem Fall unfähig 
wiire. völlig strenge Sätze aufzustellen. 

7«i. Ks ist wichtig, darauf zu achten . dass Huyghens alle 
seine Eauptsätsie bereite Anfangs LM9 der Englischen Gesellschaft 
einreichte: denn spater lässt sich bei den verschiedenen Be- 
arbeitungen, welche die Stossgesetze erfuhren, kaum mehr zwischen 
dem unterscheiden, was den ersten Urhebern angehört, und dein, 
was. wenn auch in veränderter Form, nur als eine Keproductiou 
uder Mischung der filteren AulVassungsarteii anzusehen ist. In 
dieser Hinsicht können sogar die eignen Abhandlungen derjenigen, 
die zuerst die Gesetze des Stosses mittheilten, nicht ohne Weiteres 



als ihr rein persönliches Werk gelten, da diese ausfuhrlicheren 
Behandlungen der Sache erst weit später erschienen. So hat z. B. 
auch Wallis später den elastischen Stoss ausführlich dargestellt; 
aber nachdem einmal die Regeln desselben durch Wreu und in 
der vollkommensten Weise durch Huyghens bekannt geworden 
waren, konnte es sich nur noch um die grössere oder geringere 
Zweckmässigkeit der Beweismethoden handeln. Die Schwierigkeit 
lag hier aber weniger in der Frage nach der Kombination der 
Kräfte, als in den Herstellungsart eil . die man sich von der Mit- 
theilung der Bewegung und besonders von den elementaren An- 
trieben zu bilden hatte. Nun nimmt man aber gewöhnlich an, das? 
die Gesetze der Mittheilung der Bewegung erst in Johann 
Beraoullis Preisabhandlung über diesen Gegenstand 1 1723 ) einer 
tieferen Untersuchung unterworfen worden wären. Wie man aber 
auch das Verhältniss dieser Arbeit zu dem Früheren betrachten 
möge, man wird in jedem Fall zugestehen müssen, dass die Rück- 
sichtnahme auf die kleinen Theilvorgängc. aus denen sich der Stoss 
wie jede Mittheilung der Bewegung zusammensetzt, erst recht 
eigentlich herrschend werden konnte, als sich die fluxiouistischen 
und difterentieilen Methoden Eingang verscharrten. Die Erhebung 
eines Streits darüber, wer zuerst den Stoss in seinen Elementar- 
vmgängen betrachtet habe, hat insofern kein Interesse mehr, als 
sie eigentlich schon durch die Hinweisung auf Galileis Vor- 
st ellungsart erledigt ist. Wie der Begründer der Dynamik so 
vieles Andere vorwegnahm, was eist in der Sprache der Infinitesi- 
malen Analysis ein bequemes Organ fand. SO hat er, wie wir 
gesehen haben, auch schon den Stoss als eine in unbegrenzter 
Anzahl denkbare Häufung von Antrieben aufzufassen gelehrt. Wo 
man daher auf eine solche oder ähnliche Vorstellungsart trifft, ist 
Sie nicht als völlig neu anzuseilen. 

Durch die Bemerkungen von Huyghens war ausser dei 
Gleichheit der relativen Bewegimg vor und nach dem Stoss auch 
noch die Gleichheit der Bewegung des Schwerpunkts hervorge- 
hoben worden. Dieser Satz sowie derjenige, durch welchen die 
1 artesischen Vorstellungen von der Erhaltung der Bewegungsgrösse 
berichtigt wurden, müssen als die Ausgangspunkte zu ganz allge- 
meinen Wahrheiten gelten. Ganz besonders wichtig war es nämlich, 
dass Huyghens sich nicht darauf beschränkte, zu bemerken, dass 
die Bewegungsgrössen nicht gleich bleiben, sondern dass er auch 
noch den positiven Satz hinzufügte, dass die algebraische Summ" 



der Bewegungsgrössen allerdings nicht verändert werde. Diese 
wichtige Wahrheit ofienbai'l den Mangel der Cartcsischen Idee 
in seinem ganzen Um taug. Die Bewegungsgrösse ist wie die 
Kraft, deren Repräsentant sie nach jener Idee sein soll, nie- 
mals in Ahstractiou von einer Richtung denkbar. Sie hat ohne 
Richtung ebensowenig einen realen Sinn, als irgend ein Zug 
oder Druck ihn haben kann , wenn man bei ihm von dem 
Vorbandensein eines Sinnes, in welchem er wirkt, gänzlich ab- 
sehen will. Nun kann man allerdings eine jede Grösse absolut 
nehmen: aber die Krage ist die, ob sie in der Natur auf solche 
Weise vorbanden sei. Dies ist nun bei keiner Kraft der Fall, 
n eiche in Beziehung auf irgend eine andere wirksam gedacht 
wird. Eine ('inseitige und absolut freie Kraft Wirkung, die nicht 
zu einer Gegenkraft in Beziehung stünde, giebt es aber nur insoweit, 
;ils man etwa die blosse Beharrung der nämlichen Geschwindigkeit 
für sich ins Auge fasst. Für alle Kräftecombinationen kommt 
mithin das Richtungsverhältuiss nicht nur als wesentliches Element 
in Betracht, sondern es ist sogar derjenige Umstand, durch den 
allein die eigentliche Kraftwirkung denkbar wird. 

Diese letztere Uefterlegung lässt zugleich bemerken, wie der 
ebenfalls Huyghens zu verdankende Satz von der Gleichheit der 
lebendigen Kräfte vor und nach dem Stoss, sowie überhaupt die 
weitere Verallgemeinerung, welche dieser Satz in Verbindung mit 
dem gleichartigen bei dem Problem des Schwingungsmittelpuiikt? 
angewendeten Princip später erfuhr, in einer interessanten Unab- 
hängigkeit von den Vorzeichen der Geschwindigkeiten stehen müsse, 
Was der analytische Ausdruck, d. h. der Umstand, dass es die 
Quadrate der Geschwindigkeiten sind, die in Frage kommen, 
sofort erkennen lässt , ist nicht ohne Weiteres klar, sobald man 
den Sachverhalt, auf einem andern Wege feststellen will. Negative 
Geschwindigkeiten können im Quadrat stets nur positive oder viel- 
mehr absolute lebendige Kräfte liefern. Dies ist die analytische 
Xnthwendigkeit. Wenn nun alle Kräfte in ihren Wirkungen in 
dieser Weise repräsentirt sind, so kann der Gegensatz des Sinnes 
in den Geschwindigkeiten nirgend jene Repräsentationen berühren. 
Hieraus scheint unmittelbar zu folgen, dass in Rücksicht auf die 
lebendigen Kräfte ein Gesetz der Erhaltung platzgreifen kann, wo 
für die sich statisch verhaltenden Geschwindigkeiten dies nicht 
der Fall ist. In der That handelt es sich auch nur dann um 
jene quadratischen Grössen, wenn die so zu sagen freie, über 
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den statisch aufgehobenen Theil hinausgehende Kraftwirkimg in 
Betracht gezögen wird. Insoweit aber eine solche All von Wirkung 
vorhanden ist. hat der gegensätzliche Theil einer widerstehenden 
Kraft bereits irgendwie eine statische Aufhebung und gleichsam 
Bindung erfahren, so dass es bei dem jedesmaligen Widerstreit 
der Kraftelemente immer nur der für jeden Augenblick gleichsam 
frei gewordene Uebersehuss ist. welcher einen eigentlichen Be- 
wegungseffect hervnrb ringt. Soweit die Kräfte in einem strengen 
Zeitpunkt genau gleich sind, kann keine Bewegung entstehen. 
Alle Bewegung ist also nur insofern vorhanden, als in irgend 
einem Maass das statische Verhalten und mit ihm die Wesent- 
lichkeit des innerhalb der Combination vorhandenen Segensatzes 
des Sinnes aufgehoben ist. Indessen können diese üeberiegungen, 
die nur zum Theil den ("'artesischen Irrthum angeben, erst mit 
der späteren Untersuchung des völlig verallgemeinerten Prinßips 
der Erhaltung der Kraft ihre volle Rechtfertigung linden. 

Was sich durch die Stossgesetze, namentlich aber auch durch 
die Wallisscheu Positionen Über den unelastischen Stoss. in 
Rücksicht auf das ©artesische Princip herausgestellt hat, lägst 
sicli kurz und allgemein dadurch ausdrücken, dass man sagt, ßS 
sei klar geworden, wie das Verhalten der Kräfte statisch werden 
und so ein Theil der Bewegungsgrösse nicht nur verschwinden 
könne, sondern auch müsse. Sie verschwindet nämlich in der 
Form der actuellen, d. h. wirklich vorhandenen Bewegung, während 
sie als eventuell zur Bewegung führende Kraft auch in der 
statischen Bindung fortbesteht. Iii dieser Beziehung hatte also die 
allgemeine Grundidee Recht: nur war sie einerseits unbestimmt 
und andererseits fehlerhaft angewendet worden. Bist die modernsten 
Gedanken haben es möglich gemacht, hier die wahrhaft historische 
Kritik zu üben und zu zeigen, wo die haltbaren Bestandteile jener 
allgemeinen Vorstellung von der Erhaltung derselben Kraftsumme 
zu suchen sind. Manches, w r as eine frühere Generation an ihnen 
noch mit Gleichgültigkeit betrachtete, ist gegenwärtig für uns ein 
Gegenstand von dem höchsten Interesse. 

hu Allgemeinen erscheint die Auffindung der Gesetze des 
Stosses als eine Angelegenheit, in welche]- das Nachdenken eine 
entscheidendere Rolle gespielt hat, als die Elfahlimg. Allerdings 
hatte schon Mersenne eine Art etwas roher Versuche angestellt, 
indem er Körper auf eine Waage fallen liess. Ebenso sind bei 
den definitiven Feststellungen der Stossgesetze Experimente . wie 
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man zum Theü positiv weiss, wohl nirgend ganz verschmäht worden. 
Allein das Verhältnis*, in welchem die gelinge Auflehnung der 
Versuche zu der mathematischen Tragweite der Theorie steht, lässt 
nicht verkennen, dass mau bereits gelernt hatte, das rein rationelle 
Element der Mechanik zu würdigen. Die ausführlichere Darstellung 
bej lluvghens ist auch darin besonders gelungen, dass sie durch 
die Hervorhebung iles Axioms von dem gegenseitigen Abprallen 
eine Art Grundphänomen und im Gegensatz zu demselben die 
rein rationelle Ableitbarkeit der übrigen Vorgänge sichtbar macht, 
Man würde indessen wohl noch zu weit gehen, wenn man jenes 
Axiom als einfache Erfahruugsthatsache gleich jeder andern an- 
sehen wollte. Die Symmetrie der Verhältnisse, die in ihm ge- 
wahrt ist, deutet darauf hin. dass zugleich auch ein Element 
reiner Gedankennothwendigkeil bei der Vorstellung desselben mit- 
wirken sollte. 

Umfangreiche und systematische Versuche über den Stögs 
-ind von Mariotte angestellt worden und finden sich in einer an 
der Spitze des ersten Bandes seiner Werke stehenden, umfassenden 
Abhandlung dargestellt 1 )- Doch haben sie nicht sowohl für die 
Portschritte der fundamentalen Theorie als vielmehr für die speziellen 
Anwendungen und die Experimentalkmist hervorragende Bedeutung. 



Viertes Gapitel. 

Die Gravitationsmechanik Newtons. 

77. Wie wir schon hei der Angahe des allgemeinen Ent- 
wicklungsganges (Nr. öi> bemerkt halten, kann die Bedeutsamkeit 
eines neuen Anwendungsgebiets nicht an sich selbst eine prineipielle 
Aenderung vertreten, und man hat sich daher zu hüten, die kos- 
mische Grosse des Gegenstandes mit dem Gewicht der wirklich 
neuen Elemente des mechanischen Wissens zu verwechseln. Die 
Leistungen Newtons in unserm Gebiel sind allzu häufig nur unter 
dein Eindruck der Anwendungen der Mechanik auf das Planeten- 
system gewürdigt und so namentlich von den Englandern relativ 



'> Mariotte, Oeuvres, Leiden 1717, unter der Ueberschrift: Tiaite de la 
percussion etc. 
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überschätzt worden. Hiedurch hat man nicht mir an Ga3ilei Uöd 
Hnvghens ein Unrecht begangen, sundein sich auch überhaupt 
jener vulgären Beurtheilungsart überlassen, die statt der Erwägung 
der principiellen Port sehrille die vollendete Thatsache einer grosse 
artigen Anwendung und das Staunen über die ßiesendimensionen 
und über die in ihrer Unmotivirtheit überraschenden Aufschlüsse 
zum Maass der Werthschiit zu ng niachl. Nun ist BS aber für uns 
schon der Gegenstand unserer Nachforschungen selbst, der unf- 
einen andern Ausgangspunkt nahelegt. Wir haben die allgemeinen 
Principien und die principiellen Bereiöhernngen der Mechanik zu 
untersuchen. Aus diesem Gesichtspunkt gehen uns die Erfolge 
der planetarischen Mechanik nur ins« »lern an, als sie wirklieh auf 
neuen grundsätzlichen Einsichten oder auf entscheidenden Wen- 
dungen in der Handhabung des altern Wissensstoffes beruhen, 
fliebei werden die Erkenntnisse au sich selbst gewogen, und es 
macht keinen Unterschied, ob die Pendeluhr oder das Sonnen- 
system den Gegenstand bildet. Im Gegentheil kann ein Princip. 
welches wie im Fall des Huygheusschen Oscillationseentrums bei 
der Untersuchung des zusammengesetzten Pendels festgestellt wird, 
für den Fortschritt der Mechanik eine grössere Bedeutung haben, 
als der Inbegriff derjenigen Grundsätze, die für die Mechanik des 
Himmels noch als speeifische Figenthümlichkeiteii in die Wissen- 
schaft eingeführt werden mussten. 

Newton selbst hat die Anwendung seiner mechanischen Er- 
kenntnisse auf das Weltsystem als etwas Besonderes aufgefasst 
und sogar in seinem Hauptwerl; die gesonderte, weit abstraften- 
Darstellung einer die Attraction einschliessenäen allgemeinen Be- 
wegungslehre zum vornehmlichen Gegenstand gemacht. Er hat 
die Anwendung der Attractionsniechanik auf das Sonnensystem 
derartig am Ende seiner Arbeit dargestellt, dass die Bangbeziehung 
zwischen den rein mechanischen Einsichten und der speeielleti Be- 
tätigung derselben deutlich genug hervortritt. 

78. Es sind drei Hauptpunkte, die wir für unsern Zweck 
im Xewtonschen Gedankenkreise ins Auge zu fassen haben, näm- 
lich die Gravitationsidee, die mechanische Constitution und Er- 
klärung der krummlinigen Bewegungen und die Forniuliruug einiger 
einfacher Fundamentalprincipien und Begriffe des dynamischen 
Verhaltens. Wir werden sehen, dass in dieser letzten Beziehung 
zwar viel neue Formulirungen älterer Grundgesetze, dagegen wenig 
entscheidende Fortschritte vorhanden sind. Sieht man daher auf 
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den rein mechanischen Gehalt, so steht die Theorie der krumm, 
längen Bewegungen, welche durch die Verbindung einer centri- 
petalen Kraft mit irgend einer tangentialen Beharrungsgeschwindis;- 
keit entstehen, unzweifelhaft im Vordergründe, und es tritt zu der- 
selben die spezielle Vorstellung von der quadratischen Abnahme 
der Gravitation sowie die Feststellung der Einerleiheit der letztem 
mit der auf der Erde wahrnehmbaren Schwere nur als eine physi- 
kalische Thatsaehe, wenn auch als eine Thatsache von eigentlich 
universaler Tragweite hinzu, 

J-lienaeh können wir, um sofort an die Stetigkeit der ge- 
schichtlichen Gedankenentwickluug zu erinnern, zwei Stämme der 
Wisseiisüberlieferung unterscheiden, auf welchen die Newtonscheii 
Ideen erwachsen sind. Der eine wird von der eigentlichen Astro- 
nomie reprfisentirt. und es ist der Deutsche Kepler, der die that- 
sächlichen Fest Stellungen soweit gefördert hatte, ilass die Zergliedern^- 
derselben nach mechanischen Principien die Gravitationslehre liefern 
tnnsate, Der andere Stamm stellt die eigentliche Mechanik dar, 
und hier ist es ausser der entscheidenden Grundlegung Galileis 
zunächst die Huvghenssche Theorie der (Vntralbewegung gewesen, 
woran Newton seine Erklärung der mechanischen Entstehungs- 
ursachen krummliniger Bewegungen knüpfen konnte. Der Gedanke 
der Oombinatioti einer Beharrungsgeschwitidigkeit mit dem freien 
Fall war aber schon in der Galileisehen YVurfparabel vorgebildet 
gewesen, und es kam nun nur darauf au. die Idee einer solchen 
Verbindung nach Massgabe der neuen Vorstellung von dem centralen 
Gravitiren mathematisch durchzuführen und so zu der Notwendig- 
keit der Kegelschnittbahnen und specieU zu den inneru Gründen 
der thatsäcMieh schon feststehenden elliptischen Bewegung zu 
gelangen. Ausser den mechanischen Hauptaufgaben selbst ist bei 
Newton als ein hochwichtiger Punkt jene berühmte Gestaltungs- 
form des inathematischen Denkens in Anschlag zu bringen, die 
unter dem Namen der Fluxionsmethode als eine entscheidende 
Grundlegung der später die Mechanik mehr und mehr beherrschen- 
den höhern Analysis dasteht. Sie ist um so bedeutsamer, als sie 
nicht, blos ein aussei liebes Half »mittel für verschiedene reale 
Aufgaben repräsentirt, in welchen überhaupt stetige Grössen- 
veränderuugen in Betracht kommen, — sondern sich bei Newton 
selbst im engsten Auschluss an das mechanische Denken und 
dessen Vorstellungsformen entwickelt hat. Die Veränderung der 
Grössen wird nämlich in diesem Calcül von vornherein als em 
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Erzeugnis« der Bewegung gedacht, und die Verschiedenheiten des 
Waehsthums werden als Geschwindigkeiten vorgestellt. Durch 
diesen intimen Anscliluss des Hülfsmittels an seinen nächsten 
Hauptzweck unterscheidet sich die Newtonsehe Conception von der 
abstrakteren Auffassung, welche in den Leihnizschen Lineamenteu 
des differentiellen Algorithmus vertreten ist und den Ausgangs- 
punkt für die festländische Entwicklung des reinen Calcüls gebildet 
hat. Jedoch ist für die Newtonsche Mechanik selbst nicht zu 
übersehen, dass es sieh bei der Anwendung des neuen mathe- 
matischen Hulfsmittels nicht blos um die Theorie der krummlinigen 
Bewegung, sondern um jene verwickeiteren Aufgaben gehandelt 
hat, w eiche sich um die Fragen nach der Bewegung in wider- 
stehenden Mitteln grnppiren und erst im zweiten Buch des 
Newtonsehen Hauptwerks auftreten. In diesen Problemen ist die 
mathematische Zurüstung das Ueberwiegende, und es tritt der be- 
halt au neuen materiellen Principien mehr zurück. Aus diesem 
Grunde haben wir uns für unsern Zweck in dieser Richtung auch 
nur weniger einzulassen. Dagegen wird es nöthig sein, die allge- 
meinen Beziehungen der mathematisch analytischen Vorstellungs- 
arten zu den mechanischen Fundameutalvorgängen nicht blos im 
Hinblick auf die Newtonsche Fluxionenmethode, sondern später 
für die Ausbildung der auch in der äussern Form rein analytischen 
Gestaltungen der Mechanik eingehend zu untersuchen, 

79. Isaak Newton (1G42 — 1727) gelangte erst in reiferem 
Alter, etwa 1684, zur definitiven Feststellung seiner schon früh, 
vielleicht, schon 1 <)<>."> im Keime vorhanden gewesenen Vorstellungen 
über die Grantation. Sein Hauptwerk, die „Mathematischen 
Principien der Naturphilosophie" Philosophiae naturalis principia 
mathematica), arbeitete er in den Jahren 168"> und 1686, Bs 
erschien auf Kosten Halley's 1087 und erfuhr zu Lebzeiten des 
erfassers noch zwei Ausgaben, deren Veränderungen jedoch wenig 
ns Gewicht fallen. Diesem Werk war ein kleiner Aufsatz über 
die Bewegung für die Englische Gesellschaft der Wissenschaften 
zur Coustatiruug der neuen Einsichten vorangegangen, und auch 
das Hauptwerk selbst hätte sehr wohl als ein Tiaetat über die 
Bewegung der Körper bezeichnet werden können. Drei Viertel 
seines Inhalts fallen ohuedies unter diese Rubrik, indem das erste 
Buch ebenso wie das zweite „über die Bewegung der Körper" 
überschrieben ist und erst das dritte den besoridern Titel „vom 
Weltsystem" erhält. Da das letztere nach der Anlage des ganzen 

Dühriug, Geschichte der Mechanik. 12 
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Werks und auch seinem gelingen Umfang nach als eine Art An- 
hang betrachtet werden kann, der sieh mit einer speciellen An- 
wendung der abstracteren Theorien beschäftigt, so erscheint der 
Stamm der Gesammtarbeit als eine Lehre von der Bewegung der 
Körper oder, mit andern Worten, als eine rationelle Mechanik, die 
ausser dem Neuen, was sie bietet, auch die wesentlichen Prineipien 
der frühereu Errungenschaften zur Darstellung bringt. Sie beginnt 
mit einer Einleitung zur Feststellung der Definitionen der 
mechanischen Grundbegriffe und zur Erörterung der allgemeinsten 
Bewegungsgesetze. Diese principiellen Präliminarien, welche dem 
ersten Buch vorangehen, sind für uns von nicht geringer Wichtig- 
keit, indem sie nicht nur neue Formulirungen bieten, sondern 
ättch /.eigen, wie sich die alten Ueberlieferungen in der Newtonsehen 
Denkweise gestalteten. Doch werden wir uns nicht an den äusser- 
lichen Gang der Newtonschen Darstellung binden, sondern das 
eigentlich PWneipielle da aufnehmen, wo wir es. gleichviel oh ab- 
gesondert und ausgeworfen oder nicht, in irgend welcher Form 
antreffen. Indem wir daher unserer Disposition in der vorigen 
Nummer folgen, werden wir die Oerter der Behandlung der ent- 
scheidenden Lehren ohne Rücksicht auf die Newtonsehe Anordnung 
und Abfolge nach Bedürfniss angeben. Der genetische Zusammen- 
hang wird hiebei unser hauptsächlichstes Augenmerk bilden müssen. 
Wir beginnen deswegen mit der Gravitationsidee und den ver- 
schiedenen Graden von Allgemeinheit oder Specialität, deren dieser 
Gedanke bis zur letzteu Individualisirung fähig ist. 

80. Die Vorstellung von einer Festhaltung, Heranziehung 
oder Hinneigung von Himmelskörpern zu einem Mittelpunkt ist 
etwas so Allgemeines und Naheliegendes, dass sie in ihrer unbe- 
stimmten Gestalt unmittelbar mit dem Gedanken des Umlaufs 
oder Umschwungs selbst gegeben zu sein scheint. Indem man 
die Bewegungsbahn um ein Centrum denkt, stellt man sich zu- 
gleich unwillkürlich vor, dass eben dieses Centrum den maass- 
gebenden Beziehungspunkt für die Wendungen in jedem Theil des 
Weges bilde, und es ist nur ein sehr geringer, sich fast von selbst 
ergebender Schritt, auch den Grund, d. h. die reale Ursache und, 
specieller ausgedrückt, die Kraft als in der Richtung auf den 
Mittelpunkt thätig vorauszusetzen. Da die Begriffe von Ursachen 
oder Kräften nichts als die Correlate der Bewegungserscheinungen 
sind, so enthält der Typus der Bewegung selbst schon die Ein- 
weisung auf Richtung und Ursprung seiner besondern Gestaltung. 
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Die Umlaufsbewegung denken, hefest daher schon soviel, als die 
Tendenz zum Centrum mitvorstellen. Etwas Anderes als der öe- 
danke dieser vagen Tendenz ist es aber auch wesentlich nicht, 
was schon in deu ältesten Ideen und in den Spekulationen des 
Alterthums angetroffen werden kann. Von dieser schweifenden 
und fast noch ganz bedeutungslosen Yorstollungsart Iiis zur völligen, 
allseitigen Bestimmtheit der specifisch Newtönscheii Gravitations- 
idee ist aber noch ein weiter Weg und sind mehrere Zwischen- 
stufen zu unterscheiden. Will man also nach den Vorgängern 
Newtons fragen, so muss mau zwischen den verschiedenen Stadien 
des Attractionsbegriffs sorgfältig unterscheiden. Tlmt man dies, 
so erhält mau mit den Entwicklungsstufen des Gedankens zugleich 
die Einsicht in die Stetigkeit der ideellen Geschichte und in die 
gleichsam eine Stetigkeitsunterbrechung einsehliessenden originalen 
Wendepunkte, durch welche die bestimmte und entscheidendere 
Physiognomie der Wahrheiten herbeigeführt wird. 

Nach diesen Ueberlegimgen kann man nicht besonders über- 
rascht sein, schon in einem Gespräch über den Mond in Plutarchs 
Moralia Aeusserungen zu finden, welche ein wenig an unsere 
Vorstellungen über die Combiuation zweier Tendenzen der Moud- 
bewegung streifen und allenfalls als unbestimmte und gelegentlich 
zufällige Vorwegnahmen der späteren Couceptionen über ein Fallen 
des Mondes gelten können. Es wird nämlich die Vergleichung 
mit der Schleuder herbeigezogen und gesagt, dass mau sich nicht 
darüber zu wundern hätte, dass der Mond, der doch durch die 
Bewegung fortgerissen würde, nicht fiele, sondern im Gegentheil 
nur dann zur Verwunderung Anlass haben würde, wenn er unbe- 
wegt wäre und alsdann uicht gegen die Erde fiele, Aus diesen 
und ähnlichen Spuren und Berichten über antike Vorstellungen 
wird man nicht sofort auf bestimmte Einsichten schliesseu, wohl 
aber entnehmen dürfen, dass die Ideen der Alten über die Wirbel- 
bewegungen, seitlichen Ablenkungen u. dgl. nicht so unmotivirt 
und unrationell gewesen sein können, als man heute noch voraus- 
zusetzen geneigt ist. Jene antiken Ideen haben ihre zugleich 
psychologische und objective Ursache gehabt, wie die modernen 
Couceptionen, und sie haben daher nicht umhin gekonnt, den 
Phäuomenen und Erkenntnissantrieben in irgend einem Maasse zu 
entsprechen. Da der Gedanke der Anziehung ein fast uuwillkür- 
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liches Zubehör der Vorstellung von einer Umlaufsbewegung ist, 
und da sogar ein sehr natürlicher Anthropomorphismus dazu 
führen kann, den Natnrvorgang als ein selbständiges, aber von 
einein Thätigkeitseentrum aus gehemmtes Bestreben der trans- 
latorischen Fortbewegung zu denken, so haben wir noch weit 
weniger Ursache, die Erheblichkeit der antiken Meinungen zu 
überschätzen. Vom Standpunkt der uns heute geläufigen Begriffe 
nehmen sich die vereinzelten Stellen leicht bestimmter aus, als 
sie ursprünglich gemeint sein konnten, und wir werden mithin ein 
für alle. Mal am besten thim, derartige Ansätze zu Analogien 
unseres modernen Wissens als zunächst ohne weitere Wirkung 
bleibende Regungen des natürlichen, aber vagen Denkens auf siel) 
beruhen zu lassen. 

81. Der Begriff von einem Herabkommen auf die Erde oder 
überhaupt derjenige von der Annäherung an ein Centrum kann 
noch sehr weit davon entfernt sein, mit der bestimmteren Idee 
des eigentlichen Fallens zusammenzutreffen. Was das Fallen auf 
der Erde sei und was so zu sagen die Fallkraft hier zu bedeuten 
habe, war in dem Gedankenkreis eines Galilei schon in einer ganz 
andern Weise festgestellt, als in den schweifenden Vorstellungen 
der vorangehenden Zeiten und des Alterthums. Die Vergleichung 
kosmischer Bewegungen mit dem Fallen konnte erst einen strengeren 
Sinn erhalten, wenn die Erscheinung, mit der mau das Unbekannte 
verglich, selbst tiefer erkannt und in ihrer Wirkungsform unter- 
sucht war. Hienach begreift sich, dass erst diejenigen Attractions- 
vorstellungen den Sinn einer eigentlichen Gravitation haben konnten, 
die den Galileischen Errungenschaften nachfolgten. Als Beispiel 
für eine frühere, noch sehr unvollständige Vorstellung von den 
Functionen der Schwerkraft kann die Idee des grossen Begründers 
der neueren Astronomie dienen. Coperuicus stellte sich vor, dass 
die Schwere in einem Bestreben (appetentia) nach dem Centrum 
bestehe, wodurch die Massen ihre kugelige Gestalt erhielten, und 
dass die Existenz dieser Gestaltlingsart ein Zeugniss für die all- 
gemeine Verhreitnng einer- solchen Art von Schwere sei. Er 
sagt 1 ) wörtlich: „Ich bin der Ansicht, dass die Schwere nichts 
Anderes sei, als eine Art den Theilcn beigegebenes . . . , natür- 
liches Bestreben (appetentiam quaiidum naturalem partiltus inditain) 
sich zu einem einheitlichen Ganzen in Kugelgestalt zu l'orniimi; 
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und es ist zu glauben, dass diese Affection auch der Sonne, dem 
Monde und den übrigen Planeten zukomme, und dieselben hicdurch 
in ihrer runden Gestalt verbleiben." 

Was Kepler anbetrifft, der grade diejenigen astronomischen 
Thatsachen feststellte, welche eine eigentliche Gravitatiousfclieorie 
möglieh gemacht haben, so hatte er von einer kosmischen Schwere 
schon sehr bestimmte Vorstellungen. Berühmt ist seine Ansieht, 
dass bei einer gegenseitigen Annäherung des Mondes und der 
Erde der erstere r ' :1; f ,,, des Weges zurücklegen werde, während 
sich die Erde ihrer grösseren Masse wegen nur um deu verhält- 
nissmässig kleinen liest gegen den Mond hin bewegen würde 
Da jedoch Kepler in seinen umfassenden speehlativen Versuchs- 
Vorstellungen die Ursache des Umschwungs selbst erklären und 
auf die Sonur als Thaligkeitsmittelpnnkt zurückführen wollte, so 
verfiel er nebenbei auch in magnetische Abstossungsideen, welche 
die zutreffenderen Gedanken wieder verdarben 2 }. Die Verschieden- 
heiten in den Umlaufgeschwindigkeiten der Planeten wurden von 
ihm als Wirkungen der verschiedenen Grössen der Massenträgheit 
aufgefasst, die von der in der rotirendeu Sonne entspringenden 
Umschwungskraft zu überwinden wären. 

Weit wichtiger als die manuichfaltigen Vorstellungen, in denen 
sicli Kepler versuchte, ist für uns der Umstand, dass ihn seine schliess- 
liehen glänzenden Ergehnisse weder zur Festhaltung einer unge- 
mischten Vorstellung von der allgemeinen Schwere noch zur dauernden 
Annahme der quadratischen Verringerung einer solchen Centraikraft 
befähigt haben. Er, der 1619 in der Harmonia muudi das ent- 
scheidende Gesetz 3 ) veröffentlicht hatte, nach welchem sieb die 
Quadrate der planctarischen Umlaufszciten wie die Kuben der 
grossen Axen, also wie die Entfernungen von der Sonne verhalten, 
verwarf selbst die quadratische Abnahme, um die einfache Pro- 
portionalität mit der Entfernung an deren Stelle zu setzen. Er gelangte 
nie. zu jenem einfachen Schluss, der das fragliche Gesetz selbst 
sofort in die Formel zu verwandeln erlauf)!, dass sich die ceutripe- 
talen oder, wenn man will, auch centrifugalen Boweguugsbestrebungen 
umgekehrt wie die Quadrale der Distanzen verhalten, und dass 
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auf diese Weise die Action nach dem Mittelpunkt als mit der 
Entfernung quadratisch abnehmend zu denken sei. Was hat ihu 
hieran gehindert? Offenbar nicht der Mangel an Genie, welches 
er nach der empirischen Seite, und in seinen Speculationen, ja 
seihst in den sehwelfenderen Imaginationen in vollem Maass be- 
kundet hatte! In Rücksicht auf die persönlichen Eigenschaften 
wäre daher kein Grund vorhanden gewesen, für die Begründung 
der Gravitationstheorie erst auf Newton zu warten. Die Ursache 
des Mangels war objectiv und lag ganz wo anders. Für Kepler 
waren die Errungenschaften seines ihn überlebenden Zeitgenossen 
Galilei so gut wie nicht vorhanden, und noch viel weniger stand 
ihm etwas wie die erst ein Menschenalter nach seinem Tode von 
Enyghens formulirte Theorie der Ceiitralbewegung zu Gebote. 
Ohne die letztere Hess sich aber das Gesetz der Umlaufs/.eiteu 
nicht in zweckentsprechender Weise umformen und keine eigent- 
lich mechanische Idee von den gegen das Centrum gerichteten 
Kraftgrössen gewinnen. Man niuss das Quadrat der Geschwindig- 
keit, dividirt durch den Radius, bereits als Form für das Maass 
der centralen Kraft besitzen, um aus dem Keplerscheu Gesetz über 
die Quadrate der ömlanfszeiten durch einfache algebraische Opera- 
tionen eine Formel herzustellen, welche die quadratische Abnahme 
der' Attractiou mit der wachsenden Entfernung zum Ausdruck 
bringt. Mehr als ein halbes Jahrhundert sollte aber vor der Com- 
bination der beiden Gesichtspunkte verstreichen, und es ist diese 
Hinausschiebung nur dadurch zu erklären, dass demjenigen, der 
die zulängliche Astronomie und nöthige Kühnheit der nach Ge- 
setzen ausspähenden Speculation besass, die erforderlichen Zer- 
gliederungsmittel des mechanischen Denkens noch nicht zur Verfügung 
slauden. Erinnern wir uns der oben (Nr. 78) erwähnten zwei 
HauptStämine der Wissensüberlieferung, so können wir sagen, dass 
die ursprüngliche Isolirung des einen von dem andern, nämlich 
der eigentlichen Mechanik von den Gesetzen der Astronomie, den 
verhältuissmässig verspäteten Fortschritt der in ihren Ansätzen 
bereits bemerkbaren Gravitationsidee verschuldet habe. Wie wenig 
Kepler selbst in dieser Beziehimg mit den erforderlichen elemen- 
taren Vorstellungen ausgerüstet war, zeigt sich sehr charakteristisch 
darin, dass er zwar die Trägheit der Materie im Ruhezustande 
als et was auftässt, was der Bewegung einen der Masse proportionalen 
Widerstand entgegensetze, — dass er aber die Trägheit in der 
Form der Beharrungsgeseh windigkeit nicht kennt und daher einer 



stetigen Ursache zu bedürfen glaubt, um da? Translatorische im 
Umschwünge der Planeten zu erklären. 

82. Ungefähr um die Zeit als sich auch Newton in der 
Richtung auf die Gravitationsidee zu beschäftigen anfing, also ein 
paar Jahrzehnte ehe er mit der vollendeten Theorie hervor- 
treten konnte, zeigten sich bei verschiedeneu Autoren sehr deut- 
liche Spuren der Energie, mit welcher die Thatsaeheu und Ge- 
danken auf die neue Entdeckung hindrängten. Besonders muss 
in dieser Beziehung A. Borelli genannt werden, der in seiner 
Arbeit über die Jupiterstrabanten *) davon ausgeht, dass die Planeten 
und Trabanten sich mit der Kugel, die sie umkreisen, vereinigen 
wollen, und dass die Kreisbewegung das Bestreben (impetuni) be- 
gründe, sieb vom Centrum zu entferi Das Gleichgewicht zwischen 

den beiden Tendenzen wird von ihm als die Ursache der Mög- 
lichkeit der Umläufe angesehen. 

Weit näher als Borelli kam dem Gravitationssystem ein 
Landsgenosse Newtons, der gradezu die eigentlich mechanischen 
Verhältnisse ins Auge fasste und sogar in dieser Richtung experi- 
mentirte. Hooke entwickelte seine Gedanken über die Gravitation 
in einer besondeni Schrift s ), gelangte jedoch erst späte)' zu der 
Voraussetzung der quadratischen Abnahme. Nimmt man diese 
letztere Vorstellung hinzu, so ist ersichtlich, dass für Newton nur 
noch der Nachweis der thatsächlicheu Einerleibeit der Erdschwere 
und der Attraction übrig blieb. Hookes grosser Vorzug vor allen 
seinen Vorgängern bestand darin, dass er von vornherein die allge- 
meinen mechanischen Gesetze als den Schlüssel zum Verständniss 
der planetarischeu Bewegungen ansah. Ei unterschied nicht nur 
die gradlinige Bebarrungsgeschwindigkeit, die er wie durch einen 
ursprünglichen Antrieb ein für alle Mal entstanden dachte, von 
dem ablenkenden Attractionsprincip, sondern erwog auch den Ein- 
tiuss der Grössenverschiedeiiheit dieser beiden Tendenzen. Er 
nahm die Nothwendigkeit des Entstehens der elliptischen Be- 
wegung an, Uebrigens sagte er voraus, dass derjenige, welcher genauer 
auf die Quantitätsverhältnisse eingehen würde, dazu gelangen 
müsste, die planetarischen Erscheinungen mit der grössten Ge- 
nauigkeit bestimmen zu können. Das mechanische Problem der 
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kosmischen Gravitation war ihm also vollkommen klar geworden. 
Aul' seinen Streit mit Newton wirft die Beilage eines Briefs des 
Letztern an Halley vom 20. Juni 1686 *) viel Licht, und es zeigt 
sieh hiebei auch zugleich, dass die Annahme der quadratischen 
Abnahme an sich seihst ohne weitete Verfolgung der Cousequeuzen 
noch nicht entscheidend sein konnte. Newton selbst beruft sich 
,111 dieser Stelle darauf, dass diese Art der Annähme auch schon 
weil früher von Bouillaud s ) vorausgesetzt worden war. Wenn 
also auch Hooke ziemlich weit gekommen war, so fehlte ausser 
dem Nachweis der Einerlciheit der Erdschwere und der Attraction 
auch noch die genauere Vorstellung, welche das Gravitiren jedem 
Theilchen der Materie als einem solchen beilegt und die Ent- 
wicklung der Anziehungsgesetze innerhalb der geballten Massen 
möglich macht. Ebenso mussten die streng mathematischen 
Gründe der Entstehung elliptischer Bahnen noch erst entwickelt 
werden, und hier bot sich für Newton grade das seiner Geistesait 
angemessenste Feld der Nachforschungen dar. 

8o. Wir können uns hier nicht auf die Untersuchung der 
besottdern Umstände einlassen, unter welchen Newton selbst nach 
and nach dem sehliesslichen Resultat näher gekommen ist, und 
es liegt ausser unserer Aufgabe, die Frage zu entscheiden, imvie- 
weil er den Winken Hookes etwas zu verdanken gehabt habe. Weil 
wichtiger, als diese Cöntröverse, ist der klar zu Tage liegende 
Zusammenhang mit den Keplerschcu Leistungen. In einem Brief 
an Halley vom II. .Juli 1680 :i ) erklärt Newton selbst, dass er 
die quadratische Abnahme vor etwa 20 Jahren aus dem Kepler- 
sehen Gesetz geschlossen habe. In diesem Punkt war also die 
(Mahlung nebst der zugehörigen rein iudnctiveu Speculation des 
Deutschen Denkers den Erwägungen der iiinern Ursachen voran- 
gegangen, und die Art, wie Newton zu seinem Ergehniss gelangte, 
befand sich im entschiedensten C'ontrast zu dem Verfahren, durch 
uelelies Galilei den Grund zur Dynamik gelegt hatte. Bei dem 
Italiener war der aulicipireude Gedanke der Führer zur Auffindung 
der thatsächliclien Fallgi'setze gewesen : bei dem Engländer miisste 
umgekehrt das bereits als Thatsaehe festgestellte Gesetz über das 
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Verbältniss der Umlaufszeiteu zu den Entfernungen den Leitfaden 
und zwar den Leitfaden für ein blos zergliederndes Denken ab- 
geben. Das entscheidende Vordienst dieser Zerlegung einer er- 
fahmngsmässig gegebenen Thatsaohe in ihre constituirenden Elemente 
oder Partialthatsachen bestand nun bei Newton darin, dass die 
mechanischen Factoren dabei wirklieh siebtbar wurden. Hiezu 
leistete, wie schon früher angedeutet, der Ausdruck für die C'eulri- 
fngalkraft, wie ibn Huyghens als dein Quadrat der Geschwindig- 
keit direct und dem Radius oder Abstände umgekehrt proportional 
bestimmt hatte, die unentbehrliche Hülfe. Indem das Kepletsche 
Verbältniss der Quadrate der Umlaufszeiten in seiner Gleichheit 
mit demjenigen der Kuben der (mittleren) Entfernungen dazu 
benutzt wurde, durch einlache Substitutionen einen Ausdruck für 
das Verbältniss der Centrifugalkräfto herzustellen, ergab sich das 
letztere als in Bezug auf die Entfernungen umgekehrt quadratisch.. 
Dies ist die äusserst einfache Erzeugung der Einsicht in die all- 
gemeine Form der Gravitation oder vielmehr Attractkm; denn ob 
die in dieser Weise zwischen den Planeten, den Trabanten und 
der Sonne wirksam* 1 Anziehung oder ceutripetale Action mit der 
auf der Erde wahrnehmbaren Schwere etwas gemein habe, war 
durch jenes Gesetz der quadratischen Abnahme noßh nicht fest- 
gestellt. Diese Abnahme hatte die Gestalt einer Thatsache, deren 
Allgemeinheit auch vermöge der unmittelbaren Analogie nicht 
über das Verhalten der kosmischen Körper als ganzer Massen 
hinausreichte. Um daher das Wesen der Altractiou als wirkliche 
Gravitation zu erkennen, musste eine Brücke geschlagen werden, 
welche eine Vorgleiohmig der von Galilei erkannten Eigenschaften 
des freien Falles an der Oberfläche der Erde mit den Eigen- 
schaften der kosmischen Attraction ermöglichte. 

Die Herstellung dieser Brücke wird nun als eine Eigen- 
thümlichkeit des Newtonseben Verfahrens gelten müssen, und erst 
hei diesem Punkt beginnt seine Entdeckung diejenige Gestalt an- 
zunehmen, durch welche sie sich unstreitig von allen voran- 
gegangeni'u oder gleichzeitig coneurrireuden Couceptionen unter- 
scheidet, Es ist bekannt, wie Newton die ceutripetale Bewegung 
des Mondes während des Durchlaufens eines üahntheilchens, also 
das Fallen desselben, d. h. die Ablenkung von der sonst einzu- 
schlagenden Tangeute mit dem derselben Zeit entsprechenden 
Fallraum an der Oberfläche der Erde unter Voraussetzung der 
quadratischen Abnahme verglich und so schliesslich die Identität 



der beiden Phänomene feststellte. Es zeigte sieh nämlich, dass 
sich die beiden Erscheinungen des Fallens in nichts /Vnderein, als 
in ihrer besonderu Grössengestaltung nach Maassgabe des Gesetzes 
der quadratischen Abnahme unterschieden. Hiemit war die Einerlei- 
heit der Kraft, welche den Erscheinungen der Erdschwere und 
der allgemeinen Attraction zu Grunde liegt, so zwingend als nur 
irgend möglich erwiesen; denn man hatte nunmehr nur zwei 
quantitativ differeuzirte Wirkungen vor sich, die sieb unter eine 
allgemeine Wirkungsform und deren Gesetz subsmuiren Hessen. 
Was man sich bei dem Begriff der Kraft und hier speciell der 
allgemeinen Schwerkraft, allgemeinen Attractiou oder Gravitation 
übrigens noch denken mochte, blieb für die Haupterkenntniss und 
den Beweis der Einerleiheit des Priucips ganz gleichgültig; deuu 
man hatte die besondern Wirkungen unter eine allgemeine Wirkungs- 
form gebracht, imd mehr war weder möglich noch nöthig. Aus 
diesem Grunde braucht auch nur im Vorbeigehen daran erinnert 
zu werden, dass Newton, der sich thatsächlich das Verhältniss des 
Gravitirens unter dem Bilde einer eigentlichen Anziehung vorzu- 
stellen liebte und deswegen angegriffen wurde, grundsätzlich eine 
solche Auschauungsart als unerheblich angesehen und die Be- 
gründung der Gravitationslehre als von solchen Ideen über die 
innere Beschaffenheit der Kraft unabhängig beurtheilt wissen 
wollte. Hiemit hatte er offenbar Recht; denn was die Ursache 
der fraglichen Erscheinmigsgruppe oder des fraglichen Systems 
von Vorgängen auch noch sonst für Eigenschaften und Beziehungen 
haben mochte, so war sie durch ihre Wirkungen nicht nur un- 
zweideutig gekennzeichnet, sondern auch ausschliesslich in diesen 
Wirkungen der Gegenstand des Wissens. Unsere Generation hat 
z. B. eine neue Beziehung der Schwere kennen gelernt, durch 
welche ein intimes Verhältniss zu den Wärmeerscheinungeu nahe 
gelegt ist; aber diese Erkenntniss kann trotz ihrer Tragweite nicht 
den geringsten Einfluss auf die Gültigkeit der ein für alle Mal 
festgestellten Principien der Gravitation üben. 

Der Newtonsche Nachweis einer identischen Gravitation in 
den Erscheinungen der gewöhnlichen Schwere und in dem Attrahirt- 
w erden des Mondes hat, wie allbekannt ist, eine längere Keihe 
von Jahren hindurch eine Hemmung erfahren, indem Newton bei 
der ersten, schon sehr frühen Anstellung der Rechnung einen un- 
exaeten Erdradius zu Grunde legte und erst später nach Maass- 
gabe der Picardschen Gradmessimg den Fehler verbesserte. Der 



ursprüngliche Calcül hatte keinen hinreichend überanstinimenden 
Zusammenhang zwischen dem Fallraum der ersten Secunde an 
der Erdoberfläche und dem Fallen des Mondes ergeben, und 
Newton hatte sich sogar durch dieses Resultat zu de.]- Idee ver- 
leiten lassen, die Gravitation sei nur zum Theil im Spiele und das 
Uebrige werde auf eine Wirbelbewegung zurückzuführen sein. 
Diese ursprüngliche Unentschiedenheit der Vorstellungsart zeigt 
noch besonders deutlich, wie der ganze Nerv des Beweises einer 
identischen Gravitation in der quantitativen Uebereinstimmung der 
verschiedenen Wirkungen der als gleichartig oder analog voraus- 
gesetzten Ursachen gelegen habe. 

84. Mit dein Vorangehenden haben wir den Punkt erreicht, 
bei welchem die Gravitationsidee hinreichende Bestimmtheit erlangt 
hat, um sich zu einer Gravitatiousmechanik ausbilden zu können. 
Wenn jeder beliebig kleine Körper an der Erdoberfläche gravitirte, 
so war hiemit eigentlich schon die Vorstellung gegeben, dass jedes 
materielle Theilcheu attrahirt wurde, und es war kaum noch ein 
besonderer Schritt nöthig, es Angesichts der allgemeinen Gegen- 
seitigkeit der Massenanziehung auch als attrahireud zu denken. 
Die Planeten zogen die Trabanten an und wurden selbst von der 
Sonne angezogen. Es lag daher auch ohne Hinblick auf Ebbe 
und Fluth oder gar auf gegenseitige Störungen sehr nahe, die 
Artractionm.it der Materie überall verknüpft und daher jede Masse 
als zugleich angezogen und anziehend vorzustellen. Eine Schranke 
Hess sich aber für die Grösse der Körper, bei welcher die allge- 
meine Schwere noch statthätte, gar nicht ziehen. Es war keiu 
Grund vorhanden, warum, wenn eine Masse gravitirte, nicht auch 
die Hälfte derselben diese Eigenschaft haben sollte, und hiemit 
war die Gravitation der Elemente als solcher eine unumgängliche 
Idee. Hiezu kam noch der allgemeine mechanische Gedanke, 
demzufolge überall die Masse einen multiplicativeu Factor jeder 
Kraft bildete und daher jede bewegende Kraft als von den 
Theilcheu der Masse getragen angesehen werden musste. Die 
Untersuchungen über die Resultante der Erdschwere und deren 
Abweichungen sowie über die Anziehung im Innern der Massen 
mussten den Gesichtspunkt einer von Element zu Element statt- 
findenden Gravitation bestätigen. Indem Newton die Consequenzen 
in dieser Richtung zog, schlug er einen Weg ein, auf welchem 
sieh später die analytische Gravitationsmechanik bis ins Kleinste 
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ausbildete und aus den Störungen die Existenz noch nicht ge- 
sehener Planeten erschliessen lehrte. 

Nachdem wir auf diese principielle Eröffnung eines neuen 
Spielraums der .Mechanik hingewiesen haben, müssen wir uns nun 
nach der Theorie der krummlinigen Bewegung umsehen, durch 
welche Newton die Gruiulzüge des Verhaltens der neuen Kräfte- 
gattuug bemeisterte und die Keplerschen Thatsachen aus innern 
Grüuden verständlich machte. Wir werden jedoch in dieser Be- 
ziehung kurz sein können, da es sich in dieser Angelegenheit trotz 
ihrer Tragweite doch für uns nur um die Nachweisung handeln 
kann, dass unter Voraussetzung der Gravitationsidee die ganze 
übrige Entwicklung einen rein mathematischen Charakter habe und 
kein einziges neues Prineip der Mechanik erfordere. Streng ge- 
nommen ist sogar diese ganze Abzweigung der Theorie in ihrer 
höchsten Abstraction rein phoroiiomisch. indem eine Massenra- 
scbiedenheil zunächst gar nicht in Frage kommt und die Anziehung 
nichts weiter bedeutet als eine Tendenz zur Annäherung von 
gegebener Form und Grösse. 

Erinnern wir uns, dass Huyghens die gleichförmige Kreis- 
bewegung in jedem Punkt als eine centrale Tendenz dargestellt 
hatte, die dem Quadrat der Geschwindigkeit direct und dem Radius 
unigekehrt proportional ist. Erinnern wir uns ferner, dass diese 
Darstellung auch für jede andere ungleich förmige und beliebig 
krummlinige Bewegung die strengste Gültigkeit behielt, sobald mau 
an die Stelle des Uadius den allgemeineren Begriff des Krümmungs- 
radius setzte. Eine krummlinige Bewegung mochte also beschaffen 
sein wie sie wollte, man hatte im unmittelbarsten Anschluss an 
die Huyghenssehen Ideen einen Ausdruck für die in einein jeden 
Punkt derselben vorhandene centrale Tendenz nach Richtung der 
Normale. Insoweit war für Newton nicht mehr viel zu tinin übrig, 
solange die Grayitationsbewegungen im Groben nach den mittleren 
khitfernuugcn betrachtet wurden, und es sich mithin nur um die 
durchschnittliche Messung einer centripetulen Tendenz handelte, 
die als mit dem Krümmungsradius zusammenfallend betrachtet 
Werden konnte. Bei der relativen Geringfügigkeit der Exeentricitätetl 
konnte zu nächst, wie z. B. bei dem Moud, in den ersten Ueber- 
legungen über die Wirkungen der Gravitation so verfahren werden, 
als wenn es sich um Kreisbahnen handelte. Eine andere Gestalt 
niusste aber das Problem gewinnen, sobald über die allgemeine 
und durchschnittliche, gleichsam statische Beziehung der punktuellen 
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Gravitationsgrösse hinausgegangen und die Frage beantwortet 
werden sollte, wie sich bei der für einen Punkt gegebenen 
tangentialen Beharrungsgesehwiudigkeit uud bei der ebenfalls 
gegebenen Anziehung nach einem festen Punkt, der nicht auf der 
Richtung der Normale zu jener Geschwindigkeit zu liegen braucht i\ 
die Bahn gestalten müsse. Dies ist die Hauptaufgabe, und um 
sie zu lösen, musste die Anziehungskraft nicht etwa blos in ihrer 
Grösse für den Punkt, sondern auch in ihrer Form der Abhängigkeit 
von der Entfernung gegeben sein. Sie musste also als quadratisch 
abnehmend vorausgesetzt werden, wenn die Curven der freien 
Gravitationsbewegung und deren Position zum Actionscentrum er- 
mittelt werden sollten. Newton fand, dass eine derartige Be- 
wegung unter allen Umständen ein Kegelschnitt und zwar mit 
dem Actionscentrmn als Brennpunkt sein müsse. Die Grösse der 
gegebenen tangentialen Geschwindigkeit entscheidet im Yerhaltuiss 
zur Anziehung darüber, welcher besondere Kegelschnitt entstellen 
müsse. Auf diese Weise ergiebt sich die Ellipticität der Planeten- 
bahnen als die Folge des Zusammenwirkens einer tangentialen 
Beharrungsgeschwiiidigke.it mit der Anziehung im umgekehrten 
Verhältniss des Quadrats der Entfernung. Der abst niete Tb eil 
der Newtonschen Bewegungstheorie richtet sich in dieser Be- 
ziehung auch noch besonders darauf, nachzuweisen, dass unter 
andern Bedingungen, also z. B. unter einem anders fingirten An- 
zielumgsgesetz, keine Kegelsehnittbahneu entstehen, die, das Actions- 
centrmn zum Brennpunkt hätten. Hieuach ist die Beziehung 
reciprokabel: der Kegelschnitt mit dem Kraftmittelpunkt im Brenn- 
punkt ergiebt die quadratische Anziehung als einzig mögliche 
Voraussetzung seiner gravitationsmässigen Entstehung, und das 
quadratische Anziehungsgesetz liefert als einzige Möglichkeit 
seiner Verwirklichung die Kegelschnittsform der Bahnen. 

85. Wo, wie bei den Kometen, die Excentrieitätcn bedeutend 
sind, wird es besonders sichtbar, dass die. Bahn gleichsam eine 
Falllinie sei, und dass die tangentialen Geschwindigkeiten in jedem 
Punkt zu einem grossen Theil von einem actnelleu Fallen her- 
rühren. Denkt, man sich z.B. die seitliidie Anl'angsgeseh windigkeit 
verhältuissmässig sehr schwach, so wird der angezogene Körper 
fast dem Actionscentrum zuzueilen scheinen, d. h. er wird um 
dasselbe eine langgestreckte Ellipse beschreiben, in welcher unge- 
fähr nach Richtung der grossen Axe das Anwachsen der Ge- 
schwindigkeiten, also die Existenz der tangentialen Geschwindig- 
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keiten vorzugsweise auf Rechnung der beschleunigenden Kraft der 
Anziehung zu setzen ist. Auch wird in einem solchen Fall die 
schief* 1 Lage des Kail ins Ywtor sich für die Auffassung besoudm 
markiren, und der Unterschied einer tangentialen und einer centri- 
petalen Beschleunigung recht anschaulich hervortreten. Während 
nämlich in dem Huyghensschen Musterfall der Centrifugalkraft die 
letzten- ganz und gar das repräsentirte, was ausser dem Beharren 
der Geschwindigkeit als ablenkende Kraft vorhanden war und 
mithin von einer Tangentialkraft nicht geredet werden konnte, 
lässt sich in jedem Bewegungstypus, bei welchem der centrale 
Zug nicht senkrecht auf die Tangente gerichtet ist, die Centrai- 
kraft, ohne Null zu werden, auf die Tangente projicirt denken, 
und so ergiebt sich die bekannte Zerlegung in eine tangentiale 
und eine centripetale Kraft. 

Wir wollen an diese elementaren Begriffe nur erinnert haben, 
um die Hauptzüge der Newtonschen Theorie krummliniger Be- 
wegungen zu bezeichnen. Diese Theorie ist von ihm derartig 
abstract in solchen Variationen ausgeführt worden, dass sie weit 
mehr- als den eigentlichen Zweck, nämlich die Darlegung der 
mechanischen Verfassung der Gravitationsbewegnugen, zu behandeln 
scheint. Jedoch mussten, wenn man näher zusieht, allerlei be- 
nachbarte. Möglichkeiten hypothetisch erwogen werden, um die 
Notwendigkeit der excentrischen Bewegung in einem Kegelschnitt 
nachzuweisen. Ein sehr einfaches Beispiel kann uns zeigen, dass 
die centriseh elliptische Bewegung nicht den Bedingungen der 
Gravitation zu entsprechen vermag. Man braucht nämlich nur 
die Huyghetissche gleichförmig'- Kreisbewegung auf eine nichl 
parallele Ebene iu allen ihren Verhältnissen projicirt zu denken, 
um die Bewegung in einer Ellipse um deren Mittelpunkt zn 
erhalten, bei welcher sieh nach einigen Ueberlegungeu zeigt, 
dass der centrale Zug im einfachen Verhältniss des Abstanden 
vom Mittelpunkt zunimmt. Offenbar veranschaulicht es die that- 
sächlichen Gravitations Verhältnisse, für deren quadratische Form 
man zunächst keine innern Gründe hat, wenn die Centralbewegunii 
im Allgemeinen und für verschiedene Anziehungsgesetze behandelt 
wird. Auch gehörte es zu einer abstracten Theorie der krumm- 
linigen Bewegung, die ganz allgemeinen Eigenschaften jeder 
Centralbewegnng, wie z. B. deu Satz der den Zeiten proportionalen 
Flächensectoren, unabhängig von einer besondern Gestaltung dar- 
zulegen. Newtons Entwicklung ist in dieser Hinsicht ein Stück 
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allgemeiner Bewegungslehre. Im 3. Buch über das Weltsystem 
Satz 13 wird die elliptische Bewegung der Planeten und der 
Keplersche Satz von der Beschreibung der den Zeiten proportionalen 
Flächeuräunie ausgesprochen, und dieses ganze planetarische Be- 
wegungsgesetz, welches zunächst als thatsäehlich gegeben, d, h. 
von Kepler iuductiv festgestellt auftritt, als „a priori" aus den 
mechanischen Priueipien erweislich gekennzeichnet, indem einfach 
die Sätze I und XI sowie das Corollar I zu Satz XIII des ersten 
Buchs in Bezug genommen werden. Diese citirten Sätze fallen 
in den 2, und 3. Abschnitt, die von der Bestimmung der Centri- 
petalkräfte und von der excentrischeu Bewegung in Kegelschnitten 
handeln. Der erste Satz spricht die Proportionalität der Flächen 
mit den Zeiten aus; der elfte enthält die Aufgabe aus der ge- 
gebenen exceutrischen Beweguug in der Ellipse das Auziehungs- 
gesetz abzuleiten, und das erwähnte Corollar enthält die allgemeine 
Formulirung der wechselseitigen Zusammengehörigkeit der Kegel- 
schmttsbahnen und der quadratischen Anziehung. 

In der rein mechanischen Entwicklung dieser Grundformen 
und Grundeigcnschaften der freien Centraibewegung liegt zugleich 
eine Analyse der krummlinigen Bewegungen überhaupt, und dies 
ist die Seite der Theorie, vermöge dereu bei Newton auch die 
Grundlagen oder Ansätze zu Principien zn suchen sind, die in 
ihrer völligen Allgemeinheit, wie z. B. das Princip der Flächen, 
erst später die Rolle von dynamischen Grund Verhältnissen der ge- 
sammteu Mechanik spielten. Die Erkenutniss solcher genereller 
Eigenschaften der Bewegungen von einem bestimmten Typus er- 
hält aber erst ihr volles Interesse im Uehergang zu den höchsten 
Stufeu der Abstraction der analytisch rationellen Mechanik, und 
wir werden daher erst später auf die Ausgangspunkte bei Newton 
zurückzugreifen haben. Hier müssen wir eingedenk bleiben, dass 
der Kernpunkt der neuen Theorie der Attractionsbewegimgen in 
Satz XVII des ersten Buches zu suchen ist, wo die Aufgabe ge- 
löst wird, bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit und quadratischer 
Anziehung die Bahn zu bestimmen. In dieser Erzeugung der 
Bahncurve aus den punktuellen Elementen zeigt sich, wie wir 
dies schon oben erörtert haben, der eutscheidende Fortschritt, 
indem das Verfahren der Zerlegung der Keplerschen Thatsachen 
in ihre mechanischen Bestandteile einer entsprechenden Unikehrung 
unterworfen wurde. Heute ist dieser Process für uns nur ein 
wenig liitegrireu an ein paar Difierentialformelu, während die 
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blosse Zerlegung der vollständigen Thatsachen sogar nur ein blosses 
Ditferonziren erfordert. Hieraus ersieht man die Bedeutsamkeit der 
üinkehruug der Ableitungen. Die gleichsam construirende Genesis 
der Bahnen entspricht den mechanischen Krzeugiingsaoten der 
Natur, und der Weg der Auflösung der vollständigen Thatsaehen 
in die constitutiven Elemente fiudet sich durch denjenigen der ideellen 
Hervorbringung dieser ühatsächen aus den Kiementen ergänzt. 

86. Die Verwandlung der Koplorschen Thatsachen in 
Attractionsnothwendigkeiten, wie wir sie bisher als Newtonsehe? 
System der Gravitationsmeehanik vorgeführt haben, hatte sich zu- 
nächst noch gar nicht um die Massen zu bekümmern gehabt. 
Es waren so zu sagen phoronomische Phänomene, die Kepler 
beobachtet hatte, und die Zurückführung derselben auf eine central? 
Annäherungstendenz im umgekehrten Quadrat der Entfernung ver- 
änderte die allgemeine Gestalt der Sache nicht. Die exeentrische 
Bewegung in der Ellipse, also das scheinbar einfachste der Kep- 
lerschen Gesetze, enthielt die beiden andern, sobald es zum 
Gegenstand der Zergliederung gemachl wurde, Die Analyse einer 
excentrisch elliptischen Hahn ergiebt, wenn die letztere phorononiiseh 
in sich selbst betrachtet und analog wie die Kreisbewegung unter- 
sucht wird, alles Uebrige rein geometrisch. Die quadratische Ab- 
nahme der centralen Tendenz mit der Entfernung ist hiebei die 
constitutive Grimdeigenschaft des Gebildes, während die Be- 
schreibung gleicher ITächenausschnitte in gleichen Zeiten eine 
Eigenschaft ist, die es mit jeglicher Centralbe*veguug theilt. Ver- 
bindet man die Betrachtung mehrerer Ellipsen, in denen das bei 
der einen erkannte Gesetz der quadratischen Abnahme auch für 
den Zusammenhang der Gruppe d. h. für die Positionen zum 
gemeinsamen Brennpunkt zu Grunde gelegt wird, so erhält man 
das Keplersehe Gesetz, dass sich die Quadrate der rmlaufszeiten 
wie die Kuben der grossen Axen verhalten. Hienach ist ersicht- 
lich, dass wir es bis zu diesem Punkt mit einem Stück subtilerer 
Phoronomie zu thun gehabt haben, in welcher die Bewegung nur 
an sich selbst, d. h. nur als phänomenale Grösse betrachtet zu 
werde» brauchte, um die wichtigste]] Grundgesetze zu liefern. 
Ks begreift sich aber hiemit auch zugleich, warum ein neues, 
eigentlich mechanisches Princip hier noch gar nicht in Frage 
kommen konnte, und wie selbst die Gravitationsidee in dieser 
Einsicht nur insoweit erforderlich war, als sie den pboronoinischen 
Gedanken einer gewissen Art der Annäherung einschloss. 
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Den specifisch mechanischen Principien begegnen wir aber 
sofort, wenn der (7 ebergang von den Bewegungserscheinungeu zu 
den Massenverhältnissen vollzogen wird. Der Schluss auf die 
Mengen der Materie, mit welchen die verschiedenen Weltkörper 
ihre Attraction ausüben, ist derjenige Schritt, bei welchem sich 
die Gravitationsphoronomio erät En eine eigentliche Gravitations- 
mechanik verwandelt. Fs wird hiebei eine Vorstellung von der 
Messung der Gravitationskräfte nothwendig, und diese Vorstellung 
innss zugleich ein Schema für die Kräftemessung überhaupt ent- 
halten. Mit diesen Ueberleguugen sind wir sofort bei den Funda- 
mentalprincipieu uud Grundbegriffen. Wir lassen den Schluss auf 
die Massen, in dessen Möglichkeit eine streng principielle Einsicht 
erst vorbereitet werden niuss. vorläufig noch zur Seite, um die 
Gestaltung der leitenden Axiome bei Newton insoweit durchzugehen, 
als hierin etwas Eigenthürnliches hervortritt. 

Wie schon gesagt, geht den drei Büchern des Newtonseben 
Hauptwerks ein Inbegriff einleitender Präliminarien voran, die mau 
mit den Prota des Euklides eiuigermaassen vergleichen könnte. 
Sie bestehen in Definitionen und Bewegungsaxiomen (axiomata sive 
leges motus). Jedoch würde man, wie gleich unser erster principieller 
Fall zeigen wird, fehlgreifen, wenn man sich ausschliesslich an 
diese Zusammenstellung binden und die Grundbegriffe nicht auch 
anderwärts aufsuchen wollte. Diejenige von allen Conceptionen, 
welche den Platz an der Spitze wohl am ehesten in Anspruch 
nehmen könnte, muss z. B. schon in Lemma X des ersten Buchs 
aufgesucht werden, welches besagt, dass eine Kraft, auch wenn 
sie nicht constant ist, im Anfange Bäume hervorbringt, die den 
Zeiten quadratisch proportional sind. 

Die Galileisehe Schwere war eine durchaus constante Kraft 
gewesen, und mit den Fallgesetzen war überhaupt die allgemeine 
Wirkungsform einer eoustauten Kraft festgestellt. Diese Wirkungs- 
form bestand in der Hervorbringung von Räumen, die den Qua- 
draten der Zeiten proportional sind oder, wenn man die Wirkimgen 
in ihren einfachen Elementen betrachtet, in nichts weiter als in 
der Frtheilung von Geschwindigkeiten nach Verhältnis« der Wir- 
kungszeit. Die constante Kraft war also nach der Geschwindigkeit 
zu messen, die sie in einer beliebigen Zeiteinheit dem Beweglichen 
ertheilte. Galilei selbst k.uti noch nicht in den Fall, die Kräfte 
mit Rücksicht auf die Materie anders als in statischen Beziehungen 
vergleichen und messen zu müssen. In seiner eignen Dynamik 
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blieben die von den Mengen der Materie herrührenden Verschieden- 
heiten der Kräftewirkung gleichgültig. Seine Sätze über die 
Gleichheit der Kraft des Ansteigens zu der Fallhöhe mit der 
durch den Fall erlangten Kraftgrösse bezogen sich stets auf den- 
selben Körper von unbestimmter und gleichgültiger Masse. Nur 
iu den statischen Beziehungen an den einfachen Maschinen oder 
bei den Flüssigkeiten trat der Grundsatz hervor, dass die beiden 
Factoren der Kraftgrösse die Menge der Materie und die Ge- 
schwindigkeit seien. Diese später technisch als Quantität der 
Bewegung bezeichnete Grösse, die besonders von Cartesius ins 
Auge gefasst worden war, spielte bis auf Huyghens Untersuchungen 
über das Oscillationscentrum die Rolle eines Begriffs, welcher nur 
in nicht eigentlich dynamischen Beziehungen eine Anwendung er- 
fuhr. Am sichtbarsten Hess erst die Behandlung der Stossgesetze 
die Notwendigkeit hervortreten, die specifisch dynamischen Kräfte 
in ihrer Wirkung auf verschiedene Massen zu veranschlagen. So 
entwickelte sich die Vorstellung, dass eine constaute Kraft durch 
die Geschwindigkeit gemessen werde, welche sie in irgend einer 
Zeiteinheit irgend einer Masseneinheit ertheile. Bis zu diesem 
Punkt hatte daher Newton nur die bereits entwickelten Vor- 
stellungen aufzunehmen und iu abgesonderter Form für das jetzt 
erst erschlossene Feld von Anwendungen zu fixiren. Seine 
sogenannte vis motrix ist nichts als diejenige Tendenz, welche im 
Gleichgewichtsverhältuiss als Gewicht oder Spannung erscheint, 
und sie bedeutet mithin janen elementaren Antrieb, der in seiner 
dauernden Entwicklung die Geschwindigkeiten erzeugt und durch 
die in der Zeiteinheit hervorgebrachte Geschwindigkeit gemessen 
wird. Sie ist das, was man heute in der Mechanik kurzweg Kraft 
nennt, was man von jeder Beharrungsgeschwindigkeit unterscheidet, 
und was auf diese Weise der Summe der Wirkuugsresultate, d. h. 
der Arbeit der Kraft entgegengesetzt werden muss. Allgemeine 
Naturkräfte in ihrer generellen Wirkuugsmöglichkeit sowie über- 
haupt alle Kräfte, insofern sie im Hinblick auf den allgemeinen 
Grund ihrer besondern Wirknngsgrösseii gedacht werden, können 
nicht anders gekennzeichnet, bestimmt und gemessen werden, als 
indem man ihre einfachste Wirkuugsform und Wirkungsgrösse 
nach dem Ablauf einer Zeiteinheit als Maass setzt. Die der Zeit 
proportionale Erzeuguug von Geschwindigkeiten ist hier diesß 
einfache Wirkungsart. Bei dieser Betrachtung ist es bis anf 
Lagrange und auch bis auf den heutigen Tag verblieben, und die 
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Streitigkeiten über die Schätzungsart der Kräfte berührten eigent- 
lich gar nicht die Kräfte in ihrer allgemeinen Form, sondern nur 
die Vergleichlingsart der besondern Wirkungsgrössen. 

Was uns hier interessirt, ist auch noch gar nicht die letztere 
Controverse, sondern greift tiefer, indem vor allen Dingen die 
Grundfrage zu beantworten ist, wie man sich den nicht constanten 
Kräften gegenüber verhalten solle. Newton hat die Antwort 
hierauf, die über den Galileischen Gesichtspunkt entschieden hinaus- 
trug, in dem schon erwähnten 10. Lemma des 1. Buchs gegeben, 
während es sich in der That nicht um eine aus einem fremden 
Gebiet entnommene Hülfseinsicht, also nicht um einen Lehnsatz, 
sondern um eine Idee handelte, welche zur Sicherung aller Natur- 
mechanik ati die Spitze treten muss, da die Naturkräfte der Kegel 
nach nicht constant, sondern nach Maassgabe der Positionen ihrer 
Angriffspunkte oder überhaupt der räumlichen Verhältnisse eine 
nothwendige Veränderung erfahren. Was Galilei für ein annähernd 
constantes Verhalten als Wirkungsform der Kraft festgestellt hatte, 
musste nun auch für das veränderliche Verhalten untersucht 
werden. Die quantitative Auffassung der Kräfte musste solange 
bedenklich geuirt bleiben, als man nicht einen von der Veränder- 
lichkeit derselben unabhängigen Begriff ihrer Wirkungsart und 
Messbarkeit gesichert hatte. 

87. Der letzte Grund, die mit der Distanz veränderlichen 
Kräfte zunächst genau so aufzufassen, als wären sie constant, liegt 
in der Stetigkeit ihrer Grössenveränderung. Keine Naturkraft, mit 
der man operirt, wird in irgend einem Augenblick als etwa erst 
entstehend, d. h. von Null anfangend gedacht, sondern hat in 
jedem strengen Zeitpunkt bereits eine bestimmte oder, wie man 
gewöhnlich sagt, endliche Grösse. Dieser gegebenen Grösse gegen- 
über muss sich nun jede Veränderimg, die in der Kraft selbst 
statthaben soll, erst zeitlich entwickeln. Sie muss durch Hinzu - 
fügung von Grössen erfolgen, die jede beliebige Stufe repräsentiren, 
die man nach Null annehmen mag. Setzt man also das Zeit- 
theilchen, während die Kraft wirkt, unbeschränkt klein, so wird 
auch die Abweichung von der Constauz unbeschränkt klein ge- 
nommen werden können. Der constante endliche Bestandteil der 
Kraft wird allein erheblich und maassgebend sein. Man wird von 
der Veränderung der Kraft innerhalb des Zeitth eilchens ebenso 
absehen können, wie man von der Richtungsveränderung in einem 
unbegrenzt kleinen Curvenelement abstrahirt. Die Wirkungsart 
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der Kraft in Rücksicht auf die Proportionalität der Geschwindig- 
keiten mit der Zeit wird innerhalb des Zeitelements mit unbe- 
grenzter Approximation vorhanden sein, oder es wird, wie man 
sich gewöhnlich ausdrückt, jede noch so veränderliche Kraft 
während eines Augenblicks so behandelt werden können, als wenn 
sie innerhalb dieses Zeittheilcheus eonstant wäre. Diese Möglich- 
keit wird nun das Fundament für die gewöhnliche Maassbestimmung. 
Die Wirkungsart, d. h. die Proportion zwischen Zeitverlauf und 
ertheilter Geschwindigkeit, ist an dem beliebig kleinen Zeittheilchen 
ebensogut wie an jeder andern Zeitausdehnung ersichtlich. Man 
kann sich dieses kleine Theilchen wiederum beliebig zerlegt denken: 
man kann es als Repräsentanten einer Fallzeit oder sonst eines 
Effects denken, ja mau könnte, wenn es nöthig wäre, in ihm eine 
ganze Welt von Mannigfaltigkeiten vor sich gehen lassen. Hier 
ist es jedoch für uns nur der Vertreter der coustanten Wirkung 
einer nicht coustanten Kraft. Wir können daher aus ihm un- 
mittelbar die Wirkung ableiten, die erfolgen würde, wenn die 
Kraft während eiuer ganzen Zeiteinheit derartig eonstant wirkte, 
wie sie innerhalb dieses Theilchens als eonstant wirksam voraus- 
gesetzt ist. Hieraus folgt denn auch der Newtonsche Satz, dass 
für den „Anfang" die den Zeiten quadratisch proportionalen Räume 
erzeugt werden, oder mit andern Worten, dass die Galileische 
Wirkungsform für die erste Entwicklung jeder Kraft gültig ist. 

Will man die Kräfte mit einander vergleichen, so hat ein 
solches Unternehmen, sobald es sich um allgemeine Ursachen und 
nicht um besondere Specialwirkungen während verschiedener Zeiten 
unter besondern Umständen handelt, nur dann einen Sinn, wenn 
die Kräfte aus einem gewissen Gesichtspunkt als gleichartig er- 
scheinen. Man wird daher die nicht coustanten Kräfte in irgend 
einer Position gleichsam fixiren müssen, um sie überhaupt mit 
constanten Kräften vergleichen und messen zu können. Nur auf 
diese Weise wird man sie unter das Schema der gewöhnlichen 
Wirkungsform bringen und sie unter den allgemeinen dynamischen 
Kraftbegriff überhaupt erst subsumireu. Die kunstmässige Ab- 
struetion, die hierin liegt, wird sofort ersichtlich, wenn mau ver- 
suchsweise hngirt, dass man sich einer sehr grossen Zeiteinheit, 
z, Ii. des Tages anstatt der Secunde für die Angabe des Maasses 
der Schwerkraft auf der Erde bedienen wollte. An einem solchen 
Beispiel zeigt sich, was die für conutante uud uicht constaule 
Kräfte gemeinsame Schätzung nach der Beschleimigungsgrösse zu 



bedeuten habe. Diese Messungsart ist mit der stillschweigenden 
Bediugung behaftet, dass es sich gar nicht um die Messung oder 
Bestimmung der allgemeinen Kraft in ihrer Totalität, sondern nur 
um ihre Grösse in einer bestimmten Position handeln solle. Streng 
genommen ist es daher nicht die Naturkraft überhaupt, sondern 
die Kraft an einem bestimmten Ort, was Gegenstand der gewöhn- 
lichen Schätzungsart wird. Nichtsdestoweniger sind diese Be- 
stimmungen der Klüfte ganz exact, sobald man nur immer ein- 
gedenk bleibt, dass ihrer Kennzeichnung durch die in der Zeit- 
einheit ertheilte Geschwindigkeit, der Wirkungsort in seiner räum- 
lichen Bestimmtheit stillschweigend als nähere Voraussetzung zu 
Grunde lieg!. Für unbegrenzte Approximationen ist dieser Wirkuugs- 
ort ein unbegrenzt kleiner Raum: für Approximationen von einem 
bestimmten Grade der Genauigkeit bestimm! sich auch die Weite 
der Umgebung, in welcher die Constanz angenommen werden kann, 
in einer entsprechend begrenzten Weise. Streng und ohne Approxi- 
mation würde der Wirkungsort nur als ausdehnungsloser Punkt 
gedacht werden können. In diesem Falle wurde aber die Vor- 
stellung von einer Entwicklung verschwinden und nur der gleichsam 
diesseits der Grenze der Entwicklung belegene und jeder Bewegung 
vorangehende Antrieb der Kraft als Gegenstand der gemeinsamen 
Messung für constante und veränderliche Aetionsursachen übrig 
bleiben. In der That ist es auch dieser Antrieb, für den die 
Constanz oder Veränderlichkeit ganz gleichgültig ist, und auf dessen 
Grösse nbestimmnng es streng genommen einzig und allein ankommt. 
Dieser Antrieb beisst z. B. aus dem einen Gesichtspunkt, Gewicht, 
aus dem andern bewegende Kraft. Die schon erwähnte vis motrix 
Newtons ist nichts Anderes, und was die Mechanik als Kraft be- 
zeichnet und im Dividendns als zweites Differential des von der 
Zeit abhängigen Baumes ausdrückt, repräsentirt grade diesen An- 
trieb. Das Differential der Geschwindigkeit, in Beziehung auf die 
Zeit, welches ebenfalls nur ein anderer Ausdruck für dieselbe 
Sache ist, zeigt dies noch deutlicher. Im ersteren Fall ist das 
Quadrat des Zeitelements, im letzteren das Zeitelement selbst die 
Dauer, durch welche das Raumelement dividirt werden muss. So 
entstehen die Differentialcoefficienten oder abgeleiteten Functionen, 
welche bei strenger Ablösung von jedem infinitesimalen Element 
jenen Antrieb selbst messen und in Beziehung auf bestimmte Zeit- 
und Kaumeinheiten diejenige Wirksamkeit ausdrücken, die er haben 
würde, wenn er in der strengsten Unveränderlichkeit zur Be- 



thätigimg gelangte. Diese strenge Unveränderlichkeit hat aber 
nur für die Buhe statt und ausserdem noch für den dauerlosen 
Moment, in welchem man eine gegenseitige Beziehung verschiedener 
Klüfte ähnlich dem Gleichgewicht denken mag, einen exaet zu- 
treffenden Siim. Mehr ist aber für die Vergleichung und Messung 
auch gar nicht erforderlich, und es begreift sich, dass die 
Newtonsche Vorstellung von der Wirkung im „Anfang" einerseits 
eine Approximation und andererseits die Veran^clumlichung eines 
in aller Strenge bestehenden Verhältnisses punktueller Art sei, 

88. Nicht blos in der Gravitationsmechanik, sondern auch 
überall sonst in der Natur hat man es mit Kräften zu thun, deren 
Wesen darin besteht, sich mit der Entfernung der auf einander 
wirkenden Massen zu ändern. Dieser Umstand berührt aber die 
Galileische Entwicklungsform insofern nicht, als die letztere das 
Schema ist, die unmittelbar von der Zeitdauer abhängigen An- 
sammlungen der Geschwindigkeiten darzustellen. Diese Ansamm- 
lung beruht aber auf dem ßeharruugsgesetz, und es ist daher nur 
das letztere in Verbindung mit den aufeinanderfolgenden als gleich 
vorausgesetzten Antrieben der Kraft zur Darstellung gebracht. 
Aendern sich diese Antriebe mit der Entfernung, so wird die all- 
gemeine Form der von der Zeit abhängigen Entwicklung nicht 
unbrauchbar, sondern ist nur durch eine zweite Variabilität, welche 
den sonst constanten Kraftfaetor selbst betrifft, zu modifieiren. 
Die Vernachlässigung dieser zweiten Variabilität in der Galileischen 
Schwere macht die Formeln für die letztere sehr einfach, während 
schon der Fall aus kosmischen Höhen eine weniger einfache Ge- 
stalt ergiebt. Die ßewegungsverändenmgen im Planetensystem 
sind aber nur besondere Gestaltungen des Falles aus kosmischen 
Höhen, verbunden mit einer seitlichen Geschwindigkeit, welche 
diesem Fallen nur einen bestimmten Spielraum verstattet und eine 
gleichsam pendulireude Keproductiou von Fallen und Aufsteigen 
verursacht. Innerhalb dieses Spielraums variirt nun die Kraft mit 
dem Quadrat der Entfernung, und man sieht Heraus deutlich," 
dass nur die einfachsten, gleichsam statischen Probleme der 
Gravitationsmechanik mit den gewöhnlichen Vorstellungen von 
verschiedenen Kräften, die jede für ihren Ort constant ist, aufzu- 
lösen waren. Mit solchen discreten Fixirungen constanter Kräfte, 
denen zufolge man die Schwere je nach dem Ort als eine isolifte 
selbständige Kraft mit einer eigenthümlicheu Wirkungsgrösse für 
die Zeiteinheit auffasst, liess sich aber schon Vielerlei ausmache 



und waren z. B. schon die Schlüsse auf die Massen von Körpern 
des Sonnensystems ausführbar. Die Gewichte derselben Menge 
von Materie konnten nach Verschiedenheit der Lage mit einander 
verglichen werden, und der durch den Hinblick auf die gewöhn- 
liche nicht weiter unterschiedene Erdschwere beschränkte Begriff 
des Gewichts erweiterte sich unter Newtons Händen zu einer all- 
gemeinen kosmisch gültigen Idee von der Ponderation nach Maass- 
gabe der Masse und des jedesmaligen Kraftfactors. Dieser er- 
weiterte Begriff ist derjenige, den wir heute sehr einfach durch 
die Formel p = mj ausdrücken können, wo p das Gewicht, m die 
Masse und j die Beschleunigung bezeichnet. Für die Verhält- 
nisse an der Oberfläche der Erde verwandelt sich diese Formel in 
P - mg, wo P das Gewicht an der Oberfläche und g die Be- 
schleunigung ebendaselbst, d. h. die während der Secunde ertheil- 
bare Geschwindigkeit repräsentirt. Ob man den Fallraum der 
ersten Secunde oder die stets das Doppelte desselben betragende 
Endgeschwindigkeit nimmt, ist nicht wesentlich. Doch entspricht 
es einer rationellen Uebereinstinmmng in der Vorstellungsart, den 
Geschwindigkeitszuwachs während einer Secunde zu wählen. 
Andernfalls würde man in eine Gedankenreibe eintreten, die der 
seit Galilei herrschenden Vorstellungsart nicht entspricht, und die 
erst vollständig consequent werden kann, wenn man überall und 
durchgängig statt des Geschwindigkeitszuwachses die Arbeit der 
Kraft, also als deren Einheit den während einer Secunde hervor- 
gebrachten Baum zum Anknüpfungspunkt der Vergleichungen und 
Messungen macht. 

Die Masse oder, mit andern Worten, die Menge der Materie 
ist zwar als Begriff ganz selbständig, aber in ihrer kosmischen 
Bestimmung etwas zunächst Unbekanntes, worauf aus der Grösse 
der Kraft geschlossen wird. In der wahrnehmbaren Wirkung kennt 
man nur den einen Factor, indem man z. B. weiss, welche Fall- 
beweguug eine relativ nicht grosse Masse in einem bestimmten 
Abstände von der Sonne oder von der Erde oder von einem andern 
Planeten annehmen muss. Man weiss dies aus der Beobachtung 
der Planeten und Trabanten selbst, und man kennt auch bis jetzt 
keinen andern Weg, diese absoluten Grössen der Antriebe festzu- 
stellen. Hat man sie einmal für die bestimmten Positionen und 
Massenverhältnisse, so kann man sie für alle möglichen Lagen 
nach dem allgemeinen Gesetz berechnen. Hierauf beruhen die 
Schlüsse, welche auf Grundlage der phoronomischen Phänomene 



eine Bestimmung der Massen ergeben, in welcher irgend eine be- 
kannte Masseneinlieit auf der Erde den Ausgangspunkt bildet. 
Auf diese Weise hat mau Planeten und Sonne so zu sagen ge- 
wogen. Das für die Principien Interessante ist zunächst nicht die 
übrigens sehr einfache Methode selbst, sondern der leitende Grund- 
begriff des Verhältnisses von Masse und Gewicht. Die Masse hat 
ihr besonderes Gewicht nur, insofern sie. einem bestimmten B<>- 
w egu ngs f act or unterliegt. 

Setzt man nun gleiche Masseneiuheiten mit verschiedenen 
Kraftfactoren, Bewegungsantrieben, Gewichten, oder wie man sonst 
die Affection bezeichnen will, bei gleichen Abständen von defl 
Mittelpunkten der anziehenden Körper voraus, so rührt ihr ver- 
schiedenes Gewicht oder, was auf dasselbe hinauskommt, die ver- 
schiedene Beschleunigung, die sie im freien Fall erfahren würden, 
nicht von ihnen selbst und von der Distanz. . sondern von der 
Massenverschiedenheit der Körper her, gegen welche sie gravitiren, 
Ihr verschiedenes Ponderiren wird aus der verschiedenen Be- 
schleunigung erkannt, welche sie erfahren würden, wenn die an- 
ziehende Kraft, d. h. ihr Antrieb, constant. bliebe. Dieser Antrieb 
ist ein Produet zweier Faetoren mj. neun man ihn in seiner 
Wirkung auf die gleichen Massen betrachtet. Fasst man ilm 
aber in seinen Ursachen auf, so werden mj und mj' als die Er- 
gebnisse der Massenverschiedenheit der anziehenden Körper er- 
scheinen, da ja die Entfernungen, in denen sie wirken, gleich sind. 
Die. verschiedenen Antriebe, die sie auf die gleiche Masseneinheit 
bei gleicher Entfernung ertheileu , müssen sich daher wie ihr* 5 
eignen Massen verhalten. So wird die Intensität der Kraftübung, 
d. h. die Hervorbringung der Beschleunigungen in gleicher Ent 
feruung, das Maass der Massen und überhaupt die Form, in 
welcher sich das Dasein der Quantität der Materie in ihren Ver> 
schiedenheiten offenbart ' ). So kann man denn sagen, es sei der 
Begriff des Gewichts einer Masse wesentlich erst durch eine 
andere anziehende Masse gegeben, und der Körper habe das Ge- 
wicht nicht aus sich selbst, sondern durch die. an ihm wirkend'' 
Kraft eines andern Körpers. Dies klingt paradox, ist es aber nur 
solange, als man nicht die einseitige Gewöhnung der Vorstellung 
überwindet, vermöge deren man die Frsaehe fies Gewichts aus- 
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schliesslich in dem betrachteten Körper selbst sucht. Jedes 
Theilchen desselben wiegt nach Maassgabe der Masse des an- 
ziehenden Körpers und Em Quadrat der Nähe desselben. Der 
ganze betrachtete Körper wiegt aber nach Proportion seiner eignen 
Materie. Es nmltipliciren sich also die beiderseitigen Massen und 
sind, wenn sie durch die Quadrate der Entfernungen dividirt 
werden, für die jedesmaligen Distanzen der Ausdruck der Ge- 
wichtsgrösse. 

80. Die Proportionalität der Kraft mit den Mengen der 
Materie, welche in einer Anziehung im Spiele sind, ist eine Vor- 
aussetzung, die der Analogie der gewöhnlichen Mechanik ent- 
spricht, für jede bewegende Kraft gültig ist und sieb für das 
kosmische Gebiet auch durch die speciollen (.'onseqnenzeii, nament- 
lich aber durch die Stöiiuigsrechnungen bewahrheitet. Der tiefen- 
und zwingendere Grund liegt jedoch in der Ableitung der gewöhn- 
lichen mechanischen Grundsätze seihst, indem die Materie als 
Träger von Geschwindigkeiten oder Kräften die bewegenden 
Facto reri unter übrigens gleichen l T m ständen nach Maassgabe ihrer 
Menge enthalten und repräsentiren muss. Der Begriff der 
Quantität der Matetie ist aber von der Vorstellung ganz unab- 
hängig, die man sich von der Materie selbst machen möge; denn 
man kann dasselbe Ktwas, noch einmal und überhaupt verviel- 
fältigt oder gehäuft denken und auf diese Weise es selbst sammt 
seinen Gonsequenzen multipliciren, ohne sich um die genauere 
Verfassung dieses Etwas zu kümmern. Letzteres ist ganz im 
Sinne Newtons gedacht, der nach irgend welchen Merkmalen die 
völligp Einerleiheit der Hinzufügung hestimmf und z. B. zwei in 
allen Beziehungen gleiche Körper, sobald er sie in irgend einer 
Form vereinigt vorstellt, auch als die doppelte Masse ansieht. 
Hiedurch ist klar, dass der Begriff der Masse oder der Quantität 
der Materie etwas durchaus Selbständiges L&i und nicht etwa 
erst aus der Mechanik selbst als correlativ zu den Kraft- 
etscheinungen eoneipirt wird. Bestimmt werden die Massen aller- 
dings aus den Kräften oder vielmehr aus deren Erscheinungen, 
wo kein anderer unmittelbarer Schluss möglich ist; gefasst wird 
aber der Begriff der Masse schon vorher, und es würde auch 
ohne diese vorgängige Gonception jene Bestimmung gar nicht 
denkbar sein. 

Auf die Erörterung des Begriffs der Masse müssen wir die 
Newtonsche Vorstellung von einer Trägheitskraft .vis inertiaej 
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folgen lassen, indem wir dabei an das erinnern, was über das unzweifel- 
hafte Gesetz der Beharrung oder, mit andern Worten, über die 
Galiloische Trägheit unzweifelhaft feststellt, in der dritten Definition 
und deren Erläuterung wird gesagt, dass eiue gewisse Auffassung 
der eigentlichen Trägheit eine in der Masse befindliche Kraft 
(vis insita) ergebe, die mit dem „höchst bezeichnenden Namen" 
Trägheitskraft belegt werden könne. Sie bestehe in der Macht 
zum Widerstaude oder zur Ifeberwindung eines Widerstandes, je 
nachdem man den Gesichtspunkt wähle uud an eine ruhende oder 
bewegte Masse denke, lu beiden Fällen ist sie die Gewalt, mit 
welcher der Zustand des Körpers gegen eine Hemmung behauptet 
wird. Man sieht deutlich, dass hier Newton keineswegs eine 
fälsche Trägheitskraft einführt; denn obwohl er die Trägheitskraft 
von der Trägheit unterscheidet, so ist doch erstere nur die Keaction, 
welche entsteht, wenn der bisherige beharrende und sich selbst 
gleiche Zustand der Ruhe oder Bewegung durch eine fremde 
Action unterbrochen wird. Das blosse Sichgleichbleiben des Zu- 
standes ist natürlich keine Kraft: denn nur die Veränderung als 
solche erfordert eine Ursache. Dagegen ist aber das, was sich 
gleich bleibt, nämlich die Fixirung einer Masse an einem 
Ort oder die Existenz einer gewissen Geschwindigkeit derselben 
ein Grund für die eventuelle Kraftentwiclriuug in Folge derKeaction 
gegen eine fremde Einwirkung. Auch eine ruhende Masse, die 
vnn gar keinen ihr fremden Kräften afficirt gedacht wird, setzt 
der Fortbewegung oder überhaupt der Ertheilung einer Geschwindig- 
keit eiueu mit der Menge der Materie zunehmenden Widerstand 
entgegen. Immerhin mag es aber überflüssig sein, noch einen 
besoudern Kuustausdruck da beizubehalten und Missverständnisse 
zu erzeugen, wo man einerseits mit der Vorstellung der Be- 
harrung und andererseits mit dem Gesetz von Action und Reaction 
vollkommen auskommt. In dem einen Fall ist die von Newton 
gemeinte innere Kraft sogar sichtbar genug der punktuelle Antrieb 
zu dem, was als lebendige Kraft und als gleichsam in dem Körper 
aufgehäuft nach und nach zur Entwicklung gegen den Widerstand 
gelangt und sich so in Arbeit umsetzt. Doch wollen wir hier 
die fremden für Newton noch gar nicht vorhandenen Begriffe der 
lebendigen Kraft und der Arbeit nur zur Erläuterung berührt 
haben. Die Sachen kannte er allerdings; aber die unterschiedenen 
und principiell hervorgehobenen Vorstellungsarten nebst den zu- 
gehörigen Namen fehlten ihm. 
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Das dritte Bewegungsaxioni spricht die Gleichheit und Ent- 
gegeugesetztheit von Action und Reaction aus. Diese grund- 
sätzliche Voraussetzung ist für den Fall des Gleichgewichts obne 
Weiteres klar: Druck und Gegendruck, Zug und Gegenzug ent- 
sprechen sich hier in allen Beziehungen. Es gilt das axiomatische 
Beweguugsgesetz aber auch für den viel weiter reichenden Hauptfall 
der Veränderung in den gegenseitigen Beziehungen der Körper. 
Die Zustandsänderung ist nach beiden Richtungen gleich: der 
Wirkung entspricht eine gleich grosse Gegenwirkung, und dies wird 
auch sofort deutlich, wenn man nur den Gesichtspunkt der Auf- 
fassung des Vorgangs richtig wählt. Indem sich die Action ent- 
wickelt, erwächst auch gleicher Weise die Keaetiou in ihren 
einzelnen Elementen-. Der Einwirkung entspricht als Cörrelat der 
Widerstand, und es sind bei der gegenseitigen Action von zwei 
Massen, auch wenn die eine ruht, zwei Thätigkeiten zu sondern. 
Durch die eine ändert der Körper A den Bewegungszustand des 
Körpers B und durch die andere ändert der Körper B den Zustand 
von A. Diese beiden Ziistandsäuderiuigen müssen nach dem Priueip 
einander gleich sein, und es ist nicht blos das momentane und 
gleichsam statische Verhältniss, welches hiebei in Betracht kommt. 
Newton versteht den Grundsatz in diesem weitereu Sinne und 
bemerkt zur Vermeidung von Missverständnissen, dass natürlich 
nicht die Veränderungen in den blossen Geschwindigkeiten, sondern 
nur die sogenannten Bewegungsmengen, d. h. die Producte der 
Massen und Geschwindigkeiten gleich sein können. In der That 
ist ja auch der Bewegungszustand nur im Hinblick auf die zwei 
Factoren, Masse und Geschwindigkeit, zu denken, uud für die 
Allgemeinheit der Auffassung muss liierunter auch der Zustand 
der Ruhe subsumirt werden, wo der eine Factor, die Geschwindig- 
keit, gleich Null ist, dennoch aber der andere Factor, die Masse, 
in der Reaction zur Geltung kommt. Der ruhende Körper ändert 
den Bewegungszustand des andern um soviel, als der seinige ge- 
ändert wird. Er subtrahirt ihm soviel Bewegungsmenge, als er 
selbst addirt erhält. Die beiderseitigen Zustände müssen sich 
hienach in jedem Punkt des Wirkungsstadiums bestimmen lassen. 
Nimmt man mit Newton die Gleichheit der Action und Reaction 
nicht blos für den Moment und den gleichsam statischen Wider- 
stand, sondern für eine endliche Dauer oder für eine ganze Ent- 
wicklung der Wirkungen, und bedenkt mau, dass hiebei still- 
schweigend das Gesetz der Beharrung und Ansammlung der einmal 



erteilten Geschwittdiglreiteii zu Grüitäe liegt, so zeigt sich die 
Tragweite 1 des Axioms. In diesem Sinne ist es nämlich, genauer 
betrachtet, nichts Geringeres, als ein allgemeines Gesetz der 
üebertraguug der Bewegungsineiige oder Kraft, und es sehliesst 
bereits eine Vorstellung von der Art ein, wie sich die Hewegnngs- 
grösse, d. Ii. das Product von Masse und Geschwindigkeit in dem 
Kräftespiel erhält. Diese Erhaltung findet, mit Rücksicht auf das 
Vorzeichen, d. h. als algebraische Summe statt. Alter dieser 
Satz ist auch nur eine Folge der prineipielloren Vorstellung, wonach, 
absolut genommen, die reactive Bewegungsmonge der activen 
gleich ist, und wonach mau die letztere auch im Sinne und Vor- 
zeichen als auf den reagirenden Körper übertragen denken inuss. 
Im I'unkte des Vorzeichens halte der Irrthnm des Cartesius vou 
der Erhaltung derselben Bewegungsgrösse in dem Gesammtvorgaug 
gelegen. Im Newtonscheii Axiom liegt dagegen das Fundament, 
zutreffender Vorstellungen von der Erhaltung der Kräfte. 

Um keine zu spocielle Vorstellung von dem Axiom zu hegM, 
mxiss man hei ihm nicht blos au das Heispiel des Zuges oder 
Stosses irgendwie verbundener Körper denken, sondern auch mit 
Newton die freie Attractiou ins Auge fassen. In diesem letztem 
Fall ist die reactive Anziehung der activen gleich und entgegen- 
gesetzt. Betrachtet man also nur zwei Körper, so wiegt der 
kleinste gegen den grÖssten ebensoviel, als dieser gegen jenen. 
Was von dem Gewicht oder dem bewegenden Antrieb gilt, trifft 
nothwendigerweise, wie es dem Axiom gemäss ist, auch für die 
ßewegungsentwicldmig zu. Die kleine Masse bewegt sich schnell, 
die grosse langsam und vielleiehl kaum bemerkbar; aber jeder 
Bewegungsgrösse auf der einen Seite entspricht eine gleiche und 
entgegengesetzte auf der andern. 

00. An der Spitze des dritten, über das Weltsystem 
handelnden Buchs stellt Newton einige Forschungsregeln (regulae 
philosophandi) auf, die für uns jedoch weiter kein Interesse 
haben, als dass sie uns das grundsätzlich inductive Verhalten 
seiner Denkweise noch besonders aussprechen. So wird z. B. bei 
der Verallgemeinerung der Eigenschaften der Naturdinge Behut- 
samkeit empfohlen. Die erste Kegel fordert, dass nur die zur 
Erklärung nöthigen Ursachen zugelassen werden. Bei der dritten 
Regel wird z. B. die Trägheitskraft als etwas erwähnt, worauf 
mau ebenso wie auf die durchgängige Beweglichkeit der Körper 
schliesse, 



Hienaeh kann man annehmen, dass Newton die mechanischen 
Axiome als allgemeine Rrfahrnngstliatsacheu angesehen habe. 
Die Art, wie er in seinen Präliminarien die von uns bei ihm noch 
nicht erörterten älteren Principien behandelt, bekundet überhaupt 
nicht die Absicht, zwischen Erfahrung und blosser Denknotliwendig- 
keit principiell zu unterscheiden. Constatiren wir jedoch sein 
Verhältniss zu den älteren Principien. Das Parallelogramm der 
Kräfte wird im ersten Corollar zum dritten Gesetz veranschaulicht 
und im zweiten Corollar die Zerlegung und Zusammensetzung der 
Kräfte als Basis der ganzen Mechanik bezeichnet. Jedoch erinnern 
wir an das, was wir (Nr. 64) bei der Behandlung Varignons, der 
in demselben Jahre 1687 auf das Princip und dessen Anwendungen 
weit mehr Nachdruck legte, auseinandergesetzt haben. Newton 
behandelte das Princip fast wie etwas Herkömmliches, und trotz 
seiner Aeusserung über die Basis der Mechanik als etwas Neben- 
sächliches. Dies erklärt sich wohl daraus, dass er mehr die 
Dynamik als die Statik im Auge hatte und das Gesetz noch vor- 
herrschend im Hinblick auf die Zusammensetzung der Bewegungen 
auffasste. Uebrigens beruft er sich bei der Erläuterung desselben 
dennoch auf sein zweites Gesetz, demzufolge die Veränderung der 
Bewegung proportional und nach Richtung der bewegenden Kraft 
erfolgt. Auf diese Weise erscheint das Zusammensetzungsprincip 
als eine Combiuation der Beharrung und der hinzutretenden Ab- 
änderung des Bewegungszustaudes, die sich beide mit einander 
vereinigen, ohne dass die eine Affection die andere behinderte. 
Die Stellung in einem Corollar spricht auch schon äusserlich hin- 
reichend deutlich. 

Newton kennt überhaupt nur drei einfache Bewegungsgesetze 
oder Beweguugsaxiome, nämlich das der Beharrung des Be- 
weguugszustantles , dann das der Veränderung dieses Zustande* 
nach Proportion der vis motrix, und endlich das von uns aus- 
führlich behandelte über die Gleichheit von Actiou und Reaetion. 
Im Schlussscholiuiii der Einleitung bemerkt er, die bisherigen 
Principien seien von allen Mechanikern angenommen. Durch die 
zwei ersten Axiome (Beharrung und die Veränderung nach Pro- 
portion der bewegenden Kraft) nebst den zwei ersten Corollarien 
(Zusammensetzung und Zerlegung der Kräfte) habe Galilei fest- 
gestellt, dass sich die Räume wie die Quadrate der Zeiten mr 
halten, sowie dass die Wurfbewegung eine Parabel gel Das dritte 
Axiom von der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung sei 
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bei der Darlegung der Stossgesetze erfordert ich gewesen. Bei den 
Anziehungen erläutere es sieh, wenn mau einen die Bewegung 
hindernden Gegenstand eingeschoben denke, indem alsdaun bei 
einer Mehranziehung nach der einen Seite das ganze System seinen 
Bewegimgszustand ändern müsste, was gegen das erste Axiom 
Verstössen würde. Diese Newtonsche Berufung greift aber offen- 
bar zu weit aus, indem sie das Beharruugsgesetz bereits im Sinne 
des bekannten Satzes der Erhaltung der Schwerpunktsbewegmig 
gebraucht und stillschweigend den Unterschied der innern und der 
äussern Kräfte zu Grunde legt. 

Wir werden daher nicht überrascht sein, wenn wir auch 
sonst manchen Satz unter der Form von elementaren Bestimmungen 
eingeführt finden, der eine andere Stelle und einen besonder]) 
Beweis erfordert hätte. Ein Zeugniss hiefür ist sogar schon di 
Fassung eines Theils der den Beweguugsaxiomen vorausgeschickte 
acht Definitionen. Sie beziehen sich der Reihe nach auf die 
Masse, die Bewegungsgrösse, die Trägheitskraft, die imprimirte 
Kraft (als Gegensatz der Trägheitskraft) und die Centripetalkraft. 
Grade aber bei der letztern wird die Messung derselben nach der 
erzeugten Geschwindigkeit und specieller nach der erzengten Be- 
wegungsgrösse in Gestalt von Definitionen eingeführt, während die 
Berechtigung zu solchen Maassvorstellungen eine besondere Nach 
Weisung erfordert hätte. Ausserdem ist da, wo es sich um dr 
allgemeine Art der Kraftentwicklung handelte, und zwar innerhalb 
der Darlegung der ersten Principien die Species der Centripetal- 
kraft zum Ausgangspunkt genommen. Der Satz von der Be- 
schleunigung als dem Maass der Kräfte hätte in seiner allgemeinen 
Gültigkeit und nicht in der Form einer Definition für das Maass 
der Centripetalkraft hervortreten müssen. 

Trotz der sonst durchdachten systematischen Haltung der 
Newtonsehen Präliminarien mit ihrer Einschränkung auf drei eigent- 
liche Bewegungsaxiome fehlt dennoch viel an einer streng logischen 
Verfassung der ersten Elemente, deren Mangel ja auch noch vo 
Lagrange empfunden wurde und noch gegenwärtig nicht völlig ge- 
hoben ist. Bezeichnend ist bei Newton die beiläufige Anführung 
und Erläuterung, welche gegen Ende des vorher erwähnten Schluss 
scholium der Einleitung das Princip der virtuellen Geschwindig 
keiten erfährt. Wie beim Zusammentreffen im Stoss die Körpe 
gleich viel ausrichteten, weun ihre Geschwindigkeiten sich um 
gekehrt wie die vires iusitae (Trägheitskräfte) verhielten, so hielte 



einander bei der Bewegung der Maschinen diejenigen Agentien die 
Waage (sustinent), deren Geschwindigkeiten, nach der Bestimmung 
der Kräfte geschützt, den letztem umgekehrt proportional wären. 
Es folgen alsdann Hinweisungen auf das Hebelbeispiel u. dgl. 
Nach der Newtonschen Auffassung des virtuellen Princips erscheint 
es also hier durch die Aualogie der Kräfteverhältnisse im Stoss 
erläutert und führt sich hieuach auf deu Grundsatz der Gleichheit 
von Action und Reaction zurück. Zerlegt man nämlich sowohl 
die Action als die Reaction in die Factoreii der Masse und Ge- 
schwindigkeit, so ergiebt sich, dass die Gleichheit entgegengerichteter 
Bestrebungen ein umgekehrtes Verhältniss zwischen den Massen und 
Geschwindigkeiten erfordert. Jedoch ist hiebei das eminent Rigen- 
thümliche des virtuellen Princips nicht zu seinem Recht gelaugt, 
indem der Satz von den virtuellen Geschwindigkeiten specifisch 
für die aus der Systemverfassung und den äussern Bewegungs- 
einschräukungen hervorgehenden Möglichkeiten der relativen Ge- 
schwindigkeitsentwicklungen gelten soll. Aus dem allgemeinern 
Gesichtspunkt aber, aus welchem sieh das virtuelle Princip in den 
allgemeinem Satz verwandelt, dass gleiche Kräfte einander die 
Waage halten, und dass über die Gleichheit der Kräfte überall 
durch die virtuellen Momente entschieden werde, — aus diesem 
abstracteren Gesichtspunkt ist allerdings das Zusammenfallen des 
virtuellen Princips mit der fundamentalen Kräftemessung, die 
auch dem Grundsatz über die Action und Reaction erst seinen 
Sinn giebt, etwas sehr Natürliches, und wir werden später sehen, dass 
es nur aus diesem Grunde einem Lagrauge möglich gewesen ist, 
den Satz von den virtuellen Geschwindigkeiteu zum Ausgangspunkt 
der ganzen Mechanik zu Behüten. 

91. Nachdem wir die Hauptidee der Gravitatiousmechanik 
und das Verhalten zu den elementaren Principieii betrachtet halten, 
müssen wir noch Einiges über die mathematische Methode der 
Behandlung hinzufügeu. Die Theorie der krummlinigen Bewegung 
wurde wesentlich Sache der blosseu Mathematik, sobald einmal 
die Voraussetzung der quadratischen Anziehung in Präge gekommen 
war. Newton hat nun in seinem Hauptwerk wesentlich die 
geometrische oder synthetische Methode gewählt und auf eine 
mehr analytische Entwicklung, die ihm vermöge seines Fluxions- 
calcüls möglich gewesen wäre, absichtlich verzichtet Natürlich 
konnte er das infinitesimale Element der in dieser Richtung ei> 
heblichen Schlüsse nirgend umgehen; denn die geometrische Ein- 
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kleidung und Veranschaulichimg ändert an der Hauptsaciie gai' 
nichts. Der erste Abschnitt des ersten Buchs handelt denn auch 
von den ersten und letzten Verhältnissen, d. h. analytisch geredet, 
von den Grenzen oder Grenz Verhältnissen, die zwischen veränder- 
lichen Grössen im Anfange ihrer Urzeugung oder bei einem be- 
stimmten Zielpunkt ihres Laufs betrachtet werden können. Es 
ist dies also, wie wir sagen würden, eine in geometrischer Dar- 
stellung zu Hülfe genommene Methode der Grenzen, welche den 
fluxionistischen oder differentiellen Operationen entspricht und als 
Surrogat derselben dient. Ausserdem sind aber im zweiten Buch im 
zweiten Lemma die Grundsätze der Fluxioneumethode kurz dar- 
gelegt. Au dieser Stelle werden die Grössen wie durch Bewegimg 
oder Fliessen erzeugt augesehen. Die ausdrücklich nicht als end- 
lich zu setzenden Anwachsungen heissen Momente, und die Ent- 
stehungsprincipien der Verhältnisse dieser Momente, nicht aber 
die letzteren selbst, werden als der eigentliche Gegenstand der 
Untersuchung bezeichnet. An Stelle der Momente, welche Üe 
augenblicklichen Zunahmen repräsentiren. könne man daher auch 
die Geschwindigkeiten des Anwachsens setzen und dieselben mit 
dem Namen der Bewegungsänderungon oder Fluxioiien bezeichnen. 
Man sieht hieraus, welchen innigen Zusammenhang der Fluxious- 
begriff mit den leitenden mechanischen Vorstellungen und Be- 
dürfnissen aufzuweisen und wie natürlich er sich an diese ange- 
schlossen hat. Die Fluxion ist die Geschwindigkeit der Veränderung 
einer stetig veränderlichen Grösse. Die gleichmässige Veränderimg 
einer unabhängigen Variablen mit der Zeit oder, wenn man will, 
diejenige der Zeit selbst ist als gleichförmig zu Grunde gelegt. 
Der berühmte Begriff der Fluxion ist hienach der erste Differential- 
coefficient, bezogen auf die Zeit, die bei jeder Grössenveränderung, 
auch abgesehen von Bewegungserscheinuugen, zur Messung der 
Schnelligkeit oder Langsamkeit dieser Veränderung eingeführt 
werden kann. Es ist dieser abstractere Geschwindigkeitsbegrith 
der mit der Bewegung gar nicht uothwendig zusammengehört, keine 
fremdartige, Idee, welche aus der Analysis fern gehalten werden 
müsste. Um die Art der G-rössenveränderung zu denken, ist diese 
Gesehwindigkeitsvorstellung sogar unentbehrlich. Sie gehört zu 
dem Begriff der Grössenveränderung überhaupt, und nicht erst /" 
dem von verschieden grossen Räumen, die in denselben auf- 
einanderfolgenden Zeittheilen durchlaufen werde». 

Newton giebt nun die Regeln an, nach welchen sich die 



,usamm engesetzten Momente der als Factoren in Producten. Po- 
teuzen u. dgl. verbundenen Gesammtgrössen aus den Momenten 
der Bestandteile bestimmen lassen. Er redet an dieser Stelle 
vorzugsweise vnu Momenten: aber der Sache nach verzeichnet er 
die Grundlinien von dem. was man bei ihm Fluxionscalcül nennt, 
und was er in andern Schriften ausführlicher dargelegt hat. 
Bemerkenswerth ist jedoch noch, dass er die Verbindung einfacher 
(Trossen zu einer zusammengesetzten eine Erzeugung nennt, so 
dass sich also die lebendige und der Natur zugekehrte Vorstellung 
von der HeiTorbringung der (Frössen nicht Mos auf die Ent- 
stehung der einzelnen Grösse, sondern auch auf die Rechnungs- 
operatiouen bezieht. Dies ist übrigens consequent und natürlich: 
denn die Entstehung der Einzelgrösse wird als stetige Addition 
von Elementen gedacht: das Addireu ist aber die Grundform aller 
Operationen und mithin jede lieehnungsoperation nur eine Specific 
ßü'iing dieser ßrzengungs- oder Veränderungsart. 

Diese letztere Bemerkung ist einem Werk gegenüber nicht 
überflüssig, Welches sich als die mathematischen Principien der 
Naturphilosophie betitelt. Newtons mathematische Anschauungen 
und Naturvorstelluugen sind einander in der Form verwandt. Mau 
sieht deutlich, dass die erstem dazu ausgebildet worden sind, um 
den Bedürfnissen der letztem zu entsprechen. Diese Ueberein- 
stiinmuiig ist ein grosser Vorzug, indem sie Stoff und Form 
einander unterstützen lässt. Noch viel deutlicher wäre diese 
Zusammengehörigkeit hervorgetreten, wenn nicht die Gewohnheiten 
der geometrischen und logisch synthetischen Darstellungsart die 
innere natürliche Entwicklung der Wahrheiten eiuigermaasseu ver- 
deckt hätten. Galilei liebte die genetische entwickelnde Methode 
als solche. Newton hat sein System mehr in starrer Form hingestellt 
und sich kaum in den Scholien gelegentlich zu einigen eigentlich 
entwickelnden Wendungen herbeigelassen. Dies ist kein Vortheil 
für die Zugäiiglichkeit seines Werks. Ms sind gleichsam Rück- 
f'onstruct.ionen des Ganges der Auffindung und Entwicklung uöthig, 
die erst nach einem tiefem Studium gelingen können. Eine Probe 
von dieser Notwendigkeit haben wir schon in den Präliminarien 
angetroffen, wo doch die fragliche Nöthigung die verhältnissmässig 
geringste ist. Im weitern Verlauf des Buches wird das an sich fast 
unvermeidlich schwerfällige Gerüst geometrischer Beweisführungen 
zur Hemmung des leichtern Eindringens- Man sieht, dass die 
Vermeidung der letzten Stufe der Abstraction, nämlich der mehr 
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analytischen Behandlung, die Darstellung wohl anscheinend zugäng- 
licher, aher in Wahrheit weniger einfach geratheu lässt. Huyghens 
hatte noch keine analytischen Hülfsmittel zur Verfügung und hat 
in der geometrischen Eleganz das Aeusserste geleistet; Newton 
bewegte sich auf der Scheidelinie, bei welcher die Geometrie der 
Analysis, zum grössten Theil in Folge seiner eignen Verdienste 
um die letztere, Platz machen sollte, und dennoch hat er selbst 
für sein fundamentales Werk der möglichsten Annäherung an die 
ältere Darstellungsform den Vorzug gegeben. Fast genau ein 
Jahrhundert nach dem ersten Erscheinen der Newtonschen Principien 
konnte eine analytische Durcharbeitung der Mechanik erscheinen, 
in welcher geometrische Figuren grundsätzlich ausgeschlossen 
waren. Diese reine Formularmechanik von Lagrange, die alle 
mechanischen Sätze aus einer einzigen Formel herausspann, ist 
nur die einfache Folge der Entwicklungen gewesen, die sich schon 
unmittelbar nach Newton, ja zu einem grossen Theil schon während 
seines Lebens zu vollziehen anfingen. Um so coutrastirender steht 
hienach die Thatsache da, dass die erste Gesammtbearbeitung der 
durch die Gravitationsmechanik erweiterten Wissenschaft eine 
geometrische und im Sinne der Alten synthetische Form er- 
halten hat. 

92. Die Naturphilosophie oder, wie man zur Unterscheidung 
von einem neuern engem Sprachgebrauch sagen könnte, die Natur- 
philosophie Newtons ist eine auch speciell auf das Weltsystem 
angewendete, durch die mathematische Handhabung der Gravitations- 
idee bereicherte Mechanik. Sieht mau von dem Gravitations- 
gedanken an sich selbst ab, so besteht das Auszeichnende dieser 
Naturphilosophie nicht in neuen Erfahrungsthatsachen, ja auch 
nicht einmal in einem erheblichen neuen Princip der allgemeinen, 
nicht specifisch kosmischen Mechanik, sondern in der mathematischen 
Durchführung der alten Principien im Bereich der durch die neue 
Idee angeregten Aufgaben. Mit diesem vorherrschenden Charakter- 
zug ist auch zugleich das Gepräge der spätem Entwicklung der 
Mechanik gegeben. Diese Entwicklung gelangt schliesslich bei 
einem Punkt an, wo es in der mechanischen Wissenschaft nur 
Zweierlei giebt, nämlich auf der einen Seite die einfachen Principien 
und auf der andern die Bearbeitung derselben durch den Calcül. 
Auf dieser letzten Stufe sind die erörterten Probleme wesentlich 
Fragen der Analysis, und der ganze Fortschritt der rationellen 
Mechanik dreht sich in diesem Stadium fast nur um die Form 
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der Gleichungen, um die Ermöglichung von Integrationen u. dgl. 
Kes wenigstens ist die Eigentliümlichkeit der Bestrebungen seit 
Lagrange, weun auch mit der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts 
die neue Idee der Wärmemechauik für die allgemeine Wissenschaft 
ein neues Feld von Anregungen und Aussichten eröffnet hat. 

Bilden wir uns, um das Prineip und die mathematische Be- 
arbeitung bei Newton zu unterscheiden, noch schliesslich einen 
conoentrirteu Begriff von der Gestalt der entscheidenden Ausgangs- 
punkte. Zwei Masseneinheiten in einem der Längeneinheit gleichen 
Abstände gegen einander gravitirend bilden so zu sagen die 
Gravitationseinheit. Zwei beliebige andere Massen in einer be- 
liebigen andern Entfernung stellen ein allgemeines Beispiel vor, 
wir man den Gravitationseft'ect auf die Gravitationseinheit bezieht. 
Die Producta dieser Massen, in den Einheiten der erst erwähnten 
ausgedrückt, dividirt durch das Quadrat des Abstandes. dessen 
Zahl ebenfalls nach jener Distansseinheij bestimmt wird, ■ dieser 
Quotient des Sfassenjn'oducts durch das Quadrat des Abstandes ist 
das Maass der Gravitation, als Vielfaches jener ursprünglichen 
Gravitationseinheit ausgedrückt. Denkt man sich sowohl die Körper, 
welche die Einheit bilden, als auch die beliebige Combinatiou, 
welche gemessen werden soll, im Verlauf der ungehemmten 
Attractiousbewegiuig, so muss sich das Verhältniss zur Gravitations- 
einheit auch als Beschleunigung bekunden. Wenn also die Be- 
schleunigung in der Gravitationseinheit als absolute Grösse bekannt 
ist, so ist liiemit auch für jeden andern Fall die Beschleunigung 
gegeben. Selbstverständlich muss mau bei ungleichen Massen die 
Bewegung jeder einzelnen für sich betrachten, da die Zusammen- 
werfung in eine einheitliche uuunterschiedene Annäherung den 
Gedanken unklar machen würde. Man thut daher auch gut. 
schon in der Gravitationseinheit selbst jede Masse für sich ins 
Auge zu fassen. 

Nach dem eben Gesagten begreift es sieh, dass man aus 
den iu der Natur gegebenen Verhältnissen eine Gravitationseinheit 
mit der zugehörigen Beschleunigungsgrösse ermitteln kann. Als- 
dann besitzt man in der typischen Einheit ein fundamentales Ver- 
hältniss zwischen Masse, Abstand und zugehöriger Bewegung. Die 
Mengen der Materie und deren Abstände entscheiden also, wo sie 
sich auch im Weltall finden mögen, principiell über die zugehörigen 
Anziehungsbewegungeu. Alles Weitere ist Sache der Mathematik 
und der Geltendmachung der einfachsten mechanischen Principien. 

14* 



wie der Zusammensetzung der Kräfte, der Gleich gewichts- 
bedingungen u. dgl. Sind %. B., wie im Erdkörper selbst, die gegen 
einander gravierenden Elemente als in einer gewissen Gleich- 
mässigkeit concentriseher Schichten gehäuft zu (lenken, so ist für 
einen mneru Punkt die Resultante der allseitigen Attraction eben 
nur mathematisch zu entwickeln. Das scheinbar neue Gesetz, 
dass die Schwere im Innern der Erde proportional mit der Ent- 
fernung abnimmt (Satz IX Buch III) ist nur eine mathematische 
Folgerung aus dem allgemeinen Gravitationsgesetz. Ebenso ist 
es nur eine gleiche Folgerung, wenn (in einer Bemerkung m 
Satz XIV Buch III) daran erinnert wird, dass die Fixsterne ihre 
schon der Entfernung wegen schwache Anziehung auf unser Sonnen- 
system zu einem grossen Theil gegenseitig aufheben müssen, 
Soweit sich nämlich unser Sonnensystem zu den Gruppirungen der 
Fixsterne wie ein Punkt im Innern einer Kugelsehaale verhielte, 
müssten sich (nach Satz 7U Buch Ii die Anziehungen auf dieseu 
Punkt zu Null neutralisiren. Die Voraussetzung im 2. OoroD, 
Buch III Satz XIV, dass die Fixsterne gleich vertheilt seien, ist 
zwar nicht im Mindesten der Fall der Wirklichkeit; aber analoge 
Schlüsse sind dennoch möglich. 

Diese Beispiele zeigen, wie verschiedener Wendungen der 
einfache Typus einer Gravitationsbeziehuug durch Mos mathematische 
Bearbeitung fähig sei. In der That sind die Lösungen der ver- 
schiedensten Probleme bei Newton nichts als solche quantitative 
Bearbeitungen des Fundamentalprincips. Die Theorie von Ebhe 
und Fluth, die Veranschlagung der gegenseitigen Störungen der 
Planeten und überhaupt die ganze kosmische Physik, soweit sie 
irgend eine Gestalt von Gravitationswirkungen zum Gegenstand 
hat, — dieser ganze Inbegriff von Aufgaben ist nur eine Rechnung 
nach Maassgabe der Gravitationsidee und der besondern Massen- 
und Distanzgrössen , welche uns die unmittelbare oder mittelbare 
Erfahrung liefert. 

In der Gravitationsmechanik tritt zu den ihr eigenthümlicheu 
Factoreu, nämlich zu der Einheit und dem Gesetz der quadratischen 
Abnahme noch eine Thatsaehe hinzu, die noch heute in ihrer Zu- 
fälligkeit und ebenso unerklärt wie bei Newton dasteht. Es ist 
dies jener Bestandteil der seitlichen oder translatorischen Be- 
harrungsbewegung, der die Gravitation mehr oder minder aufwiegt 
und sich zu derselben in allen Fällen antagonistisch verhält. Diese 
Beharrungsgeschwindigkeit, welche das Fallen auf die Central- 
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körper verhindert, kann wie jede endliche Geschwindigkeit als 
irgend einmal erzengt gedacht werden. Die Erzeuguugsart ist 
uns aber völlig unbekannt , und selbst der Schluss auf ein Erzeugt- 
sein beruht nur auf der Analogie, vermöge deren wir bei jeder 
Geschwindigkeitsgrösse, welche nach dem Trägheitsgesetz beharrt, 
nach ihrer Aufhäufung durch eine Kraft zu tragen genöthigt 
werden. Newton hat in dem Scholium am Ende seines Werks 
ausdrücklich erklärt, dass die Abstände und Bahnen selbst gegeben 
sein inüssten und sich nicht aus den Priucipien der Gravitation 
ableiten Hessen. Dies heisst wesentlich soviel, dass die Be- 
harrungen ein der Gravitation fremdes und ungleichartiges Element 
bilden. 

Diese Beharrungen sind der Grund der Möglichkeit krumm- 
liniger Bahnen. Die blosse Gravitation an sich selbst würde 
zwischen zwei Körpern nur eine gradlinige Annäherung verur- 
sachen. Sind aber einmal jene Beharrungen thatsächlich gegeben 
und der Ort bestimmt, wo der Körper ihnen unterliegt, so ist das 
weitere Spiel der Bewegung in Cornbination mit der Schwere nur 
eine mathematische Frage. Die Veranlassung, durch welche 
Newton auf die Lünern Bedingungen der Entstehung der Ellipse 
geführt wurde, zeigt dies ebenfalls. In einem Brief 1 ) an Halley 
vom 27. Juli 1686 giebt er zu, dass er durch die Hookesche 'Er- 
örterung der Rotationsabweichung eines fallenden Körpers bewogen 
worden sei, seine Aufmerksamkeit auf die Vorbedingungen der 
Entstehung einer elliptischen Bahn des Körpers zu richten. Hier 
ist also der Keim zu seiner tiefern Einsicht in die nach Gesetzen 
der Mechanik mögliche Entstehungsart der planetarischen Bahnen 
zu suchen. Erinnert man sich, dass er selbst die Ableitung der 
quadratischen Veränderung der Anziehung aus dem letzten 
Keplerschen Gesetz berichtet (vgl. Nr. 83), und dass er ausserdem 
diese selbständige Ableitung auch Hooke, Wren und Halley (im 
Scholium zu Satz IV Coroll. 6 Buch I) zugesteht, so bleibt offenbar 
die mathematische Durchführung als das Charakteristische seines 
Systems übrig, und wir müssen schliesslich darauf zurückkommen, 
dass die Gravitation von Element zu Element und deren mathe- 
matische Bearbeitung, verbunden mit den Erweiterungen der Theorie 
der krummlinigen Bewegungen über die Huyghensschen Fundamente 
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hinaus, die eigentümlichen Grundzüge der neuen Gravitations- 
uiechanik gebildet habe. An elementaren Grundsätzen, die als 
letzte Principien der allgemeinen Mechanik gelten können, haben 
wir jedoch keinen von Grund aus neuen, sondern nur eine er- 
weiterte Auffassung älterer Vorstellungsarten angetroffen. Die an- 
fangliche Wirkungsform nicht constanter Kräfte, sowie das deut- 
liche Hervortreten des Factors der Masse in der Intensität der 
Kraft waren hier die zwei Hauptpunkte. Formal trat erst durch 
Newton das Axiom von der Gleichheit der Wirkung und Gegen- 
wirkung als abgesonderte Idee in den Vordergrund. Jedoch sind 
grade die Präliminarien bei ihm nicht das Bedeutsamste gewesen, 
und es blieb der weitern Entwicklung überlassen, die axiomatischen 
Grundlagen der allgemeinen Mechanik principiell als solche zu 
erörtern. Auf diese Weise bildeten sich auch mehrere, zunächst 
sehr streitige Vorstellungsarteu aus, die wie die Erhaltung der 
lebendigen Kräfte und das Princip der geringsten Wirkung die 
Aufmerksamkeit der nächsten Entwicklungsperiode zu einem 
grossen Theil in Anspruch nahmen. Die Behandlung dieser nicht 
sowohl axiomatischen als schematischen Sätze geht neben der 
steigenden Bethätigung der Analysis einher, und der nächste Ab- 
schnitt, der die Ausbildung der Wissenschaft bis auf Lagrange 
einschliesslich repräsentirt, wird sich im Hinblick auf unsere 
eigentliche Aufgabe vornehmlich mit jenen Schematen und mit 
den Vortheilen zu beschäftigen habeu, welche aus der Einführung 
der reinen Analysis in unser Gebiet für die bestimmtere Auffassung 
der Principien und ihres inneren Zusammenhangs gewonnen 
worden sind. 



Dritter Abschnitt. 



Die Zeit der allgemeinen Formulirungen 
und der analytischen Entwicklung bis auf Lagrange. 



Erstes Capitel. 

Hauptpunkte des Fortschritts. 

93. Von Galilei bis auf Huyghens und Newton waren alle 
wesentlichen Grundeinsichten der allgemeinen Mechanik in der 
einfachsten und ursprünglichsten Form erfasst worden, und es 
blieb dem folgenden Zeitalter zunächst nur übrig, sich einerseits 
durch weitere Reflexion und Discussion über das Wesen jener 
Grundvorstellungen aufzuklären, dieselben gelegentlich auch meta- 
physisch zu erörtern, und ausserdem zuzusehen, wie sich durch 
Anwendung der Analysis die mathematisch complicirteren Aufgaben 
bewältigen Hessen. Der vorherrschende Charakterzug dieser Periode 
wird denn auch mehr und mehr nach der analytischen Seite aus- 
geprägt. Ziemlich gleichzeitig mit dem ersten Erscheinen des 
Newtonschen Hauptwerks wird auf dem Festlande der Anstoss zu 
einer abstracteren , vornehmlich analytischen Bearbeitung aller 
Probleme sichtbar. Mit der Veröffentlichung des Leibnizscheu 
Aufsatzes über „eine neue Methode für die Maxima und Minima 
u. s. wv" (Nova methodus pro maximis et minimis etc.) in den 
Acta Eruditorum 1684 gelangte die Newtonsche Fluxionsrechnung 
zur Publicität 1 ) und zu einer bequemeren Notation, und die fest- 



l ) Eine vollständige, zum Geständniss der Entlehnung zwingende Ueber- 
führung Leibnizens ist nicht möglich gewesen. Trotzdem lässt sich zur Er- 
gänzung aus dem Charakter desselben entnehmen, welche Handlungsweise bei 
ihm eine an Gewissheit grenzende Wahrscheinlichkeit für sich habe. Für 
diesen Charakter ist auch eine briefliche Aeusseruug von Huyghens an l'Hopital 
v. 9. April 1693 kennzeichnend: „Herr Leibniz ist sicherlich sehr gewandt, 
aber er hat zugleich eine unmässige Begier zu scheinen i,une envie immoderee 



ländischen Mathematiker, namentlich die verschiedenen Bernoullis 
bildeten den neuen Calcül und Algorithmus nach und nach zu 
einer vollständigen Differential- und Integralrechnung aus. während 
die Engländer mehr au den äusserlichen Formen der unmittelbaren 
Ncwtonschen Ueberlieferung festhielten. Die Förderung der In- 
tegrationen ist zunächst vornehmlich den Brüdern Jacob und Jo- 
hann Bernoulli zugefallen. Diese beideu sind es auch vorzüglich 
gewesen, welche die analytischen Methoden an den wichtigsten 
mechanischen Problemen bethätigten und sich z. B. mit der ana- 
lytischen Durchdringung der Huygheiisschen Auffindungsart des 
Oscillationscentrums beschäftigten. Für das Interesse unserer Auf- 
gabe wird ausser den beiden genannten Zeitgenossen von Leibniz 
noch ein Sohn des jungem Bruders Johann, nämlich Daniel Ber- 
noulli (1700 — 1782) besonders wegen seiner Auffassung des Prin- 
cips der lebendigen Kräfte zu berücksichtigen sein. 

Die erste sich in umfassender Breite ergehende Gesammt- 
darstelluug, verbunden mit sehr erheblichen Bereicherungen, er- 
fuhren die neuen analytischen Methoden bekanntlich in Eulers 
grossen Arbeiten, und dieser Deutsche Mathematiker des 18. Jahr- 
hunderts ist es auch gewesen, der zuerst eine analytische Be- 



de paraitre) wie sich zeigt .... wo er von seiner Analysis des Unendlichen 
spricht .... und bei den harmonischen Gesetzen der Planetenbewegung, wo 
er der Erfindung von Herrn Newton gefolgt ist, aber unter Einmischung 
seiner Gedanken, die sie verderben .... Uebrigens bin ich sehr in Zweifei 
aus Gründen, die ich aufführen könnte, ob er nicht seine Construction (der 
Kettenlinie) aus derjenigen des Herrn Bernoulli gezogen." (Diese Correspondenz 
in Hugenii Exercitationes Mathematieae . ed. Uylenbroek. Hagae Com. 1833, 
Fase. I p. 256). — Euler schreibt in der Vorrede zu seinen Institutionen de.* 
Difi-'erentialealciils (1755) Leibniz im Hinblick auf das schon vorher bei Newton 
Vorhandene nichts weiter zu als doctrinolle Formgebung und eine Art syste- 
matischer Zusammenfassung (informam disciplinaa redegerit ejusque praeeepta 
tanquam in systema collegerit). — Lagrange, der den Keim der Differential- 
rechnung bei Fermat sucht, verfehlt nicht in seinen Lecons sur le calcul des 
t'onctiona (1806) 8.324 darauf aufmerksam zu machen, dass sich indemLeib- 
nizschen Aufsatz von 1684 sogar eine äusserüche üebereinstiinmüng mit Be- 
standthcilcn der Fermatseheu Darstellung finde. Gauss iiuesorto sich in 
Beziehung auf Leibniz, wie aus der Schrift von Sartorius v. Waltershausen 
(Gauss zum Gedäehtniss, Leipz. 1856. S. 85) hervorgeht, dahin, dass jener 
nicht im Entferntesten mit Newton zu vergleichen sei. — Oeber den Charakter, 
der uns aus Leibniz Leben und wissenschaftlichem Verhalten bei genauerer 
Untersuchung entgegentritt, siehe meine Kritische Geschichte der Philosophie. 
BerUn 1869, 2. Aull. 1873. 
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arbeitung der Mechanik mit seinem Werk „Mechanica aive motus 
scientia analytice exposita" (Petersburg 1736) unternommen hat. 
Dieses Werk schliesst die eigentliche Statik aus, behandelt die 
Bewegung freier Punkte in Bd. I, unfreier in Bd. II, und wurde 
durch Eulers, übrigens selbständig gehaltene und für die Dar- 
legung der Hauptträgheitsaxen entscheidende „Theoria motus cor- 
porum solidorum" ( 1 765 ) ergänzt, aber hie durch noch nicht vollendet. 
Kinige Jahre nach jener Eulerschen Arbeit erschien d'Alemberts 
„Tratte de d^minique 4 ' (Paris 1743), in welchem das bekannte 
noch jetzt nach dem Namen des Verfassers benannte Princip, die 
Gleichungen der Bewegung nach den Bedingungen des Gleich- 
gewichts anzusetzen, seinen Ausdruck fand. Der nächste wichtige 
analytische Schritt, der zugleich für die inathematische Form- 
gebung Epoche machte, geschah durch Lagrange's „Mecanique ana- 
lytique," welche zuerst 1788 und in einer zweiten zu drei Vierteln 
vollendeten Revision und Umarbeitung 1811 — 15 erschien. 

Um die weniger entscheidenden, aber grade in der Mechanik 
durch den Gegensatz der Auffassungsart charakteristischen Arbeiten 
der Engländer nicht ganz zur Seite zu lassen, so sei an Maclaurin's 
Werk „A complete System of fluxions" (Edinburg 1742) erinnert, 
worin die neue Infinitesimalrechnung nebst mechanischen Anwen- 
dungen im Anschluss an die Newtonsche Anschauungsweise dar- 
gestellt wird. Wäre es hier unsere Aufgabe, die Geschichte der 
Analysis um ihrer selbst und nicht blos um der Mechanik willen 
zu berühren, so würden wir nicht unterlassen dürfen, hervorzu- 
heben, woher die Taylorsche Reihe stammt, und dass seit Newtons 
eignem Vorgang die Methode der Reihen bei den Engländern der 
Ausgangspunkt für das analytische Denken gewesen ist. Lagrange 
kam in seiner Theorie der analytischen Functionen (zuerst 1797. 
2. Aufl. 1813) ebenfalls auf die Methode der Reihen, als auf die 
Grundform, von der für die Entwicklung der Differential- und In- 
tegralrechnung sowie aller davon abhängigen geometrischen und 
mechanischen Begriffe auszugehen sei. Dagegen behielt er in der 
Analytischen Mechanik auch in der zweiten Bearbeitung die her- 
kömmlichen Vorstellungsarten infinitesimaler Natur ohne Ein- 
mischung der Reihen bei. 

94. Wenn man sich eine Skizze von den Anwendungen der 
Analysis auf die Mechanik macheu will, so umss man sich zurück- 
rufen, dass Descartes die analytische Geometrie in Gang gebracht 
und so die Vorbedingungen geschaffen hatte, vermöge deren später 
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die mit dem letzten Viertel des 17, Jahrhunderts auftretende 

Analysis des Unendlichen oder, wie man auch sagen könnte, des 
stetig Veränderlichen eine fruchtbare und schliesslich rein schema- 
tische Anwendung erfahren konnte. Eines der Haupterfordernisse 
zur Verallgemeinerung der analytischen Behandlung mechanischer 
Probleme musste derGebrauch von dreirechtwinkligen Coordinatenaxen 
sein. Merkwürdigerweise hat sich die Kegel, die Bewegungen in 
dieser Weise auszudrücken, erst verhältnissmässig spät und zuerst 
von einer Seite eingeführt, wo man die Neigung zum abstracten 
Schematismus und zu durchgreifenden Verallgemeinerungen am 
wenigsten verinuthet, nämlich bei Maclaurin. Obwohl sich z. B. 
Euler uoch mit der jedesmaligen besondern Lage der dem Problem 
eigenthümlicheu Richtungen, also etwa mit den tangentialen und 
normalen Projectiouen der Kräfte beschäftigt, so ist doch schwer 
anzugeben, durch welchen Schritt es in der stetigen Entwicklung 
zu der grundsätzlichen Beziehung aller Bewegungen auf ein be- 
liebiges rechtwinkliges Coordinatensystem gekommen sei. Es ist 
sehr begreiflich, dass sich ausser der Wendung bei Maclaurin 
Spuren für die Annäherung an einen solchen allgemeinen Gesichts- 
punkt verschiedentlich vorfinden. Es ist aber auch ebenso natürlich, 
class man bei der anfänglichen Behandlung der Probleme auf die 
gleichsam natürlichen, durch das Bedürfniss sich von selbst er- 
gebenden Coordinaten verfiel und in den analytischen Formu- 
liruugen hiebei noch eine Zeit laug festgehalten wurde. Die 
Bewegung in dem Punkt einer krummlinigen Bahn darauf ansehen, 
wie sie sich zur Tangente und Normale dieses Punkts stelle, oder 
wie so zu sagen ihre Projectionen auf diesen beiden Pachtungen 
beschaffen seien, heisst ebenfalls den Vorgang nach Maassgabe 
von Coordinatenaxen untersuchen. Die letztern sind in diesem Eall 
nur so gewählt, dass sie mit der Tangente und der Normale 
zusammenfallen, und dass eine dritte Axe stillschweigend ebenso 
als überflüssig erscheint, wie wenn man allein in der Ebene und 
nicht im Baume operirt. Die naturwüchsigen Gesichtspunkte ent- 
halten immer derartige Vereinfachungen, wo die Sache es erlaubt, 
und man hat in neuster Zeit eine solche Betrachtungsart bisweilen 
mit einem gewissen Recht sogar als diejenige gerühmt, die den 
Gegenstand an sich selbst ins Auge fasse, ohne die Imagination 
mit unwesentlichen Hülfsgrössen zu belastigen. 

Dennoch müssen wir es in einer andern Hinsicht als ent- 
schiedenen Fortschritt betrachten, dass sich die allgemeine Auf- 
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Fassung der Bewegungen nach den drei auf einander rechtwinklig 
genommenen Dimensionen des Kaunies eingeführt hat. Das still- 
schweigende Coordinatensystem, welches der Vorstellung jeglicher 
Bewegung unwillkürlich zu Grunde liegen inuss, hat hiedurch 
oiiien bewussten rationellen Ausdruck erhalten. Der Begriff der 
Bewegung selbst ist erst durch die Beziehung auf drei als absolut 
fest gedachte Axen ausser Zweifel gestellt, d. h. er kann für die 
Mathematik und Mechanik nicht mehr zweideutig sein, sobald die 
Lageveränderung gegen diese in Gedanken fixirten Axen seiu 
Merkmal und auch seineu Inhalt bildet. Ausserdem ist aber der 
Gebrauch der Axen auch zugleich die allgemeinste Form der 
Kräftezerlegung und Kräftezusammensetzung oder, mit andern 
Worten, der Ersetzung der wirklichen Kräfte durch äquivalente 
Gruppen solcher Kräfte, die nach Richtung der Axen wirken. 
Endlich hat der Gebrauch dieser festen Beziehungslinien fast un- 
willkürlich dazu geführt, das im Parallelogramm der Kräfte ent- 
haltene Princip oder das, was wir die Kichtungsreduction einer 
Kraft genannt haben, in seiner ganzen Tragweite zu zeigen und 
namentlich bemerklich zu machen, wie sich die verschiedenen 
mechanischen Begriffe (Beschleunigung, Geschwindigkeit, durch- 
laufener Kaum, Beschleunigungskraft, Bewegungsgrösse, lebendige 
Kraft, ja schliesslich die moderne Vorstellungsart der mechanischen 
Arbeit) in der Uebertragung der zugehörigen Elementar- und 
Gesammtgrössen auf die Axen verhalten müssen. In dieser Hin- 
sicht sind sogar wichtigere allgemeine Sätze, wie derjenige 
von der Projection der Bewegungsgrössen, die während einer be- 
stimmten Zeit erzeugt werden, solche Einsichten, wie sie sich bei 
der durchgängigen Betrachtungsart nach Coordinatenaxen auch 
ohne andere Veranlassung hätten ergeben müssen. 

Es versteht sich von selbst, dass jede genügende Combination 
fest gedachter Beziehungsörter ein in der Mechanik mögliches 
Coordinatensystem ergiebt, und dass ausserdem die relative Be- 
wegung nur eine solche ist, bei welcher man das System der 
Coordinatenaxen, auf welches man sie bezieht, selbst wiederum 
auf ein anderes als fest gedachtes System bezogen und gegen 
dasselbe in Bewegung begriffen denkt. Beide Punkte, sowohl 
die Mannichfaltigkeit der Coordinatensysteme als auch die Coni- 
binationen beweglicher mit unbeweglichen Systemen, kümmern uns 
nicht an sich selbst, sondern nur insoweit, als sie mit der Fest- 
stellung gewisser Haupteigenschaften des Gleichgewichts und der 



Bewegimg in Zusammenhang gebracht worden sind. Die recht- 
winkligen Coordinaten sind die alleruatürlichsten Mittel, jede 
translatorische Bewegung nach Maassgabe der drei Dimensionen 
des Baumes aufzufassen. Auch reichen sie in allen Fällen aus, 
und nur für die Vorstellung der Rotationen ist es natürlicher, 
«tatl der Abstände die Winkel zu messen und die sogenannten 
Polarcoordinaten zur Anwendung zu bringen. 

Mit dieser eingehenderen Hinweisung auf die festen Be- 
ziehuugsörter, gegen welche man die Oerter und Ortsverändenmgen 
der Massen bestimmt, glauben wir ein für alle Mal an einen 
Punkt erinnert zu haben, dessen Bedeutung für die geschichtliche 
Entwicklung und schliessliche Verfassimg der analytisch gestalteten 
Mechanik nicht unterschätzt werden darf. 

95. Der Zeitabschnitt, mit welchem wir es jetzt zu thun 
haben, ist von vornherein mit Erörterungen und Streitigkeiten 
über gewisse allgemeine Vorstell ungsarten der Principien oder 
vielmehr' bestimmter umfassender Sätze erfüllt. Der berühmteste 
Streitpunkt dieser Art ist in seiner vornehmlich metaphysischen 
Seite von Leibniz ausgegangen und hat auch mehrfach diejenigen 
interessirt, welchen die Angelegenheiten der wissenschaftlichen 
Mechanik übrigens keine Sorge machten. Es ist dies bekanntlich 
der Streit um die Messung der Kräfte oder um die Art, wie die 
Erhaltung der Kraft zu denken sei. Die Einführung des Sprach- 
gebrauchs, demzufolge Leibniz die blossen Druckgrössen oder 
Spannungen als todte Kräfte, die sich in der Bewegung ent- 
wickelnden Grössen aber als lebendige Kräfte bezeichnete, hat 
viel dazu beigetragen, der Controverse über die Schätzung der 
lebendigen Kräfte eine metaphysisch vage und daher populäre 
Beimischung zu ertheilen. Auf diese Art ist der eigentliche Kern 
und das wahre zuerst von Huyghens, wenn aueh noch ohne seinen 
späteren Namen aufgestellte Princip der Erhaltung der lebendigen 
Kräfte, in seinem für die Mechanik wesentlichen Inhalt oft zu 
Gunsten der Erörterung unbestimmt schweifender Vorstellungsarten 
in den Hintergrund gedrängt worden. Obwohl die entscheidende 
Idee schon in Galileis 'Vorstellung von der Wirkungsart einer 
Kraft wurzelte, so hat doch die Hereinzieh ung des Gegensatzes 
metaphysischer Schulen dem Streit einen Umfang gegeben, der 
seinem wirklichen Gehalt und schliesslichen Ergebniss oder, wenn 
man lieber will, dem von ihm hinterlassen en Niederschlag nicht 
entsprach. 



Eine ähnliche Neigung, wie sie der eben erwähnten Streit- 
frage zu Grunde lag, hat auch zur Aufstellung eines Principe der 
geringsten Wirkung geführt, indem Maupertuis einen Gesichts- 
punkt Fermats erneuerte und verallgemeinerte. Ja sogar das 
Princip der Erhaltung der Flächen ist nicht ohne eine Seite ge- 
blieben, welche ebenfalls als metaphysisch bezeichnet werden muss. 
Die Auffindung verborgene]- Naturgesetze im Hinblick auf leitende 
Zwecke, denen die Xatur folge, war häufig der Beweggrund, den 
rein mechanischen Verhältnissen und Schematen eine über ihren 
wahren Gehalt hinausgehende Bedeutung zu gehen. Nur der Satz 
von der Bewegung des Schwerpunkts, der nebst dem Priocip der 
Flächen seine Wurzeln schon in Newtons Aufstellungen hat. ist 
nicht in den Kreis der streitigen metaphysischen Vorstellungen rten 
gezogen worden, Febrigens sind aber die schematischen Haupt- 
sätze, die man gegenwärtig in der Dynamik als eine Art Priucipien 
der Bearbeitung der besondern Aufgaben voran/.usehickeu pflegt, 
sämmtlich eine Zeit lang der Gegenstand naturphilosophischer 
Erörterungen und Fassungen der angedeuteten Art gewesen. Von 
und seit Lagrange sind sie fast nur als abgeleitete Sätze und als 
Notwendigkeiten in Frage gekommen, die sieh auf die ersten 
Axiome der Mechanik zurück führen lassen. Jedoch hat man nach 
dem Vorgänge Lagrauges vorzugsweise ihre analytische. Form ins 
Auge gefasst und sich um die rein logischen Beziehungen wenig 
gekümmert. So ist z. B. die Bezeichnung lebendige Kraft allgemein 
eingebürgert; aber sie ist dem heutigen Mathematiker niehts 
weiter als ein Wort, um das Product der Masse mit dem Quadrat 
der Geschwindigkeit zu bezeichnen. Kr braucht gar keinen andern 
Gedanken dabei zu hegen und wird im Hereich der analytischen 
Mechanik dennoch nie in Verlegenheit gerathen. 

Bei dieser Bew r andtniss der Sache ist es nicht nur für die 
geschichtliche Darstellung sondern auch für das gegenwärtige 
tiefere Verständniss des heutigen Inhalts der Mechanik nothwendig. 
die allgemeinen Formulirungen, die sich bis auf Lagrange aus- 
bildeten, von drei Seiten zu untersuchen. Erstens müssen ihre 
nietapliysis.-hen Beziehungen, dann ihre Eigenschaften als rem 
mechanische Sätze und endlich noch besonders ihre Leistungen 
analytischer Art, also die Gleichungen, zu denen sie führen, 
erwogen werden. Das Schlussergebniss dieser streng unter- 
scheidenden Untersuchung wird dann noch nachzuweisen haben, 
wo sich das einfach Principielle an ihnen mit den sonstigen 



Axiomen der Mechanik berührt, und inwieweit gewisse Bestand- 
teile der allgemeinen Formulirungen jener Art darauf Anspruch 
haben, gleich ursprünglich au den gewöhnlichsten Axiomen als 
begleitende Umstände oder wesentliche Eigenschaften der einfachsten 
Fundameutalverhältnisse der Kräfte dargelegt zu werden. Diesötf 
letztere Schritt wird über die historische Auffassung hinausgehen, 
aber zur kritischen Beleuchtung derselben unentbehrlich sein. Er 
wird z. B. zu /.eigen haben, wie das Priucip der geringsten Action 
schon in der gewöhnlichsten Kräftezusammensetzung, also im 
Parallelogramm der Kräfte gefunden werden könne, und wie 
mithin der Anspruch desselben darauf beschränkt werden müsse, 
ein Gesichtspunkt zu sein, aus welchem die mechanische Causalität 
bereits in den axiomatischen Wurzeln ihrer mannich faltigen Ge- 
staltungen aufgefasst werden kann. 

96. Wie schon aus dem Angeführten zu ersehen ist, be- 
rührt sicli in der jetzt fraglichen Periode die Mechanik mit der 
metaphysischen Philosophie weil »über, als jemals zuvor. Es ist 
nicht etwa mir Leibniz, der dadurch, dass er in seiner Person die 
Einlassung auf Mathematik mit derjenigen auf Philosophie vereinigte, 
aus einem doppelten Gesichtspunkt zur Behandlung mechanischer 
Grundbegriffe und Fragen gelaugte, sondern es ist auch im Verlauf 
des 18. Jahrhunderts die reine, nicht speciell auf mathematische 
Probleme gerichtete Philosophie und zwar namentlich in der Person 
Kants veranlasst worden, sich mit der Verwandlung der Ausgangs- 
punkte der Newtonschen Naturphilosophie in Principieu einer meta- 
physisch gearteten Naturphilosophie zu beschäftigen. Bezeichnend 
ist es in dieser Beziehung, dass sich Kants allerdings kaum 
zurechnungsfähiges Erstlingsbuch „Gedanken von der wahren 
Schätzung der lebendigen Kräfte-' (174«)} um das damals zu einer 
populären Berühmtheit ausgebreitete Problem von der Kräfte* 
messung drehte, während seine erst ernstlicher in Betracht kommende 
und wissenschaftlich erträglichere Naturphilosophie 40 Jahre später 
datirt und unter dem ausdrucksvollen Titel „Metaphysische Anfangs- 
gründe der Naturwissenschaft" (178(5) sich au einer logischen Be- 
gründung und so zu sagen Formgebung der mechanischen Principieu 
versuchte. Die besondere Rücksicht auf das Newtonsche Grund- 
werk, welche in dieser letzteren Arbeit vorwaltet, ist ein Zeugniss 
dafür, wie das allmälige Wurzelschlageu der Newtonschen Natur- 
philosophie auf dem Festlaude auch für die Metaphysik nicht ohne 
Folgen geblieben war. 



Diese Erinnerungen werden bereits absehen lassen, dasa wir 
uns in dieser Periode noch besonders auf die speciell philosophische 
Thätigkeit in der Auffassung der mechanischen Fimdamental- 
principien einzulassen haben. Im Allgemeinen kann jedoch schon 
von vornherein darauf hingewiesen werden, dass sich die uns schon 
von Descartes her bekannte hemmende Wirkung der irregehenden 
metaphysischen Auflassungsarten auch diesmal bestätigen werde. 
Abgesehen von der Unfruchtbarkeit, welcher eine ganze Gruppe 
von Erörterungen zunächst auheimfiel, ist auch die positive Ab- 
lenkung, welche die rein causale, in der Mechanik für jeden Fort- 
schritt entscheidende Betrachtungsart gelegentlich durch die Selbst- 
täuschungen metaphysischer Natur erfahren hat, um so sichtbarer 
geworden, je weniger sich die betreffenden Aufstellungen im engern 
Gebiet der mathematischen Gestaltungen der Mechanik bewegten. 
Nur in sehr wenigen Richtungen hat die eigentliche Philosophie 
zur Aufklärung der mechanischen Grundbegriffe beigetragen, und 
wir werden derartige wirklich fördernde Gesichtspunkte sogar noch 
besonders da aufsuchen müssen, wo sie gar nicht direct im Interesse 
der Mechanik selbst erfasst wurden und wo mau sie am wenigsten 
vorauszusetzen pflegt. Dennoch ist aber die rein philosophische 
Diseussion der mechanischen Priucipien insofern nicht überflüssig 
gewesen, als sie durch den Gegensatz ihres Verfahrens die wahren 
logischen Bedürfnisse einer streng wissenschaftlichen Constitution 
der Mechanik immer fühlbarer gemacht hat. 

97. Ein wichtiger Fortschritt, dessen Absehluss sich jedoch 
erst in Lagranges analytischer Mechanik zeigt, ist die grund- 
sätzliche Ausdehnung der allgemeinen mechanischen Principien auf 
die Hydrostatik und Hydrodynamik. Allerdings hatte schon Galilei, 
wie wir (Nr. 46) gesehen haben, das Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten auch bei dem Gleichgewicht der Flüssigkeiten 
erkannt und zur Anwendung gebracht; aber später war der all- 
gemeine Gang in der Behandlung der Mechanik der Flüssigkeiten 
wieder mehr darauf gerichtet gewesen, die Gesetze des betreffen- 
den Gebiets aus speeifischen, für den Fall der Flüssigkeiten be- 
sonders vorausgesetzten Principien abzuleiten. Allermindestens 
nahm man noch zuletzt die Gleichheit der Fortpflanzung des 
Drucks in allen Richtungen als axiomatischeu Ausgangspunkt au. 
Nun ist es sichtbar genug die Entwicklung der analytischen Form 
der Flüssigkeitsmechanik gewesen, was schliesslich zur Einreihung 
der besondern Sätze unter die allgemeinsten Priucipien hingeleitet 



hat. Nachdem von Clairaut, d'Alembert und Euler im Anschluss 
oder wenigstens im Sinne der schon auf sehr allgemeine Principien, 
namentlich auf das der lebendigen Kräfte zurückgreifenden Hydro- 
dynamik Daniel Bernoullis (1738) schliesslich die Gleichungen 
des Gleichgewichts und der Bewegung der Flüssigkeiten in ihrer 
differentiellen Form aufgefunden worden waren, konnte auch die 
Ableitung derselben aus den ganz allgemeinen Principien mechanischer 
Kräfte Wirkung nicht mehr lauge auf sich warten lassen. Die 
Flüssigkeit musste als ein materielles System augesehen werden, 
in welchem das Verhältniss der Theilehen gegen einander, d. h. 
die völlig freie Variabilität der gegenseitigen Verschiebungen, als 
die Grundeigenschaft in den Calcfll und iu die gewöhnliche 
mechanische Deduction aufgenommen wurde. Indem dies durch 
Lagrange geschah, wurde die Trennung, welche zwischen der 
Mechanik der tropfbar und der gasförmig flüssigen Materie einer- 
seits und der festen Körper andererseits bestanden hatte, vollständig 
aufgehoben. Die drei Aggregatzustünde fanden sich hieniit rein 
mechanisch und derartig definirt. dass man auf dieselben die all- 
gemeinen Principien ohne Weiteres anwenden konnte, wenn man 
nur jene definirten und dem Calcül zugänglich gemachten Ver- 
schiedenheiten gleich allen andern Mannich faltigkeiten und Vor- 
bedingungen, deren die Anordnung und Einrichtung mechanischer 
Systeme fähig ist, zur Geltung brachte. 

Der Zug zur Verallgemeinerung, der sich iu der eben be- 
rührten Thatsache bekundete, hat in der jetzt in Krage stehenden 
Periode auch fast in allen andern Richtungen gewirkt. Er hat 
die Mechanik zu einer abgesonderten, sehr abstraften Wissenschaft 
werden lassen, in welcher die technischen oder kosmischen An- 
wendungen, die man früher noch unmittelbarer vor Augen hatte, 
immer mehr als Bethätigungsstoff und immer weniger als eigent- 
licher''' Inhalt des Gebiets erscheinen. Dieser Entwicklungsgang 
hat einige Aehnlichkeit mit der ursprünglichen Ausbildung einer 
reinen Mathematik. Die abstracte Mechanik kennt schliesslich 
nichts als* örtlich verschieden arrangirte Massen, au denen Kräfte. 
(1. h. Ursachen von Bewegungserselieinuugt'U oder Bewegungs- 
hemmungeu in bestimmten einfachen Eutwicklungsformen wirken. 
Ihre Aufgaben bestehen alsdann darin, zwischen den Massen, den 
Zeiten und den Räumen in dem manuichfaltigen Spiel der mög- 
lichen Phänomene gewisse Grundbeziehungen und Eigenschaften 



abzuleiten, welche es erlauben, aus gegebenen Vorbedingungen auf 
die entsprechenden Wirkungen rechnend zu schliessen. 

Die Vereinigung der Statik und der Dynamik, deren Noth- 
wendigkeit wir schon früher bei verschiedenen Gelegenheiten, be- 
sonders aber im Hinblick auf das virtuelle Princip bemerkt haben, 
kommt mit dem d'Alembertsehen Grundsatz in einem gewissen 
Sinne zu Staude. Die Wendung, mit welcher Lagrange das 
d'Alembertsche Princip dazu benutzte, aus der allgemeinen ana- 
lytischen Formel der Statik einen gleich allgemeinen Ausdruck 
für die gesammte Dynamik zu bilden, machte es vollends sicht- 
bar, dass die Dynamik nunmehr nur als eine Fortsetzung und 
Entwicklung der statischen Grundlagen erscheinen sollte. Auch 
handelte Lagrange zuerst die Statik ab und liess dann die Dynamik 
folgen. Indessen ist dieses Maass von Vereinigung, für welches 
allein das dAlembertsche Princip das Bindeglied abgiebt, keines- 
wegs genügend. Schon die Uebereinsthnmung der allgemeinsten 
analytischen Ausdrücke weist auf eine weit innigere Verbindung 
der beiden früheren Abzweigungen eines und desselben Wissens- 
stammes hin. Auch fehlt es gegenwartig nicht an Spuren, dass 
die vollständige Vereinigung der Statik und Dynamik immer 
mehr eine Forderung der Angemessenheit der wissenschaftlichen 
Form werde. 

98. Den Hauptanknüpfungspuukt für die wichtigsten Fort- 
schritte der neuen Periode bildet aus der frühem ('eberliefemng 
der Huyghenssche Satz von der Gleichheit des Ansteigens der 
Körper im statisch verbundenen oder im freien Zustande bis zur 
Fallhöhe. Dieser Satz, der nach Einführung des Leibnizscheu 
Sprachgebrauchs den Namen eines Princips der Erhaltung der 
lebendigen Kräfte erhielt, und der au dem Problem des Osdllations- 
centrums seine Entstehung gefunden hatte, wurde in unserer 
Periode theils ein Gegenstand der weitem Zergliederung, theils 
ein ohne Weiteres verwendetes Mittel, um neue Aufgaben zu 
lösen. In der letztern Verrichtung erscheint er besonders in der 
Hydrodynamik Daniel Bernoullis und spielt bei der Bestimmung 
der Bewegung der Flüssigkeiten in canalartigen Wandungen über- 
haupt eine ähnliche Rolle, wie ursprünglich bei der Aufgabe, den 
Schwinguugsmittelpunkt eines zusammengesetzten Pendels zu be- 
stimmen. Wie in dem einen, so gelangt man auch in dem andern 
Fall erst allmälig zu Lösungen, die unmittelbar aus den ersten 
Principien der Mechanik herrühren und den Satz von der Erhaltung 
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der lebendigen Kräfte nicht zum unbewiesenen Ausgangspunkt 
nehmen. Diese zergliedernde Arbeit bezog sich nun aber weit 
weniger auf den Begriff der lebendigen Kraft und der allgemeinen 
Art, wie sie in einem einfachen Falle wirkt und sich erhält, als 
vielmehr auf die Einmischung der statischen Beziehungen in die 
dynamischen Verhältnisse. Wir haben früher gesehen, wie das 
Problem des einfachen Pendels sich noch nicht weit von dem ein- 
fachsten Fall der Bewegung auf der schiefen Ebene entfernt, 
wie aber schon in dem aus zwei schweren Punkten zusammen- 
gesetzten Pendel eine Aufgabe höherer Art erwächst, indem 
zwischen den beiden Punkten eine gegenseitige, durch die feste 
statische Beziehung vermittelte Vertheilung der Antriebe der 
Schwerkraft eintritt. Es handelt sich also im Allgemeinen um 
die Beantwortung der Frage, wie sich dynamische Kräfte bei der 
Dazwisehenkunft von statischen Beziehungen jener zusammen- 
gesetzten Art verhalten müssen. Die Beantwortung dieser Frage 
hat schon bei Jacob Bernoulli zur Bestimmung derjenigen Kräfte- 
theile geführt, welche für sich allein, ganz abgesehen von der 
Bewegung, im Gleichgewicht sein müssen. Es sind dies bekannt- 
lich die bei der gegenseitigen Vertheilung Sogenannten verlorenen 
oder gewonnenen Kräfte, die im Vergleich zu einer etwaigen ganz 
freien Bewegung als abändernde Hemmungen oder Beförderungen 
der letztem erscheinen. In dieser Zergliederung der statisch sich 
aufhebenden Kraftelemente und iu der Erfassung des Gegensatzes 
der wirkliehen Bewegung und der unter Voraussetzung statischer 
Ungebundenheit erfolgenden Bewegung war aber schon bei Jacob 
Bernoulli der Kern von dem gegeben, was später verschiedentlich 
gewendet und ausgeführt, schliesslich aber als d'Alembertsches 
Princip zur allgemeinen Methode der Lösung dynamischer Auf- 
gaben mit Hülfe der Gesetze der statischen Beziehungen geworden 
ist. Erinnern wir uns hiebei unserer ursprünglichen Wahrnehmung, 
dass, rein mechanisch und ohne Kücksicht auf die Grösse und den 
Umfang der Anwendungen betrachtet, von vornherein derjenige 
Stamm von dynamischen Aufgaben die grössten Schwierigkeiten 
bot, in welchem sich die freie Bewegung mit statischen Gebunden- 
heiten combinirte. In dieser Hinsicht ist der Weg der Geschichte 
von Galilei durch die Huyghensschen Leistungen gegangen, und 
die freie Gravitationsmechanik als die Fortsetzung der Dynamik 
ganz freier Bewegungen ist mehr zur Seite und ohne entscheiden- 
den Einthiss auf die wichtigsten Probleme der combim'rten Art 



geblieben. Auf diese Weise ist es völlig sichtbar, dass die Be- 
ziehungen der Statik und Dynamik die intimste Seite der fort- 
schreitenden Erkenntniss darstellen, und wir werden daher auch 
vornehmlich aus diesem Gesichtspunkt gleich denjenigen Satz auf- 
zufassen haben, au den sich auch übrigens das wesentlichste 
Stück der Principiengeschichte dieser Periode knüpft. Das Gesetz 
von der Erhaltung der lebendigen Kräfte wird aus sehr verschiedenen 
Gesichtspunkten die Grundlage unserer weiteren Darstellung bilden 
müssen. 



Zweites Capitel. 

Princip der Erhaltung der lebendigen Kräfte. 

99. Die Erhaltung der lebendigen Kräfte ist eine Vor- 
stellung, die sich in einen allgemeineren und einen specielleren 
Bestandtheil zerlegen lässt. Der erstere bezieht sich auf das 
Verhältniss von Entstehung und Ausgabe einer Kraftgrösse über- 
haupt und gilt zunächst für den sehr einfachen Fall eines frei 
bewegten, ohne Rücksicht auf seine Dimensionen und seine Eorm 
oderMassenvertheilung, also gewissermaassen als Punkt betrachteten 
Körpers. Der andere Bestandtheil der Vorstellung betrifft eine 
Verbindung von Körpern, welche nur durch einfachen Druck auf 
einander wirken, also etwa, wie im Fall des zusammengesetzten 
Pendels, eine unveränderliche Stange bilden oder durch eine starre 
Linie verknüpft gedacht werden. Sowohl für die allgemeinere als 
die speciellere Gestaltung der Vorstellung hat Huyghens das 
Fundament gelegt. Er hat, wie wir früher (Nr. 62 — 63) aus- 
geführt haben, bei der Lösung der Aufgabe vom Schwingungs- 
mittelpunkt das Princip des Aufsteigens zur Fallhöhe von vorn- 
herein darauf zurückgeführt, dass aus Nichts keine Erhebungs- 
kraft entstehen könne, und dass daher unter allen Umständen ein 
Uebersehuss des Aufsteigens über die der anfänglichen Geschwindig- 
keit entsprechende Fallhöhe ein Widersinn sein würde. Huyghens 
hatte dieses Princip im unmittelbarsten Anschluss an Galileis 
Schema der Entstehung«- und Wirkungsart einer Geschwindigkeit 
im besondern Hinblick auf das Aufsteigen auf schiefen Ebenen 
erfasst und Angesichts seines Problems vom Oscillationscentrum 
dahin erweitert, das? auch die statische Verbindung an dem Inhalt 
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desselben nichts ändern könne. Im verbundenen wie im freien 
Zustande, bei der Drehung um eine horizontale Axe wie ohnedies, 
könnte die Schwere keine vertikale Erhebung bewirken, die nicht 
der Quantität nach in der durch ein gleiches Fallen erzeugten 
Geschwindigkeit ihren Ursprung hätte, Uebrigens bemerkte Huyghens 
auch die allgemeine Tragweite seines Princips, indem er, wie wir 
ebenfalls schon augeführt haben, daran erinnerte, dass es sich 
auch auf Flüssigkeiten anwenden lasse, — ein Wink, den später 
Daniel Bernoulli nicht unbenutzt gelassen hat. 

Nach dieser Erinnerung an die Ausgangspunkte von Huyghens 
können wir behaupten, dass dieser geniale Förderer der Mechanik 
und Mathematik nicht etwa blos deu besondern mechanischen 
Satz, deu er bei der Auffindung des Oscillationsceutrums benutzte, 
sondern auch die so zu sagen philosophische Grundansehauung 
von allgemeinerer Natur und Tragweite erkannt und formulirt 
habe. Die Folgezeit hat bis auf den heutigen Tag für die allge- 
meine, gleichsam logische Wahrheit, die dem Princip inwohnt, 
ebenfalls keinen andern Grund anzugeben vermocht, als dass eine 
Kraft nicht aus Nichts zu entstehen vermöge. Alle Erhaltungsideen, 
die in der neusten Zeit nach der Entdeckung der mechanischen 
Aequivalenzen der Wärmewirkungen hervorgetreten sind, enthalten 
in ihrem innersten Keru nur jenes Urprincip, auf welches sich schon 
Huyghens berief, und dessen Tragweite er schon in einem erheb- 
lichen Umfang abzusehen vermocht hatte. Jedoch hat er sich mit 
der prinzipiellen Erörterung der metaphysischen Seite nicht weiter 
abgegeben. Ihm genügte die gleichsam logische Beglaubigung der 
Vorstellung, und bei der besondern Anwendung sah er in der Be- 
ziehung der Quadrate der Geschwindigkeiten zu den Fallhöhen, 
d. h. in deren Gleichheit mit der doppelten Fallhöhe, natür- 
licherweise nichts weiter als die von Galilei festgestellte Wirkungsart 
der Schwere. Obwohl er die Producte der Massen mit den Qua- 
draten der Geschwindigkeiten zu summiren hatte und die Unab- 
hängigkeit dieser Summe von der Gebundenheit oder Freiheit der 
Bewegung für jeden Zeitpunkt erkannte, so hatte er doch keine 
Veranlassung, jene Art von Producteu mit einem besondern Kunst- 
ausdruck zu bezeichnen. 

100. Durch Leibniz (1646—1716) ist einerseits ein neuer 
Name der bereits vorhandenen Sache current geworden und an- 
dererseits die Versetzung des Gegenstandes mit dem Beiwerk me- 
taphysischer Reflexionen eine Zeit lang in den Vordergrund ge- 
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treten. Es war nur das Echo eines Galileisehen Nebengedankens, 
wenn Leibniz den blossen Druck oder Zug, wie er im statischen 
Verhalten statthat, als „todte Kraft" bezeichnete und der letzteren 
die „lebendige Kraft 14 als Vertreterin der eigentlichen Kraftent- 
wicklung gegenüberstellte. In Nr. 71 haben wir die Galileische 
Idee dargelegt. Uebrigeus ist aber die Keflexion über den Unter- 
schied der blossen Pressung durch ein grosses Gewicht und der 
Wirkuügsgrösse, die durch einen kleinen Stoss entsteht, schon 
vom Alterthum her überliefert und an sich selbst von sehr ge- 
ringer Bedeutung. Erst Galileis Vorstellung von der stetigen 
Häufung der Impulse im Stoss hatte dem Gedanken eine erheb- 
lichere Wendung gegeben, und Leibniz bezog sich auch ausdrück- 
lich 1 ) auf den Ausspruch Galileis, dass sich die Stosswirkung zum 
blossen Druck wie Unendliches zu Endlichem verhalte. Die 
„todte Kraft" Leibnizens, welche sich nur von dem bei Galilei 
vorkommenden peso morto herschrieb, hat vor der Geschichte keine 
Anerkennung gefunden; denn der Sprachgebrauch ist ohne diesen 
Ausdruck weit besser ausgekommen, indem schon das Sprachgefühl 
eine Bezeichnungsart abgewehrt hat, die ausser ihrer Uebertiüssig- 
keit auch noch den Nachtheil hatte, einer falschen Metaphysik 
Vorschub zu leisten. Dagegen ist die Wortcombination „lebendige 
Kraft", jedoch unter Entkleidung von jedem realen Sinn, zu einem 
rein analytischen Kunstausdruck geworden, um das Product der 
Masse mit dem Geschwiudigkeitsquadrat zu bezeichnen. Diese 
völlige Entblössung von einer sachlichen und anschaulichen Vor- 
stellung ist dadurch zu erklären, dass man nicht umhin gekonnt 
hat, mit der nur Vertvimmg stiftenden und stets streitigen, meta- 
physischen Interpretation, bei welcher Leibniz sogar die Entelecbie 
des Aristoteles zu Hülfe gerufen hatte, überhaupt jegliche mehr 
als analytische Vurstellungsart zu verwerfen. 

Der Streit über die sogenannte Kräftemessung, der sich stets 
nur in den Kegionen der metaphysischen Umhüllung der Wissen- 
schaft bewegt und die bereits vorhandenen sachlichen Hauptbe- 
ziehungen, wie die Huygheusschen und Newtouscheii Ergebnisse, 
niemals berührt hat, lässt sich nur aus dem Umstände erklären, 
dass Cartesianische Naturphilosophen , die den sachlichen Inhalt 



*) Im Bpecimen dynamicum etc. zuerst in den Acta Enulit. lilüö. Pertz- 
Gerhardtsche Amg. von Leibniz mathematischen Werken, Bd. VI Halle 1860, 
S. 238. 
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des bereits gewonnenen Wissens nicht kannten oder nicht zu 
würdigen vermochten , eine bequeme Gelegenheit zur Producinmg 
des Scheins einer neuen Kritik und der Widerlegung eines 
Descartesschen Philosophemsboten, über welches schon Huyghens 
hinweggeschritten war. Der letztere grosse Denker hatte es nicht 
der Mühe werth gehalten, die Unzulänglichkeiten, Irrthümer oder 
Zweideutigkeiten der Descartesschen Vorstellungen und Ausdrucks- 
arten besonders zu beleuchten. Leibniz Hess sich diese Gelegen- 
heit nicht entgehen und veröffentlichte ungefähr zwei Jahre nach 
dem Aufsatz über die Differentialrechnung eine Art Berichtigung 
des Cartesius 1 ), derzufolge das, was sich in der Natur erhalte, 
nicht die Bewegungsquantität, d. h. nicht das Product von Masse 
und Geschwindigkeit sei, so dass die Kräfte nicht nach der von 
ihnen hervorgebrachten Geschwindigkeit sondern nach den Quadraten 
der Geschwindigkeiten zu messen wären. Cartesius hatte die 
vage, aber zufällig richtige Idee gehabt, dass die Grösse der Kraft 
im Sinne der Actionsmenge durch das Product von Gewicht und 
Erhebungsraum vorgestellt werde. Er selbst hatte sich aber nur 
mit virtuellen, in statischen Fragen vorkommenden Bewegungen 
beschäftigt und überdies von der Galileischen Dynamik nichts be- 
griffen. Indem nun Leibniz den eignen Satz des Cartesius im 
Hinblick auf die Galileischen Fallgesetze interpretirte , erhielt er 
die Grundvorstellung Descartes' in einer neuen Form. Er sub- 
stituirte dem Cartesischen Product aus Gewicht und Erhebung, 
unter ausdrücklicher Berufung auf Galilei, dasjenige, welches sich 
sofort ergiebt, wenn man bedenkt, dass die Wege den Quadraten 
der bei dem Anfange des Aufsteigens vorhandenen Geschwindig- 
keiten proportional sind. Wenn es, wie Cartesius vorausgesetzt 
hatte, dasselbe ist, das einfache Gewicht zur vierfachen Höhe, 
oder das vierfache Gewicht zur einfachen Höhe zu befördern, so 
folgt hieraus, dass es auch dasselbe ist, das einfache Gewicht mit 
der doppelten und das . vierfache Gewicht mit der einfachen Ge- 
schwindigkeit aufsteigen zu lassen. Es verhalten sich also die 
Wirkimgsgrössen, insofern sie in der Aufbrauchuug und Bethätigung 
gegebener Geschwindigkeiten bestehen und nach dem Weg des 
Gewichts veranschlagt werden, wie die Geschwindigkeitsquadrate. 
Warum aber die adoptirte Cartesische Voraussetzung, dass das 



Brevis demonstratio etc. in den Acta Erudit. 1686. Angef. Ausg. 
der Werke, Bd. VI S. 114. 



Produet von Weg und Gewicht, d. Ii. im heutigen Siune die Ar- 
beit, auch für die Kräfteschätzung lnaassgebend sein solle, wusste 
Leibniz, wie man auch noch speciell aus seinen nachgelassenen 
Piecen sehen kann, nicht weiter als Cartesius selbst aufzuklären. 
Er nahm sogar seine Zuflucht zu den ganz ungeeigneten rein 
statischen Verhältnissen an den einfachen Maschinen. Durch ein 
Missverständuiss dieser statischen Verhältnisse war Descartes dazu 
gelangt, das virtuelle Princip so auszudrücken, dass der Werth 
der Kraft in dem Produet von Gewicht und Erhebung bestände. 
Der dynamische Sinn, der in dieses Produet gelegt werden musste, 
war dem Urheber der allgemeinen Vorstellung fremd geblieben, 
und der spätere Ausleger, der es in diesem neuen Siune nahm, 
wusste wiederum nicht, wie er es nach dieser Sinnesveränderung 
mit tieferen Gründen unterstützen sollte. 

Wenn man die Kraft als vermittelnden Begriff ausmerzt, so 
verschwindet die metaphysisch scholastische Seite der Messungs- 
frage, und es handelt sich um nichts weiter als um die Be- 
stimmung des Quantitativen in den verschiedenen Arten der 
Wirkungen. Die Actionsmenge im Sinne der stetigen Summation 
der elementaren Wirkungsgrössen entspricht dem halben Produet 
aus Masse und Gesch windigkeitsquadrat; aber die Aufhäufung 
einer Geschwindigkeit im Galileisehen Sinne bleibt die einfachste 
Wirkungsgattung, nach welcher man zunächst bei allen Phänomenen 
zu fragen hat. Merkwürdigerweise hat eine gewisse Bizarrerie 
der Geschichte nicht die wirkliche Actionsgrösse, welche dem 
halben Quadrat der Geschwindigkeit entspricht, sondern in Folge 
des Hinblicks auf blosse Proportionalitäten das Produet aus dem 
ganzen Quadrat und der Masse, also die doppelte Actionsgrösse 
zum Kraftrepräsentauten gestempelt. Es würde eine sehr natur- 
gemässe Rückgängigmachung dieses von Leibniz veranlassten Miss- 
griffes sein, wenn es den Schriftstellern, die gegenwärtig das halbe 
Produet als Selbständigkeit hervorhebeil, gelingen sollte, auch eine 
Vertauschung des Sprachgebrauchs einzuleiten. Der Ausdruck 
lebendige Kraft bedeutet so zu sagen nur Massengeschwiudigkeits- 
quadrat, und sollen sich richtige reale Vorstellungen einbürgern, 
so wird mau von Actionsmenge, Arbeit, Energie u. dgl. und 
diesen Begriffen entsprechend von dem halben Produet zu reden 
haben. 

Dieselbe Ungenauigkeit, welche der Leibnizschen Metaphysik 
des Infinitesimalen anhaftet, hat auch in seinen Vorstellungen 



über die Aufbrauchung der Geschwindigkeiten einen Mangel an 
Strenge und eine Zweideutigkeit veranlasst, deren Folgen sich 
zwar nicht in gleicher Weise, wie die falsche Metaphysik des 
Differentialcalcüls, bis heute vererbt, aber doch vielfach dazu bei- 
getragen haben, die naturgeuiässe Fassung der mechanischen Grund- 
begriffe zu erschweren. Leibniz wollte in der That aus einer un- 
endlichen Wiederholung von dein, was er todte Kraft nannte, mithin 
aus einer unbegrenzten Vielheit von statischen Verhältnissen die 
Wirkungsreihe, also in seinem Sinne die Entwicklung der 
lebendigen Kraft hervorgehen lassen. Dies ist nun ungefähr 
dasselbe, wie wenn Jemand eine Linie aus der Häufung unendlich 
vieler ausdehinmgsloser Funkte begreifen wollte. Das Element 
der Actionsgrösse oder lebendigen Kraft ist selbst eine während 
des Zeitelements dauernde Action und entspricht dem Froduct aus 
der Bewegungsquantität mit dem Differential der Geschwindigkeit. 
Leibniz hat niemals streng und unzweideutig den Satz berück- 
sichtigt, dass auch im Unendlichkiemen eine die Kräfteverhältnisse 
ändernde Actionsentwickluug stattfindet. Seine unbestimmten und 
doppelseitig schwankenden Wendungen haben ihn bald das Eine, 
bald das Andere aussprechen lassen, ohne dass hiebei jemals eine 
entschiedene, auf dein Bewusstsein der auszuschliesseuden Wider- 
sprüche beruhende Vorstellungsart zu Tage getreten wäre. 

Neben der eigentlichen Kräftemessung bilden die Erhaltungs- 
Ldeen einen relativ selbständigen Gedankenkreis. In dieser Be- 
ziehung ist mm Leibniz dem allgemeinsten Motiv von Huyghens, 
nämlich dem Satze gefolgt, dass eine Action nicht aus Nichts ent- 
stehen könne. Die Benutzung dieses Grundes lag dem Deutschen 
Philosophirer um so näher, als er sich ja speciell mit der Um- 
arbeitung des Spinozischen Causalitätsgesetzes und der Formuliruug 
desselben als eines Satzes vom zureichenden Grunde beschäftigte. 
Ausserdem betonte er die Stetigkeit, deren Begriff in der strengen 
mathematischen Anschauung der Naturphänomeue unvermeidlich 
ist, und über welche schon Galilei sehr zutreffend gedacht hatte. 
Indem Leibniz die Galileische Zerlegung des Stosses in eine Un- 
endlichkeit von Elementarimpulseu adoptirte und dieselbe mit den 
Feststellungen der Stossgesetxe durch Huyghens uud Andere 
combinirte, gelangte er zu der Fixirung der naheliegenden all- 
gemeinen Vorstellung, dass die Entwicklung der lebendigen Kraft 
immer mit einer Aufzehrung des Wirkenden an einem Wider- 
Stande verbunden sei. Hieran schloss sich für den Stoss die 
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logische Consequenz: „Was durch die kleinen Theile absorbirt 
wird, gehe keineswegs absolut für das Universum verloren, obwohl 
es für die Gesammtkraft der zusammenstossendeu Körper verloren 
geht" J ). Diese Folgerung ist rmter denen, die auf dem Wege der 
Leibnizschen Metaphysik lagen, wii-klich die beste unter den mög- 
lichen gewesen; denn obwohl sie keineswegs eine Vorwegnähme 
der heutigen Anschauungsweise war, so enthielt sie doch zufällig 
eine Wahrheit, die sich gegenwärtig aus der Mechanik der Wärme 
besser nachweisen lässt. Auch dürfen wir nicht vergessen, dass 
Leibniz die Kräfte für Substanzen im metaphysischen Sinne dieses 
Worts ansah, und dass es ihm auf diese Weise leicht wurde, die 
Unverlierbarkeit derselben zu behaupten. Die unzutreffende Meta- 
physik hatte also hier mehr Antheil gehabt, als etwa die logische 
Consequenz eines in quantitativer Bestimmtheit genommenen Causali- 
tätsgesetzes oder, mit andern Worten, eines Satzes vom zureichenden 
Grunde der Quantitäten. 

101. Johann Bernoulli (1667—1748) ist unter den be- 
rühmteren Mathematikern derjenige, dessen Denkungsart praktisch 
und theoretisch der Leibnizschen am meisten verwandt war, und 
der es sich auch besonders angelegen sein liess, die fraglichen 
metaphysischen Ideen zur Geltung zu bringen. In seiner bekannten 
Preis abh and lung von 1723 über die Mittheilung der Bewegung 
definirt er die lebendige Kraft als „diejenige, welche in einem 
Körper residirt, wenn er in gleichförmiger Bewegung ist" 2 ). Man 
sieht, dass zwar nicht gesagt ist, die Bewegungsquantität oder 
Trägheitsbeweguug einer Masse sei die lebendige Kraft, wohl aber, 
dass sie dieselbe enthalte. Die Bewegungsquantität ist als Ur- 
sache einer Actionsmöglichkeit gedacht, die sich im Falle des 
Widerstandes verschiedentlich verwirklichen kann; aber dieser all- 
gemeine Gesichtspunkt trifft auch bei einem ruhenden Körper zu, 
der zur Keaction veranlasst wird. Dennoch wird man im letzteren 
Falle keine lebendige Kraft voraussetzen, da ja die Geschwindig- 
keit und mit ihr das fragliche Product Null ist. Ferner sagt 
J. Bernoulli von der lebendigen Kraft: „Sie ist äquivalent dem- 



l ) Schlussworte des erst neuerdings gedruckten, aus der Zeit des Streits 
mit den Oartesiancrn herrührenden Aufsatzes Essai de dynamique etc. Angel 
Ausg. der Werke, Bd. VI S. 231. 

*) Discours sur les lois de la commuuication du niouveinent, Oper a, 
4 Bde., Lausaune 1742, Bd. III, Gap. 3 S. 23. 
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jenigen Theil der Ursache, welcher sich in ihrer Hervorbringung 
aufzehrte (s'est consurnäe en la produisaut)" J ). Bei der allge- 
meinen Ursache ist hier an eine Naturkraft überhaupt gedacht 
und ihr die besondere, quantitativ begrenzte Action gegenüberge- 
stellt. Nachdem davon die Rede gewesen, wie jeder elementare 
Verlust einer elementaren Mittheilung entspreche, heisst es 2 ): 
„In dieser Gleichheit besteht die Erhaltung der Kräfte der in 
Bewegung befindlichen Körper." Ueberhaupt wird die Gleichheit 
von Ursache und Wirkung in Bezug genommen, und wir dürfen 
uns daher nicht überrascht finden, wenn J. Bernoulli 3 ) gradezu 
erklärt: Es würde das Gesetz der Erhaltung der lebendigen Kräfte 
verdunkeln heissen, wenn man es zu beweisen versuchte. 

Die Voraussetzung von Leibniz, dass es in der Natur keine 
strenge Ruhe gäbe, führte bei J. Bernoulli auf einen bemerkens- 
werthen Abweg. Er stellt sich nämlich vor, dass der ruhende 
Körper fortwährend im Bestreben (effort) begriffen sei zu fallen, 
und dass er unendlich kleine Geschwindigkeitsgrade erhalte, die 
aber im Entstehen vergehen und im Vergehen wiederentstellen 
(perissant en naissant et renaissent en perissant) 4 ). Em solcher 
Process, in welchem der Begriff des Unendlichkleinen eine unzu- 
treffende Rolle spielt, ist natürlich kein Antagonismus wirklicher 
sehr kleiner Oscillationen, sondern, nur die Formel eines unverein- 
baren Widerspruchs. 

Während Johann BernoulU die innern Vorgänge und meta- 
physischen Betrachtungsarten nach dem Vorgange von Leibniz in 
den Vordergrund stellte, begann sein Sohn Daniel Bernoulli damit, 
die allgemeinen metaphysischen Gesichtspunkte für sehr gleich- 
gültig zu erklären und sich ausschliesslich an die Huyghenssche 
Form des Conservationsgesetzes, also an die Gleichheit des Fallens 
und Aufsteigens zu halten, die ohne Rücksicht auf die Freiheit 
oder Gebundenheit stattfände. Der Vater hatte in dem Huyghens- 
schen Satze nur eine Folge des allgemeinen Princips der Erhal- 
tung der lebendigen Kräfte gesehen, welches er eines eigentlichen 
Beweises gar nicht für bedürftig oder fähig hielt. Daniel Bernoulli 
wollte sieh dagegen dos Huyghensschen Princips ebenso wie der 
Urheber desselben bedienen, um seine hydrodynamischen Aufgaben 
zu lösen, und es kam ihm sogar darauf an, den Engländern oder 



*) Ibid. Cap. 5 Nr. 8 S. 36. 2 ) Ibid. Nr. 8 S. 38. 

s ) Ibid. Cap. 10 Nr. 1 S. 5(1 *) Ibid. Cap. 5 Nr. 2 S, 35. 



andern Gegnern der Leibnizschen Wendungen und Redeweisen 
gegenüber auf den reinen Huyghensschen Gedanken zurückzu- 
kommen. Er war der Ansicht, dass man in der Hauptsache 
überall einig sei, und dass die impraktischen Differenzpunkte in 
der Vorstellungsart die Mühe des Streits nicht lohnten. 

In den Präliminarien seiner Hydrodynamik, welche die gemein- 
samen Principien der Hydrostatik und Hydraulik beleuchten sollen, 
erklärt er, das vorzüglichste der von ihm gebrauchten Principien 
sei das der Erhaltung der lebendigen Kräfte, oder wie er sage 
„der Gleichheit zwischen dem thatsächlichen (actuellen) Herab- 
steigen und dem möglichen (potentiellen) Aufsteigen." Er wolle 
durch diese Ausdrucksart den Anstoss bei denen vermeiden, welche 
durch das Wort lebendige Kraft aufgeregt würden. An derselben 
Stelle 1 ) giebt er kurz und treffend die geschichtlichen Haupt- 
momente der Entwicklung des Princips an. Er kennt den Zu- 
sammenhang zwischen Galilei und Huyghens und zeigt in den 
Worten des letztem die vollständige Formulirung des Princips. 
Unter Berufung auf seine eiuschlagende Petersburger Akademie- 
abhandlung (Bd. I dieser Verhandlungen S. 131 fg.) behauptet er 
resüniireud, dass in der ganzen Leibnizschen Doctrin eigentlich 
nichts sei, was nicht auch Alle thatsächlich in ihrer eignen 
Sprechweise hätten. Hiemit sieht er von der Vorstellungsart ab 
und hält sich nur an den mechanischen Satz der Gleichheit des 
thatsächlichen Fallens und des möglichen freien, von der Ver- 
bindung gelösten Aufsteigens der Körper, wie sie von Huyghens 
im Hinblick auf das zusammengesetzte Pendel vorausgesetzt 
worden war. 

In einem zehn Jahre nach der Hydrodynamik unter den 
Abhandlungen der Berliner Akademie veröffentlichten Aufsatz mit 
der Ueberschrift „Bemerkungen über das, in einem allgemeinen 
Sinne genommene Princip der Erhaltung der lebendigen Kräfte" 2 ) 
redet D. Bernoulli von einem grossen Princip der Natur, be- 
schränkt sich aber auch hier, ohne in die Gründe desselben ein- 
zugehen, auf eine Bewährung desselben in erweiterten Anwen- 
dungen. Er behandelt dort gauz allgemein den Fall der gegenseitigen 
Attraotionskräfte, die sich nach einem beliebigen Gesetz mit der 
Entfernung ändern. Das principiell Wichtigste tat hiebei der 



>) D, Bernoulli Hydrodynamica, 1738, Sect. I § 18 fg. 
■) Histoire de l'Äcademie de Berlin, für 1748, S. 356 fg. 



Uebergang von der constanten Kraft zur veränderlichem Die 
Proportionalität der Geschwindigkeitsquadrate mit den Wirkungs- 
räuraen war ja von dorn gewöhnlichen Fallschema, also von dem 
Beispiel einer constanten Kraft abstrahirt worden, und es musste 
mathematisch gezeigt werden, dass auch die Actionsmenge der 
nicht constanten Kraft dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional 
sei uud mit dem zurückgelegten Weg, d. h. der gegenseitigen 
Annäherung der einander anziehenden Massen in Beziehung stehe. 

Anwendungen der Priucipieii sind keine Analysen derselben. 
Ans diesem Grunde hat der vielfache Gebrauch, den D. Bernoulli 
in seiner Hydrodynamik von dem Satz der Erhaltung der leben- 
digen Kräfte macht, für uns kein besonderes Interesse. Von 
Wichtigkeit ist höchstens die Art und Weise, in welcher das 
Princip eingeführt wird. Es bleibt durch das ganze Werk hin- 
durch eingestandenermaassen eine unmittelbare Voraussetzung, von 
deren Berechtigung keine zergliedernde Rechenschaft gegeben 
wird. Die Form, unter der es erscheint, ist beständig die Vor- 
stellung, dass die potentielle Erhebung (ascensus potentialis) dem 
actuellen Fall einer Flüssigkeitsmasse gleich sein müsse. Iii 
dieser Gestalt dient es dazu, die Gesetze des Ausfliessens und der 
Oscillationen der Flüssigkeiten festzustellen. Natürlich bemerkt 
D. Bernoulli, dass wie bei dem Stoss auch in diesen Fällen ein 
grösserer oder geringerer Verlusl au lebendiger Kraft physikalisch 
unvermeidlich sei, und dass die experimentellen Ungleichheiten 
zwischen dem Aufsteigen und dem Fallen zum Theil auf diese 
Absorption der lebendigen Kraft durch die Tenacität der Theilchen 
zurückzuführen seien. Im letzten Abschnitt seines Werks rechnet 
D. Bernoulli mit den auf eine gemeinsame Richtung bezogenen 
Bewegungsquantitäten ganz zutreffend. In der vorletzten (zwölften) 
Section war er überhaupt zur Erkenntniss der statischen Be- 
ziehungen innerhalb des Gebiets hydraulischer Verhältnisse ge- 
langt und hatte diese, ihm beim ersten Niederschreiben der früheren 
Partien des Werks noch nicht klar gewesenen Auffassungsarten 
als eine neue Statik und, wie er sie auch nennt, Hydrauliko- 
Statik eingeführt. Wir erwähnen diese Umstände nur um des 
Gegensatzes willen, in welchem sie zu der durchgängigen unmittel- 
baren Anwendung des Erhaltuiigsprincips stehen. Dieses letztere, 
welches namentlich im siebenten und achten Abschnitt seine be- 
merkbarsten Dienste leistet und dort auf die verwickeiteren Be- 
wegungen aus GefässöÜnungeu angewendet wird, hätte in seinen 



innersten Gründen aufgefasst werden können, wenn die Aufhäufung 
und Erschöpfung- von Bewegungsquantitäten, also die auf die 
Elemente der Vorgänge bezüglichen, sich an die Statik anlehnen- 
den Verhältnisse der Pressungsveräuderungen von vornherein zum 
principiellen Ausgangspunkt gemacht worden wären. Man ver- 
gleiche in beiden Beziehungen, d. h. für das Raisounement aus 
den Bewegungsgrössen und für dasjenige aus den lebendigen 
Kräften besonders § 17 der letzten und § 3 (regula II) der achten 
Section. Ein besonderes Eingehen auf diese Anwendungen würde 
uns des speciellen, hydrodynamischen Gegenstandes wegen zu 
weit auf erläuternde Hülfserörteruugen ablenken. 

102. Das Huyghenssche Princip der Erhaltung bezog sich 
nicht auf ein einzelnes bewegtes Object, sondern auf ein statisch 
verbundenes System. Es enthielt mithin eine Idee mehr, als wir 
bis jetzt untersucht und besonders in der Leibnizsehen Auffassung 
vertreten gefunden haben. Es schloss den Gedanken ein, dass 
die blos statischen Pressungen zwar die Vertheiluug, aber nicht 
die Gesammtsumme der Kräfte zum Aufsteigen alteriren. Der 
Schwerpunkt der z. B. im zusammengesetzten Pendel vereinigten 
Körper, die in Verbindung gefallen sind und um -erblinden nun 
wieder vermöge der erlangten Geschwindigkeit in die Höhe ge- 
trieben werden, steigt wieder zur ursprünglichen Höhe auf. Die 
Möglichkeit des Aufsteigeus wird von Huyghens nach seinem 
Princip auf zweifache Weise gedacht. Sie drückt sich nämlich 
einerseits durch die einzelnen Producte aus Gewicht und Höhe 
oder Masse und Gesell windigkeitsquadrat aus, und andererseits 
wird die Summe dieser einzelnen Producte als die Gesammtkraft 
des Aufsteigeus gefunden, wenn man die Bewegung des Schwer- 
punkts auf die gewöhnliche Art nach der Bewegung der einzelnen 
Massen bestimmt. Wird nun das Princip vorausgesetzt, so gilt 
die nämliche Producteusumme für beide Kraftvorstellungen, oder 
mit andern Worten, es ist die lebendige Kraft des Systems trotz 
der statischen Gebundenheit für jeden beliebigen Augenblick 
dieselbe, als die Summe der lebendigen Kräfte seiner einzelneu, 
als frei vorausgesetzten Theile. Sehr häufig wird das Princip 
der Erhaltung der lebendigen Kräfte grade im Hinblick auf diese 
Gleichgültigkeit einer statischen Wechselwirkung der Kräfte ver- 
standen. Die Intervention dieser statischen Wechselbeziehung hindert 
nicht die Erhaltung derselben Menge lebendiger Kraft, — dies ist 
die zweite Idee, auf welche alle diejenigen den Ton legen, welche 



in ihren Vorstellungen vornehmlich den Huyghensschen Grund- 
lagen folgten. Man muss gestehen, dass für die Erweiterung der 
mechanischen Erkenntnis» dieser zweite Bestandtheil des Princips 
die grössere Wichtigkeit hat, und eine tiefere Untersuchung wird 
auch zeigen, dass es streng genommen gar kein Actionsverhältniss 
von zwei Kräften geben könne, bei welchem nicht schon in einem 
gewissen Sinne die Frage entstünde, wie die statischen Be- 
ziehungen, die der Entwicklung der Kräfte als gleichsam voran- 
gehend gedacht werden können, diese Kräfteentwicklung selbst be- 
einflussen oder für dieselbe gleichgültig bleiben. Selbstverständlich 
sind diese statischen Beziehungen in jenem allgemeineren Sinne 
zu verstehen, in welchem die innere Spannung oder Pressung für 
einen dauerlosen Zeitpunkt, oder wie man sonst dieses Verhältniss 
der innern Beziehung nennen möge, vollkommen genügt, um die 
der Bewegungsentwicklung vorangehenden Kräfteverhältnisse zu 
kennzeichnen. Das eigentliche Gleichgewicht besteht dagegen iu 
der dauernden Gleichheit solcher, sonst nur als streng momentan 
betrachteten innern Spannungen oder Druckintensitäten. 

Die Zergliederung, welche die Huyghenssche Anwendung des 
Princips auf die Aufgabe vom Schwingiingsmittelpunkt besonders 
durch Jacob Bernoulli erfahren hat, kann für dieses Princip selbst 
Zweierlei lehren. Erstens hat sie gezeigt, wie schwierig es ge- 
wesen, die tiefern Gründe der Gleichgültigkeit der statischen Be- 
ziehungen nach den gewöhnlichen mechanischen Grundsätzen sicht- 
bar zu machen, und zweitens hat sich aus ihr ergeben, dass, sobald 
über die statische, d. h. streng momentane Gestaltung der Kräfte- 
verhältnisse entschieden ist, die sich anschliessende Entwicklung 
der in dieser Art geordneten Kräftegruppe zu eiuer Actionsmenge 
keine andere Idee erfordert, als das gewöhnliche Galileische Schema 
der Kräftebethätigung. Auf diese Weise ist so zu sagen das 
Problem der Zusammensetzung lebendiger Kräfte mit Rücksicht 
auf die Massen vermöge beliebiger Verbindungen gelöst und so 
zugleich die Grundlage für ein neues Princip der vereinigten Be- 
handlung der Statik und Dynamik, zunächst aber der Auflösung 
dynamischer Probleme nach dem Schema statischer Beziehungen 
gewonnen worden. Was d'Alembert später in einer besondern 
Regel formulirte, ist im Wesentlichen schon in Jacob Bernoullis 
Zergliederung vorgebildet gewesen, und der tiefere Grund dieser 
Portschritte hat darin gelegen, dass man das statische Bindeglied 
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ihre statische Combinationsart, vereinigen und auf diese Weise die 
Gesamnitbewegimgen entwickeln zu können. 

103. Schon Nr. 62 haben wir die Einwendungen gegen die 
Huygbenssche Lösung vom Schwiüguugspunkt berührt, durch welche 
Jacob Beruoulli zu wiederholten und schliesslich gelingenden Zer- 
gliederungsversuchen veranlasst wurde. Er ist der älteste jener 
Faiuiliengruppe, die an der Geschichte der Mathematik und 
Mechanik einen so erheblichen Antheil genommen hat. Obwohl 
sein Leben (1654 — 1705) schon ein Jahrzehnt vor demjenigen von 
Leibniz endigte, so hat er doch in der Hauptfrage, die wir hier 
behandeln, die sachlich wichtigste Wendimg durchgeführt. Von 
seinem jüngern Bruder Johann, den er zuerst in den Bahnen der 
Mathematik dirigirte, unterschied er sich im Allgemeinen und be- 
züglich unserer Frage dadurch, dass er sich fast gar nicht um die 
Verschiedenheit metaphysischer Vorstellungsarten , wohl aber um 
die Zurückführimg der Thatsachen uud der formal noch unvoll- 
ständigen Lösungen auf die einfachen Principien der gewöhnlichen 
Mechanik bemühte. In diesem Sinne ist grade er derjenige ge- 
wesen, welcher über den Huyghensschen Satz und namentlich über 
die Erhaltung der lebendigen Kräfte, welche trotz der statischen 
Verbindungen stattfinde, das meiste Licht verbreitet hat. Die 
Aufgabe vom Schwinguugspunkt war von Huyghens vermittelst des 
Priucips des gleichen Aufsteigens gelöst, und es kam nur darauf 
an, an die Stelle dieser noch immer dein Zweifel Raum gebenden 
Methode, eine Ableitungsart zu setzen, welche au die ersten und 
bekannten Principien der Mechanik unmittelbar anknüpfte und des 
Erhaltungsprincips in der statisch complicirten Form gar nicht 
bedürfte. Gelang eine solche Ableitung, so war hiemit still- 
schweigend auch das Huyghenssche Princip selbst bewiesen, und 
es hätte demgemäss der Satz von der Erhaltung der lebendigen 
Kräfte auch fortan nicht als ein Asiom, sondern als ein beweis- 
barer Lehrsatz gelten müssen. Doch wie schon gesagt, hat Jacob 
Bernoulli selbst sich auf solche Bestimmungen uud methodische 
Erörterungen gar nicht eingelassen, und es ist, wie wir aus dem 
späteren Verfahren Daniel Beraoullis und Anderer wissen, der 
Satz von der Erhaltung ohne Weiteres als ein unmittelbares 
Hülfsmittel und mithin das Princip des gleicheil Aufsteigens auch 
ferner vielfach wie ein Axiom gebraucht worden. Jacob Bernoullis 
unmittelbare Absicht ging auch in der That gar nicht darauf aus, 
in erster Linie ein neues Princip abzuleiten, sondern richtete sich 
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ganz einfach auf eine directere Lösung der Aufgabe vona Os- 
eillationscentriun. 

Der erste Schritt zu dieser directereu Lösung war noch mit 
einem erheblichen Irrthum verbunden, und es ist nur der allge- 
meine Gedanke, der hier vou vornherein einen Werth hat im 
auch später der leitende Gesichtspunkt blieb. Die verworrene 
und fehlerhaften Einwendungen, die ein Abt Catelan 1681 — 8 
gegen Huyghens gemacht hatte, und die zu einer Art Controvers 
führten, veranlassten Jacob Bernoulli, sich zu betheiligen und 
sogar zunächst eine Demonstration vorzubringen, die, obwohl in 
ihrer Fassung sehr ungewiss gehalten, dennoch gegen die Richtigkeit 
der Huyghensschen Lösung zu sprechen schien. In d*em betreffen- 
den Aufsatz ] ), welcher über den Streit berichtet, giebt Jacob 
Bernoulli seine im Princip richtige, in der Anwendung aber 
falsche Ableitungsart der Geschwindigkeit des zusammengesetzten 
Pendels aus den Geschwindigkeiten seiner Theile. Er denkt sich 
in der einfachsten Weise an der starren, um die Axe rotirende 
Linie in verschiedenen Entfernungen vom Aufhängungspunkt zwe' 
gleiche Körper angebracht und geht nun davon aus, dass die Ge 
schwindigkeit, welche das so combinirte Pendel haben werde, 
zwischen denjenigen Geschwindigkeiten zu suchen sein müsse, 
welche die einzelnen Körper annehmen würden, wenn sie für sich 
allein, d. h. ohne dass der eine mit dem andern verbunden wäre, 
zu schwingen hätten. Für sich allein würde der dem Aufhängungs- 
punkt nähere einen schnelleren Antrieb erfahren, der entferntere 
aber sich für sich allein langsamer bewegen, wie dies der Schwere- 
wirkimg bei einfachen Pendeln gemäss ist. Nun könne aber die 
Schwere um der Combination willen nicht au jedem Körper die 
sonst entstehende Geschwindigkeit ohne Abzug oder ohne Zusatz 
ertheilen. An dem näheren Körper könne sie nichts ausrichten, 
ohne zugleich von hier aus auch auf den entfernteren mitwirken 
zu müssen. An dem entfernteren selbst wirke sie aber unmittel- 
bar nur so, dass sie eine Geschwindigkeit ertheile, die für sich 
allein dem Gange des näheren nicht übereinstimmend folge, sondern 
eine Verzögerung entgegensetze, und daher eines ergänzenden An- 
triebs durch ITebertragung von dem näheren Körper her bedürfe. 
Die Antriebe der Schwere setzten sich also in eine Art von 



l ) Jac. Bernoulli Opera, 2 Bde., Gent' 1744; Bd. I Nr. 33 S. 277 fg. 
(Auch in den Acta Erud. Juli 1086.) 



Gleichgewicht, und man könne diese Mittheilung wohl so be- 
trachten, wie wenn sich Gewichte an einem Hebel balancirten. 
Der feste Punkt au der Axe und die beiden Körper an der unbieg- 
sainen Linie formirten einen Hebel. Was der eine Körper, unver- 
buuden als einfaches IVndel gedacht, an Geschwindigkeit erlangen 
würde, erleidet durch die Verbindung einen Abzug oder Verlust, 
und der entferntere Körper erfährt einen Zusatz oder Gewinn. 
Verlust und Gewinn geschehen aber dadurch, dass sich die Kräfte 
am Hebel ins Gleichgewicht setzen. Sie müssen daher einander 
aufwiegen, wenn man ihn- Wirkungsverhältuisse am Hebel, d. h. 
nach Maassgabe der Distanzen vom Aufnängungspunkt, in An- 
schlag bringt. 

Dieses Kaisuniiement war im Allgemeinen nicht nur richtig, 
S&lidern auch höchst aufklärend; aber es enthielt einen fälschenden 
Gesichtspunkt, deu wir absichtlich in der Allgemeinheit der Aus- 
drücke verdeckt haben; - es hatte nämlich durch weg die während 
einer bestimmten Zeit aufzuhäufenden Geschwindigkeiten vor Augen, 
bei denen von einem unmittelbaren statischen Verhältuiss nicht die 
Rede sein kann. Was sich wirklich ins Gleichgewicht setzt, sind 
die verschiedentlich bestimmten elementaren Antriebe der Schwere, 
nicht aber die weiteren Ergebnisse ihrer Gesehwindigkeitsproduetionen 
nach einem endlichen Zeitverlauf. Nicht eigentlich die Geschwindig- 
keiten, sondern die bewegenden Kräfte oder, was dasselbe ist, ihre 
in den nueudlich kleinen Geschwindigkeiten, die sie erzeugen 
würden, enthaltenen Maasse treten zu einander in die durch den 
Hebel bestimmte statische Beziehung und Ausgleichung. 

104. Die eben erwähnte Verwechselung der endlichen Ge- 
schwindigkeiten mit den Bestandteilen der für einen Augenblick 
zu untersuchenden statischen Verhältnisse wurde von l'Hopital in 
einem Brief 1 ) an Huyghens aufgedeckt und hieran eine Lösungsart 
der Aufgabe geknüpft, welche das Princip Jacob Beruoullis, dass 
sich die Kräfte wie an einem Hebel ins Gleichgewicht setzen, an- 
erkannte und zu Grunde legte. L'Hopital verfuhr jedoch noch 
nicht ganz direct, indem er zunächst zwischen zwei Körpern den 
Schwiugimgsmittelpunkt ermittelte, dann dieselben in ihm vereinigt 
dachte und nun zu einem dritten Körper überging, um zwischen 
ihm und dem bereits gefundenen Centrum ein neues zu bestimmen. 



') Abgedruckt in den angef. Werken Jacob Beruoullis Bd. 1 Nr. 43 
Lettre etc.) S. 454 fg. (.aus Histoiro des ouvrages des savants, Juni 1690.) 
r>ü bring, Guachiclite der Mechanik. 16 
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Obwohl dieses Verfahren richtig ist, so enthält es doch eine Vor- 
aussetzung, die nicht ganz einfach ist, und bei welcher man sich 
nach weiteren Gründen umsieht. Die Strenge der Ableitung er- 
fordert nämlich, dass man nicht als zugestanden annehme, es 
müsse sich der Schwingungspunkt des gesammten Systems dadurch 
finden lassen, dass man, wie z. B. bei der Aufsuchung des Schwer- 
punkts, erst zwei Körper oder Systemtbeile für sich betrachte und 
dann dieselben wie einen Körper ansehe, der im Üseillationscentrain 
seinen Ort habe, um dann diese so vereinfachte Combination in 
Beziehung zu einem dritten Körper oder Systemtheil auf die gleiche 
Weise zu behandeln. Abgesehen von diesem Umstände, der aller- 
dings nur eine Nebensache ist, war mit der l'Hopitalschen Ver- 
besserung des Lösungsprmeips von Jacob Bernoulli der Gegenstand 
im Wesentlichen erledigt. Ueberdies war die l'Hopitalsche Aus- 
einandersetzung, die sich nicht Mos im Allgemeinen, sondern in 
einfachen Zahlenbeispielen bewegte, recht klar ausgefallen. Die 
„Bemerkungen" *), welche Huyghens selbst an den ihm zur Ver- 
öffentlichung anheimgegebenen Brief l'Hopitals knüpfte, bekunden 
nur, dass er trotz der Anerkennung der Richtigkeit des Resultats 
die Methode dennoch für dunkler hielt, als seine eigne Berufung 
auf die Erhaltung der aufsteigenden Kraft (force ascensionelle). 
Jedoch ist interessant, dass er in diesen Bemerkungen das Princip 
der Erhaltuug der Kraft zum Aufsteigen auch so formulirt, dass 
er unmittelbar die aus deu Geschwindigkeitsquadraten zusammen- 
gesetzten Summen als sich gleichbleibend hinstellt. Uebrigens 
wollte er offenbar von seinem Princip, welches sich auf endliche 
Grössen bezog, nicht zu Guusten eines Raisounements ablassen, 
welches die Zergliederung seines Grundsatzes nur um den Preis 
des Zu ruck gleite ns auf unendlich kleine, dem Entstehungsmoment 
augehörige Gesch windigkeiten und Bewegungsquantitäteii bewerk- 
stelligte. Auch die Vorstellung von dem Verlust und Gewinn in 
der Uebertraguug der Antriebe der Schwere nach Maassgabe des 
Hebels erschien ihm .nicht deutlich genug. 

Ungefähr ein Jahr später (Juli 1691) veröffentlichte Jacob 
Bernoulli eine neue Darstellung seiner Lösungsmethode 2 ) „aus dem 



J ) Ibid. Nr. 44 S. 458 fg. (aus derselben Quelle und von demselben 
Datum). 

a ) Ibid. Nr. 45 Demonstratio centri oscillationis ex natura' vectis, 
S. 460 fg. (aus den Acta Erud. Juli 1691). 
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Wesen des Hebels" mit Kücksicht auf die l'Hopitalsche Ver- 
besserung seines Irrtimms und in einer solchen Allgemeinheit, dass 
hiebei die Notwendigkeit fortfiel, immer je zwei Körper zusammen- 
zufassen. Diese Skizze erhielt aber erst nach einer Reihe von 
Jahren eine Ausführung in der Gestalt umfassender und das 
Problem iu seiner grössten Allgemeinheit behandelnder Aufsätze. 
Diese ausführlicheren Darlegungen ') von 1703 und 1704 be- 
schränken sieb nicht auf Körper, die an einer Pendellinie vereinigt 
gedacht werden, sondern fassen, wie es auch Hityghens schon ge- 
than hatte, einen schwingenden Körper von beliebiger Gestalt, d. h. 
überhaupt ein oseillirendes System ins Auge. Auch wird die 
(zufällige) Einerleiheit des Mittelpunkts des Stosses mit dem 
Sckwingungsmittelpunkl in der letzten Abhandlung besonders nach- 
gewiesen. Doch gehen uns hier die ziemlich leichten Verallge- 
meinerungen nicht besonders an. da der Hauptpunkt die Einführung 
der statischen Kräftevertheilimg ans dem Gesichtspunkt des Hebels 
in das dynamische System gewesen war, und da dieses Princip, 
mit dem statischen Gewinn und Verlust an Kraft für die ver- 
schiedenen Punkte zu rechnen, von vornherein trotz der Irrthümer 
als wichtigstes Fundament zu Grande gelegen hatte. Ausserdem 
darf aber nicht unerwähnt bleiben, dass der Verfasser hier zum 
ersten Mal das Huyghenssche Princip selbst, nämlich die Gleichheit 
des Aufsteigens des Schwerpunkts mit dem Fallen und zwar bei 
dem isolirteu Aufsteigen der Körper nach Lösung der bei dem 
Fallen wirksam gewesenen Verbindung, ausdrücklich als eine Not- 
wendigkeit ableitete und auf diese Weise aus dem früheren Postulat 
einen mechanisch erwiesenen Satz machte. Eine besondere Schwierig- 
keit war mit dieser Nachweisung nicht mehr verbunden gewesen, 
seit die Wirksamkeit der Kräfte am Hebel den leitenden Gesichts- 
punkt gebildet, und seit FHopital die elementaren Antriebe der 
Schwere als die eigentlichen Gegenstände der statischen Aus- 
gleichung ins Auge gefasst hatte. Hiedurch hatte man nämlich 
'Iii' Beziehungen der Kräfte für den Augenblick, uud es kam nur 
darauf an. die sich häufende Wirkung dieser Beziehungen für eine 
beliebige endliche Zeit festzustellen. Dies war aber nur Sache der 
Rechnung nach Maassgabe des gewöhnlichen Schema der Kräfte - 
entwickluug. Mathematisch geredet, war uichts weiter zu thun. 



') Ibid. Bd. II Nr. 98—100 S. 930—53 (aus Histoire de l'Acad. des 
Sciences de Paris, für 1703 uud 1704). 

16* 
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als zu der Differentialgleichung der Bewegung, die mau durch das 
Princip der statischen Ausgleichung gewonnen hatte, die integrirte 
Form anzugehen. Jacob Beruoulli verfuhr hei halh geometrischer 
Veranschaulichung wesentlich analytisch, und auch nur auf Grund- 
lage der neuen infinitesimalen Vorstellungsarten war es überhaupt 
möglich geworden, die Huyghenssche Lösung, die einen vor- 
herrschend synthetischen Charakter hatte und sieh an die endlichen 
Beziehungen hielt, gehörig zu zergliedern und so gleichsam die 
constitutiven Elemente des Huyghensschen Princips zu ermitteln. 
Es ist daher auch nicht auffallend, dass grade l'Hopital, also der 
Verfasser der „Analyse des infiniment petits", der seine Aufmerk- 
samkeit und sein Geschick besonders in der Handhabung der un- 
endlich kleinen Grössen ausbildete, den betreffeuden Fehlgriff Jacob 
Bernoullis zuerst bemerkte und durch eine haltbare Betrachtimgsart 
verbesserte. Dieser Schritt war eüi ausserordentlich wichtiger; den" 
er lehrte erst den Gegenstand kennen, auf dessen Gleichgewicht 
man zu achten hätte. Trotzdem kann er in seiner Bedeutung nicht 
mit der Tragweite des ursprünglichen Gedankens verglichen werden, 
durch welchen Jacob Beruoulli das gewöhnliche Gleichgewicht am 
Hebel als dasjenige in Frage brachte, welches auch in der Ent 
wicklimg der bewegenden Kräfte den Schlüssel zum Verstäudniss 
der Erscheinungen liefern müsste. 

105. Wir wollen daher noch schliesslich die bestimmtere 
Gestaltung angeben, in welcher sich Jacob Beruoulli den Vorgang 
der statischen Ausgleichung zuletzt zu denken vermochte. Halten 
wir hiebei der Einfachheit wegen an den zwei gleichen Körpern 
fest, wie sie auch l'Hopital vor Augen hatte, und nehmen wir 
sogar das bestimmte Zahlenbeispiel des letzteren zu Hülfe. Der 
entferntere Körper hat vou dem Aufhängungspuukt einen viermal 
so grossen Abstand, als der nähere, aber ebenfalls auf derselben 
Seite befestigte. Die starre Linie werde in einer beliebigen Lage, 
und zwar am einfachsten, wie l'Hopital thut. im Anfang der Be- 
wegung betrachtet. Die Antriebe der Schwere, auf die möglichen 
und gleichen Richtungen der zu der Position gehörigen Lage der 
Taugenten an die Punkte und deren Bahnen reducirt, sind an sich 
vollkommen gleich und können daher als Einheit der Geschwindig- 
keiten gelten. Der Abzug, den diese elementare Wirkimg der 
Schwere auf den näheren Körper erleidet, imd der von der Hemmung 
durch den weniger schnell bewegbaren entfernteren Körper herrührt, 
kann als ein Best 1 — x ausgedrückt werden, wenn man unter x 



die unbekannte wirkliche Geschwindigkeit, welche die Schwere in 
dem Augenblick trotz der Hemmung erzeugen muss, und unter 1 
den schon erwähnten vollständigen und nur nach der Richtung 
reducirteu, als Geschwindigkeit ausgedrückten Impuls der Schwere 
versteht. Dieser Verlust 1 — ,r wird aber in der viermal grösseren 
Entfernung durch einen Gewinn aufgewogen, der nur ein Viertel 
sein kann. Eine Hemmung von 1 — ,r an dem nähereu Körper 

1 x 

bedeutet daher mir eine Beschleunigung von — — an dem vier- 
mal entfernteren, oder mit andern Worten, die beiden Krafttheile 
1—x und — ^— , die an der Hebellinie nach entgegengesetzten 

Richtungen angebracht gedacht werden, sind im Gleichgewicht. 
Verlust und Gewinn äquilibriren sich nach Maassgabe des Verhält- 
nisses am Hebel. Addirt man nun den Gewinn des entfernteren 
Körpers zu der Einheit, die er ohnedies an Geschwindigkeit erhält. 
1 — cc 

so eigiebt sich 1 + als Ausdruck für die Geschwindigkeit, 

4 

die ihm mit Rücksicht auf den andern Körper wirklich ertheilt 
werden muss. Die entsprechende Geschwindigkeit des andern 
Körpers ist und beide müssen sich nach den Abständen vom 
Aufhängungspunkt verhalten, d. h. der Ausdruck für den entfernteren 
Körper muss viermal grösser sein, als derjenige für den näheren. 

l—x 

Man hat also aus diesem Verhältniss die Gleichung ix = 1 H j- -, 

woraus % =-^-. Wenn also die dem elementaren Antrieb der 

L i 

Schwere zu verdankende Geschwindigkeit mit Rücksicht auf die 
Hemmung für den einen Körper ~ und für den andern mit Rück- 
sicht auf die Beschleunigung-^- wird, so sind der entsprechende 
Verlust und Gewinn gegen die unverminderte Einheit des auf die 
Richtung reducirten Schwereantriebs bezüglich und -^ 7 - Diese 
Grössen sind die Gestaltungen nach dem höchst einfachen 
l'Hopitalschen Beispiel, in welchem eine Massenverschiedenheit 
zunächst nicht vorliegt. Auch die Vorstellungsart vom gegen- 
seitigen Aufwiegen des Verlustes und Gewinnes ist diejenige, wie 
sie sich l'Hopital auf Grundlage der erstem Idee Jacob Bernoullis 
gebildet hatte. Man sieht aus dem Beispiel recht anschaulich, wie 
von den zwei Einheiten, die an Beweguugsantrieb vorhanden sind, 
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nur -|p als wirkliche Geschwindigkeiten hervortreten, während die 
fehlenden mit Rücksicht auf deu Aufhängungs- und Unter- 
stützungspunkt als gleichsam statisch gebunden, d. h. als in einem 
Gleiehgewichtsverhältniss für die Bewegung indifl'erent betrachtet 
werden müssen. In Wahrheit haben sich nämlich die verlornen 
in eine gewonnene Wirkung von ~ am entfernteren Punkt 
des Hebels verwandelt. Von einem eigentlichen Gleichgewicht kann 
man daher nur insofern reden, als man Verlust und Gewinn oder 
Abzug und Zusatz in entgegengesetzten Richtungen für sich allein 
als besonders angebrachte Kräfte wirksam denkt. Uebrigens sind 
es aber grade die welche, anstatt an dem nälieren Körper zu wirken, 
die am entfernteren Körper in gleichem Sinne hervorbringen. 

Um das l'Hopitalsche Beispiel, welches wir nur der statischen 
Vorstellungsart. wegen ins Auge gefaxt Laben, auch nach Seiten 
der Hauptaufgabe nicht unvollständig zu hissen, so sei bemerkt, 
dass nach Feststellung der elementaren Geschwindigkeit für einen 

Punkt mit — - die Angabe der Entfernung des Schwingimgscentrums 

nur die all ereinfachste Ueberlegung erfordert. Mit der wirklichen 
elementaren Geschwindigkeit des einen Körpers kennt mau auch 
diejenigen aller Punkte der Linie, indem ja die ganze Linie zu- 
sammen bewegt wird und bei gleicher Winkelgeschwindigkeit dem- 
nach jeder Punkt nach Maassgabe seines Abstandes eine grössere 
oder geringere lineare Geschwindigkeit haben muss. Der Schwingungs- 
mittelpunkt ist nun derjenige, welcher eine Geschwindigkeit hat, 
wie wenn er frei dem auf die Richtung reducirteu Antrieb der 
Schwere ausgesetzt wäre, oder mit andern Worten, ein einfaches 
Pendel vorstellte. Bei ihm muss also die unverkürzte und unver- 
mehrte Einheit, von der wir bei den beiden Körpern ausgegangen 
sind, zur Erscheinung gelangen. In ihm darf kein Verlust und 
kein Gewinn stattfinden. In ihm müssen dabei- nach unserm Bei- 

Rechnet man mm der Einfachheit 
Einheit und nach 



anzutreffen sein. 



spiel volle 

und Symmetrie wegen die Pendellänge als 
Zwanzigsteln, da die grösste Geschwindigkeit repräsentiren, so 
ist klar, dass die Entfernung des Schwiugungsmittelpunkts oder 
die Länge des einfachen Pendels von gleicher Geschwindigkeit 
ausdrücken werden. Hienach hat man bezüglich als Entfernungen 

und |p während die zugehörigen Ge- 



der drei Punkte 



schwindigkeitou - , TT m ^ Tf s ™^* ^an bemerkt hieraus leicht, 
dass die Abstände des Schwingimgsmittelpunkts sich wie 12 : 3, 
also direot wie die Differenzen seiner Geschwindigkeit gegen die 
beiden Körper, oder mit andern Worten wie die gewonnenen und 
verlornen Krafttheile verhalten. Will man daher etwa die alte, 
noch unbestimmte Idee des Cartesius in Erinnerung bringen, wo- 
nach das Agitationscentnun dasjenige ist, um welches die ver- 
schiedenen Agitationen der Kräfte gleichsam im Gleichgewicht sind, 
so darf man nicht vergessen, dass es sich um ein ganz anderartiges 
Verhältuiss als das des Schwerpunkts handelt, und dass die jetzt 
fragliche Art von Balancirung nur das partielle Gleichgewicht in 
einem dynamischen Verhältuiss betreffen kann. 

106. Die Schwierigkeit, das eigentliche Lösungsprincip Jacob 
Bernoidlis, nämlich die Zurückführimg der Geschwindigkeitsver- 
theilung auf das Verhältuiss am Hebel, in völlig evidenten Vor- 
stellungen darzulegen, war schon einem Huygheus nick! entgangen. 
Auch hat die spätere Zeit grade an den hier einschlagendes Vor- 
stellungsarten Iiis zum d'Alembert sehen Princip hin allerlei Varia- 
tionen versucht, und Jacob Bernoulli selbst hat den von ihm ent- 
deckten Gesichtspunkt immer bestimmter und klarer zu macheu 
gestrebt. Zuletzt kam er zu der Wendung, die wirklichen elemen- 
taren Geschwindigkeiten oder Kräfte aus zwei Bestandteilen 
zusammengesetzt zu denken, nämlich aus denjenigen, welche die 
Körper im unverbnndenen Zustande annehmen würden, und aus 
denjenigen, welche in Folge der Verbindung verloren oder gewonueu 
werden. Das Wichtige in dieser Vorstellungsart besteht darin, 
dass? eine eigentliche Zusammensetzung oder Zerlegung von Kräften 
eingeführt, und dass hiemit zugleich die Eichtling der Wirkung 
der Bestandteile durch die Subtraction der verlornen oder Addition 
der gewonnenen Elemente augezeigt wird. Diese additiven oder 
subtractiven Kiemente müssen als solche, d. h. mit Rücksicht auf 
ihre Vorzeichen, an der Verbindung stets ein wahres und eigent- 
liches Gleichgewicht formiren. Dies ist ein vollkommen unzwei- 
deutiger Ausdruck der in Frage stehenden statischen Notwendig- 
keit eines partiellen, d. h. sich auf gewisse Bestandtheile der die 
Bewegung bestimmenden Ursachen erstreckenden Gleichgewichts. 
So sind in dem vorbei- ausgeführten l'Hopitalschen Beispiel 
nicht die M- der Krafteinheit nach ihrer eignen Richtung mit den 
nach derselben Richtung am andern Körper hervorgebrachten 



im Gleichgewicht, sondern es ist. der Verlust, d. h. eine Gegen- 
kraft oder Hemmung von \i , welche mit dem Gewinn von ~ 
verglichen werden muss. Zur Veranschaulichung kann man sicli 
auch vorstellen, wie der entferntere Körper in Vergleichung mit 
dem Antrieb, den der nähere erfahren soll, zum Theil Verhältnisse 
massig ruhe. d. h. sieh vermöge seiner Trägheitsreaction einer um 

schnelleren Bewegung um ebensoviel widersetze. Jedenfalls 
muss, um auf ihn die — ■ Zusatzgeschwindigkeit zu übertragen, 
nach dem Gesetz der Gleichheit von Action und Reaction eine ent- 
gegengesetzte Erhaltungsbestrebung des Bewegtmgszustandes als 
aufgewogen angesehen werden. Hierin liegt, wie wir später sehen 
werden, der Grund, dass neuere Formulirungen das d'Alembertsche 
Princip , oder mit andern Worten das verallgemeinerte Princip 
Jacob Beruoullis, unmittelbar dadurch ausgedrückt haben, dass sie 
die Anbringung der Trägheitskräfte als das Mittel bezeichneten, 
jedes bewegte System auf ein Gleichgewiehtssy stein zurückzuführen. 

Wir wolleu uns jedoch hier nur an die Bemerkung halten, 
dass Jacob Bernoulli auf eine sehr natürliche Art die wirklichen 
Bewegungen oder Geschwindigkeiten als die Resultanten, die 
Kräfte Wirkungen auf die uuverbundeu gedachten Korper einerseits 
und die reiu statischen Moditicationeu andererseits aber als die 
Componenten betrachtet. Dies ist die der Sache entsprechende 
Vorstellungsart: denu die noch nicht in Wechselwirkung befind- 
lichen Kräfte erfahren eine Abänderung ihrer Wirkungsart durch 
die Gegenseitigkeiten ihrer statischen Verbindung und so erst ent- 
stehen die wirklichen Geschwindigkeitsidemente jedes Körpers. Nun 
kann man aber in ganz abstrakter Betrachtung jede Kräftezusammen- 
setzung in jedei' beliebigen Combination vornehmen und jede Kraft 
zur Resultante der beiden andern machen, wenn mau nur die 
Wirkuugsricktung bei der einen Kraft dergestalt umkehrt, dass 
man es nicht mehr mit einer lesultitenden Bewegung, sondern 
mit dem Fall des Gleichgewichts zu thiin hat. Für diesen letz- 
teren Fall hört jeder Unterschied zwischen Componente und Re- 
sultante auf. auch einen realen Unterschied zu bedeuten, und er 
beruht nur auf der willkürlichen Auffassungsart. Hebt man daher, 
Avie später in der Fassung des d'Alembertsehen Princips geschah, 
die Bewegung des Systems dadurch auf, dass mau die resultirenden 
Geschwindigkeiten in entgegengesetzter Richtung anbringt, so muss 
zwischeu diesen entgegengesetzt genommenen Kräften und den 
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glichen Componenten der Kräfte, deren Gegentheile 
Gleichgewicht bestehen. Iii diesem Fall kann man aber von den 
drei Classen von Einwirkungen, nämlich den Kräften ausserhalb 
der Verbindung, den verlornen und gewonnenen Kräften und den 
die Bewegung aufhebenden Krallen jede Kategorie beliebig die 
Holle der Resultante oder einer Coniponente spielen lassen. Alan 
kann also z. 13, die Verluste und Gewinne als Resultanten an- 
gehen, die sich dadurch ergeben, dass man die eventuellen Wir- 
kungen im unverbundenen Zustande mit den Gegensätzen der 
wirklichen Geschwindigkeiten zusammensetzt. Sieht man näher 
zu, so liegt eine derartige Procedur stillschweigend in jedem Calcül, 
der die verlorneu und gewonnenen Kräfte ermitteln soll. Man 
kann diese Procedur in dem Verfahren von l'Hopital und ßeruoulli 
leicht genug auffinden. Die späteren Varianten betreffen also nur 
die begleitende Vorstelluugsart und das Mehr (»der Minder des 
Bewusstseius der allgemeinen methodischen Bedeutung solcher 
Anschauungsweisen. Wir haben also hiemit eigentlich schon die 
Position erreicht, bei welcher das d'Alembertsche l J rincip hervor- 
tritt und nur noch die Aufgabe bat, sich als allgemeines Mittel 
zu kennzeichnen, durch welches dynamische Verhältnisse unter den 
Gesichtspunkt des eigentlichen Gleichgewichts gebracht und so zur 
Behandlung nach den Gesetzen der Statik geschickt gemacht werden. 

107. Wir würden an dieser Stelle, wo wir das Erhaltnngs- 
gesetz der lebendigen Kräfte vor Augen haben, die Grundlagen 
seiner Unabhängigkeit von statischen Beziehungen nicht bis in die 
letzten Feststellungen dieser statischen Einwirkungen verfolgt haben, 
wenn nicht grade dieser Gegensatz der blossen Pressung und der 
lebendigen Kraft bei jeder principiellen Erörterung des Erhaltungs- 
gesetzes eine Bolle gespielt hätte. Ja mau kann vermuthen, dass 
die Aufmerksamkeit auf diesen Gegensatz schon durch die Fassung 
des Huyghensseheii Princips gelenkt worden sei. Die Verbindung 
der Körper änderte nichts an der lebendigen Kraft. . In der 
statischen Vertheilimg zeigten sich aber äusserlicbe Differenzen 
zwischen der Gesammtgeschwiudigkeit des unverbundeueu Zustaudes 
und derjenigen in der Verbindung. Es lag nahe, die beiden 
Classen von Beziehungen, nämlich die Entwicklung der lebendigen 
Kraft und die gleichgültige Dazwisehenkunft der statischen Ver- 
theilimg der Antriebe von einander zu unterscheiden. 

Ausserdem hatten wir aber noch einen zweiten Grund, das 
Brhaltungsprincip von dieser Seite besonders eingehend zu be- 
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leuchten. Im Sinnp Johann Bernmillis strebte man nämlich 
Princip möglichst allgemein zu fassen und nicht blos da zur An- 
wendung zu bringen, wo eine gleichgültige Dazwischenkunft von 
blossen Pressungen statthatte. Auch wo, wie hei dem Stoss voll- 
kommen elastischer Körper, eine innere gegenseitige Kräfteent- 
wicMüng dazwischentrat, aber zur Wiederherstellung des früheren 
Zustandos führte, brachte mau das Erhaltungsgesetz mit Recht 
zur Geltung. Jedoch sind einige Schriftsteller und unter ihnen, 
wie wir sehen werden, auch Lagrange, bei der Einschränkung des 
allgemeinen Priucips auf die Gleichgültigkeit der Pressungen 
wesentlich verblieben und haben den PaU des elastischen Stosses, 
in welchem die lebendige Kraft vor und nach der Trennung der 
Körper dieselbe ist, nur als eine besonders zu motivireude Ausnahme von 
der Kogel angesehen, dass die plötzlichen Gcschwiudigkeitsänderungen 
einen Verlust an lebendiger Kraft mit sich bringen. Die neuste 
Gestaltung der mechanischen Anschauungen führt dagegen zur 
grössten Verallgemeinerung des l-hdialtungsprincips und bewegt sich 
in einer Richtung, in welcher joder Verlust au lebendiger Kraft 
entweder als ein nur scheinbarer in einem sonst unbemerkten 
Aequivaleut nachzuweisen oder als statische Gebundenheit zu kenn- 
zeichnen ist. Wenn der letztere Theil dieser Aufgabe auch noch 
viel zu rluiu übrig lässt, so kann doch deswegen nicht von der 
natürlichen Verallgemeinerung dos Erhalt ungsprineips Abstand ge- 
nommen worden. Auch die Vereinfachung, welche die mechanische 
Anschauungsweise und der ihr entsprechende Oalcül durch die 
grössere Generalisiruug erfahren, ist nicht zu unterschätzen. Wir 
ueiilon nachher sehen, dass die Lagrangesche Fassung des Priucips 
auch in der Form und in den Voraussetzungen Einschränkungen 
enthält, die überflüssig werden, sobald mau von vornherein nur das 
natürlich Mögliche und nicht die unerkannten plötzlichen Ge- 
-idiwindiüikeitsveränderuiigeu zu Grunde legt. Vorher müssen wir 
jedoch um der Vollständigkeit willen den Ausführungen über das Ver- 
fahren l'Hopitals und Jacob Beruoullis noch einige Notizen hinzufügen. 

t08. Als ein blosses Anzeichen der Hindernisse, mit welchen 
die Durcharbeitung einfacher Gesichtspunkte auch noch nach den 
Lösungen Jacob Beruoullis und l'Hopitals zu kämpfen hatte, 
muss die verwickelte und indirecte Art erwähnt werden, in welcher 
noch eine 17 IG erschienene Gesammtdarstelluug der Mechanik, 
nämlich die Phoronomie von Hermann 1 ), die Aufgabe vom 



das 



*) Phoronomia sive de viribus et motibua eorponmi solidorum et ituidorum. 
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Schwingungsmittelpunkt behandelte. Dort 1 
die im verbundenen Zustande statthaben, als gleich wirksam (aequi- 
pollentes) mit denjenigen der centralen Schwere aufgefasst und 
demgemäss als stellvertretende Potenzen (sollicitationes vicariae) 
angesehen, die daher in entgegengesetzter Eichtling mit jenen ver- 
glichen, Gleichgewicht ergeben müssen. Doch ist die Darstellung 
dieser Wendung nicht grade Idar hervortretend and kann daher 
am allerwenigsten dafür gelten, eine dem d'Alemberfseheu Princip 
ähnliche allgemeine Regel an die Hand zu gehen, Im Gegentheil 
kommt nicht einmal die Einfachheit der Auffassuugsart Jacob 
Bernoullis und l'Hopitals dabei zu ihrem Kecht, während doch 
im (J runde der Sache zu den Ausgangspunkten derselben nichts 
Neues liinzugeiügt ist. 

Unvergleichlich eigenthturilicher gestaltete sich die LSsungsart 
Taylors in dessen Methodns ineremeutorum. mit welcher auch eine 
von Johann Bernoulli angenommene Behandlungsart ungefähr überein- 
stimmte. Der Taylörsehe Ausweg 2 ) bestand darin, die Körper- 
theilchen mit veränderten hypothetischen Kraftaffectionen. d. b. 
mit dem quadratischen Distanzverhältniss als Factor von ihrein 
Ort au einen Punkt zu verlegen, wo sie eine der Verlegung ent- 
sprechende und den Voraussetzungen des äquivalenten einfachen 
Pendels Rechnung tragende Wirkung ausüben würden. Obwohl 
mau einräumen nmss. dass dieses Verfahren in einer Xehenbeziehuug 
viel für sich hat, indem es eine Art Verwandlung der auf die 
Axe bezogenen Momente dt 1 )' Kräfte einschliesst. so bleibt doch in 
der Hauptsache das Princip Jacob Bernoullis die einfachste und 
schliesslich für alle Fälle entscheidende Art der Rechenschaft 

Deber den Umstand, dass mau in den Lösungen, die durch 
Huygheus Vorgang in der Auffindung des OsciUationseentrums 
möglich geworden waren, das Princip der Erhaltung der lebendigen 
Kräfte mehr und mehr zurücktreten sieht, darf man sich nicht 
wundern. Schon mit der PHopitalschen richtigen Anwendung des 
statischen Priucips von Jacob Bernoulli war die Erhaltungsidee 
überflüssig geworden, soweit es sich nämlich nur um die Aufgabe 
der Auffindung des Schwingungsmittelpunkts handelte. Man halte 
ja nur die momentanen Antriebe der Kräfte in statischer Weise 

') Ibid. üb. J ciij). ö Nj. 1UO fg. 
*) Taylor, Methodus incrementorum, London 1715, Propos. 24 S. 95 fg. 




) werden die Antriebe, 
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mit einander in Beziehung zu setzen, um die Gleichung zu er- 
halten, aus welcher sich die Lage des Oscillationscentrums be- 
stimmte, wie wir dies um l'Hopitalschen Beispiel gezeigt haben. 
Der Satz von der Erhaltung war mithin in der Huyghenssehen 
Form zu einer abgeleiteten Wahrheit geworden, und die Auffindung 
des Oscillationscentrums lag nicht mehr auf dem Wege oder 
jenseit dieser Ableitung, sondern ging ihr als etwas nunmehr gänz- 
lich davon Unabhängiges voran. Man kounte also das Princip 
der Erhaltung bei dieser Aufgabe gänzlich zur Seite lassen, indem 
man bereits gelernt hatte, die entscheid enden Kräftebeziehungen 
in ihrer differentielleu Form und nicht erst auf dem Umwege ihrer 
integrirten Gestalt zu ermitteln. Die Geschwindigkeitsquadrate 
und die Höhen, von deren Betrachtung Huyghens ausgegangen war, 
hatten diese iutegrirte Gestalt vertreten und daher auch den Satz 
der Erhaltung einschliessen müssen. Man war zu dem Einfacheren 
vorgedrungen, und unter den Händen Jacob ßernoullis hatte sich 
das Erhaltmigspiincip schon als eine blosse Consequenz auf Grund- 
lage der differentielleu Kräfteverhältnisse ergeben, die für das 
ursprüngliche und augenblickliche, gleichsam statische Arrangement 
veranschlagt werden. 

Noch viel weniger als in der Huyghenssehen Form konnte 
das Erhaltungsprincip in dem allgemeineren Sinne, den Johann 
Bernoulli im Ausehluss an die Leibnizsche Anschauungsweise vor 
Augen hatte, für die Aufgabe des Oscillationscentrums auf die 
Dauer eine wesentliche Rolle spielen. War man einmal zur 
statischen Gombinatioi) der dynamischen Kräfte gelangt, so konnte 
der Erhaltungssatz seinem besondera Inhalt nach nicht mehr Grund 
sondern nur Folge des mechanischen Kaisonnements bleiben. Un- 
beschadet desjenigen Bestandteils, der nur die mit jedem Kraft- 
verbrauch verbundene entsprechende Krafterzeugung betrifft, musste 
daher das Princip der Erhaltung der lebendigen Kräfte in einem 
bewegten System zu einem besondern Lehrsatz werden, für dessen 
Fassung die grösste Schwierigkeit in der richtigen Formulirung 
seiner etwaigen besondern Voraussetzungen bestand. Hiezu kam 
die Abneigung der Engländer, die Leibnizsche Anschauungsweise 
zu benutzen oder gelten zu lassen, wie man dies aus Maclaurins 
Werk über die Fluxionen 1 1 deutlich genug ersehen kann. Im 
Allgemeinen war auch im Verlauf des 18. Jahrhunderts die philo- 



l ) A complete System of ttuxions, Edinburg 1742. 



sophische und logische Strömung vorwiegend darauf gerichtet, 
metaphysisch aussehende oder in der Passimg von ungeklärten 
metaphysischen Vorstellungen begleitete Antieipatiouen durch rein 
causale Beziehungen und dureli einfache Hinsichten in den Zu- 
sanmmienhang vou Grund und Folge zu ersetzen. Was man als 
Wirkimg zu erkennen vermochte, wollte mau nicht als besonderes 
Prineip und als besondere Eigenschaft gelten lassen, die un- 
mittelbar als eine mehr oder minder vage oder gar verborgene 
Qualität der Naturverhältnisse zu denken wäre. In diesem Sinne 
wurde auch das Pftneip der Erhaltung der lebendigen Kräfte später 
grundsätzlich als eine blosse Consequenz der gewöhnlichen mechani- 
schen Axiome und des Calcüls hingestellt, 

109. Den ausgeprägtesten Ausdruck für diese Betrach- 
tungsart "und zugleich die entscheidende Rechtfertigung durch eine 
allgemeine, auf den möglichst abstraet gehaltenen Calcül gegründete 
Ableitung trifft man in den Schriften von Lagrange und zwar zu- 
nächst in der ersten Ausgabe seiner berühmten Analytischen 
Mechanik 1 ) und übrigens auch iu seiner Theorie der analytischen 
Functionen 2 ) an, deren dritte Abtheilung die Auweudungsart des 
Calcüls auf die Grundbegriffe und allgemeinsten Sätze der Mechanik 
zur Darstellung bringt. Das grosse Werk der Analytischen Mechanik 
mnss, und zwar in seiner zweiten Ausgabe, den vornehmlichen 
Ausgangspunkt zur Erkenntuiss der Art und Weise bilden, wie 
sich bei Lagrange das Prineip der Erhaltung der lebendigen Kräfte 
gestaltet habe. Hiebei soll der analytische Gesammtzusammeuhang 
mit der Fundamentalformel, auf welche dieser Autor den ganzen 
Inhalt der Mechanik zurückführt, an dieser Stelle noch nicht näher 
untersucht werden, da so etwas nur bei der zusammenhängenden Dar- 
stellung der einem 1 Lagrange eigentümlichen analytischen Systematik 
geschehen kann. Dagegen müssen wir schon hier zur Vervoll- 
ständigung der Entwicklungsgeschichte des Erhaltungsprincips alles 
das anführen, was in der Auffassung des genialen Analytikers und 
seiner Zeitgenossen auf die exaetere Gestaltung oder abstractere 
Ableitung jenes Pundamentalsatzes ein Licht wirft, 

Schon d'Alembert hatte sieh in seinem Traetat der Dynamik 3 ) 
in der Vorrede dahiu ausgesprochen, dass er. der sich nur um die 

9 Mecanique analytiqne, Paris 1788: 2. Ausg. in 2 Bänden 1811 — lö. 
s ) Theorie des fonetions analytiques. zuerst 1797, 2. Ausg. 1818. 
a i Tratte de dynaraique, Paris 1743. 
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Bewegungen und nicht um die bewegenden Ursachen kümmern 
wolle, aus diesem Grunde auch nicht auf die Streitfrage über die 
lebendigen Kräfte eingehen werde x ). Diese Controverse sei ohne 
Nutzen. Uebrigens könue die Quantität der Bewegung auch ausser 
dem Fall des Gleichgewichts als Maass dienen, wenn man auf 
die „Summe der Widerstände" sehe 2 ). Hiebei hat er die in den 
Elementen nach seiner Ansicht durch die Bewegungsquantität zn 
messenden Widerstände im Auge. Ueberhaupt ist es die Messungsart 
und nicht das Erhaltungsprincip, welches von ihm als der Haupt- 
gegenstand des Streites vorausgesetzt wird. Die Verweisung auf 
die elementaren Widerstandsgrössen, welche den beliebig klein ge- 
nommenen Zeittheilen entsprechen, ist allerdings an sich richtig. 
Indessen setzen sich diese elementaren Wirkungen nicht einfach 
aus Masse und Geschwindigkeit (mv) zusammen, sondern ent- 
halten wesentlich noch einen dritten Factor, nämlich die Veränderung 
der Geschwindigkeit (dv). Dem modo ist mjds äquivalent, wo j 
die Beschleunigung bedeutet. Die Elemente der Arbeit und das, 
was man wegen der Form Veränderung des Ausdrucks die Elemente 
der lebendigen Kraft nennen könnte, müssen mit dem Ganzen, das 
sieh aus ihnen zusammensetzen soll, völlig gleichartig gedacht 
werden, und d'Alembert hat sich daher in seiner Vorstellungsart 
noch durch die Zweideutigkeit derselben Leibnizschen Metaphysik 
täuschen lassen, die er mit Kecht beseitigt wissen wollte. 

110. Wie schon früher gesagt, lässt Lagranges Auffassung 
das Princip der Erhaltung der lebendigen Kräfte überall als einen 
Hauptsatz der Mechanik erscheinen, der sich aus den sonstigen 
Axiomen vermittelst des blossen Calciüs mit Notwendigkeit er- 
gebe. Es liegt hiebei zunächst ein selbst abgeleiteter analytischer 
Ausdruck der Kräftebeziehuugeu zu Grunde, wie sie sich für ein 
Zeittheilchen, also differentiell gestalten. Der Uebergang von 
dieser Relation zur Gleichung der lebendigen Kräfte wird durch 
eine Integration vollzogen, vermöge deren die Geschwindigkeits- 
quadrate als Factoren der Massen hervortreten. 

Die Grundvoraussetzung besteht zunächst darin, dass in den 
Bedingimgsgleichungen, durch welche die Anordnung des Systems 
bestimmt wird, die Zeit nicht vorkomme. Dies wird, nebenbei 
bemerkt, immer der Fall sein, wenn die innern Kräfte zwischen 
den Theileu des Systems in blossen Pressungen bestehen und 



») Ibid. S. XVI. a j Ibid. S. XX. 



daher die Oerter nicht wechselseitig verschieben. Beispielsweise 
denke man hiebei an das zusammengesetzte Pendel. In einem 
solchen Fall kann man für die virtuellen, d. h. die möglichen 
Verschiebungen, diejenigen setzen, weiche die Körper bei der wirk- 
lichen Bewegung annehmen. 

Wenn man nun. wie Lagrange, ursprünglich von einer 
Gleichung ausgeht, durch welche das Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten in der durch die d'Alembertsche Wendling für 
bewegte Systeme ermöglichten Uehertraguug zum Ausdruck ge- 
langt, so hat mau iu derselben nichts als eine gleich Null gesetzte 
Summe von Gliedern, die sämmtlich darin übereinstimmen, dass 
ihre beiden Factoren aus dem Ausdruck für eine Kraft und aus 
der zugehörigen virtuellen Verschiebung bestehen, welche für den 
Punkt oder Körper beliebig angenommen werden mag. Es sind 
also lauter Momente im Lagrangescheu Sinne des Worts, welche 
einander zu Null aufheben müssen. Die Kräfte, welche den voraus- 
gesetzten Bewegungen des Systems entgegengesetzt gedacht werden, 
um diese Bewegungen aufzuheben, siud selbst nichts Anderes als 
fingirte Ursachen der eingeführten entgegengesetzten Bewegungen 
und müssen daher als zweite Differentialcoefficieuteu der Bäume 
in Beziehung auf die Zeit ausgedrückt werden. Letzteres ist die 
ganz gewöhnliche Ausdrucksform der Beschleunigung oder, wenn 
man uoch die Masse hinzusetzt, der bewegenden Kraft, Die be- 
wegenden Kräfte iu der einen oder andern Form, also iu der Ge- 
stalt gegebener Grössen oder differentieller Functionen, — unter 
allen Umständen also die bewegenden Kräfte siud es. die mit den 
virtuellen Verschiebungen oder, analytisch ausgedrückt, mit den 
möglichen Variationen ihrer jedesmaligen Angriffspunkte (reducirt 
auf die Richtimg der Kräfte) solche Producte ergebeu, deren 
Summe gleich Null gesetzt, alle Beziehungen der Bewegung und 
des Gleichgewichts einschliesst. 

Um sich von dem Verfahren Rechenschaft zu geben, ver- 
möge dessen die gekennzeichnete Grundgleichung für den Fall 
der denkbaren Integration zu dem Satz von den lebendigen Kräften 
und von deren Erhaltung führt, ist es zunächst nur uöthig, die 
Gestalt und Bedeutung eines einzigen beliebigen Gliedes, welches 
einen Diffeientialquotieuten enthält, ins Auge zu fassen. Wie schon 
gesagt, muss es unter der vorher augeführten Voraussetzung den 
wirklich in dem Zeitelement durchlaufenen Kaum als Factor ent- 
halten. Denken wir daher nur an die Projection auf eine der 
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Cöof4inatenäxen, welche der Form nach für alle gelten kann, oder 
befassen wir uns zunächst überhaupt nur mit der ganz allgemeinen 
Vorstellung eines solchen Products in Bezug auf eine beliebige 
Beweguugsliuie. so haben wir es mit einer Grösse von der Form 

d*x 

dt* 

d*x 



,/.,■ zu tlinii, die natürlich mit der Masse zu uiultiplicimi 



ist. Ahm bemerke hiebei zugleich, dass dieser Ausdruck m 



dt* 



d.r 



nach den neueren Begriffen die elementare Arbeit vorstellt, indem 
der Weg dx als unter der Einwirkung der Kraft zur Ueberwindung 
eines gleichen und entgegengesetzten Widerstandes (der auch die 
blosse Trägheitsreaction sein kann) durchlaufen gedacht wird. Die 

Integration dieses Ausdrucks ergiebt 



mit 



und da 
lezeichnen mag, 



dt die 
darstellt, 



ntr- 



bewegenden 



als Integral 
Kraft in den 



jenes Gliedes, 
elementa ren 



Geschwindigkeit, die man etwa 
erhält mau die allbekannte Form 
welches das Product dei 
Weg ausdrückte. 

111. In der allgemeinen dynamischen Gleichung von Lagrange, 
deren weitere Begründung wir später zu untersuchen haben werden, 
liegen mm zwei Arten von Summanden vor. Die eine Art uni- 
fasst die Gegenkräfte der wirklichen Bewegungen und bat die eben 
gekennzeichnete Form: die andere Art umfasst die gegebenen 
Kräfte und ist, abgesehen von der Markinmg der Form durch die 
Angabe in der Gestalt eines zweiten Diii'erentialquotienten, die 
hier nicht Platz zu greifen braucht, übrigens vollkommen gleich- 
artig mit jener ersteren Classe. Man hat also beide Gattungen 
uur darum zu unterscheiden, um die den Bewegungen entsprechenden 
Ausdrücke zur Bestimmung dieser Bewegungen benutzen zu können. 
Die eine Classe ist ein Aequivalent der andern, d. h. die beider- 
seitigen Summen ihrer virtuellen Momente sind einander gleich, 
und beide vereinigt müssen dem Gleichgewicht entsprechen, d. h. 
sich zu Null aufheben. Eigentlich müssten nach den Ausgangspunkten 
von Lagrange nicht die virtuellen Räume, sondern die virtuellen 
Geschwindigkeiten die Faetoren jedes Gliedes sein. Diese Räume sind 
aber den Geschwindigkeiten proportional oder, anders ausgedrückt, 
man kann den Nenner dt überall weglassen, so dass die virtuellen Wege, 
die in dem Zeittheilchen zu durchlaufen wären, die Geschwindig- 
keiten proportional vertreten. An sich selber vertreten sie eben nur 
die Wege und machen so die zugehörigen Glieder zu Repräsentanten 



er virtuellen Arbeite»; allein dieser Gesichtspunkt bleibt der 
Lagrangeschen Auffassung noch fremd. Doch ist er schon hier 
zur Erläuterung des Verfahrens nicht unwichtig: denn die Möglich- 
keit der vorher charakterisirten Form der Ergebnisse des Calcüls 
beruht einzig und allein auf der Fuudauieiitalthatsaehe, dass für 
dxd-.r das Integral -gdz* ist. Zur Kritik sei noch besonders 
hervorgehoben, dass hienach in der differentiellen Form der 
statischen Gmudgleichung die elementaren Arbeiten der Kräfte 
bereits in ihren Beziehungen vorausgesetzt sind, und dass daher 
die Ableitung nichts weiter thut, als die endliche Form zn er- 
mitteln, durch welche die Arbeiten der Kräfte mit ihren gleich- 
wertigen Ausdrücken durch die Gesch'windigkeitsquadrate in Be- 
ziehung stehen. 

Die Integration der Aus drücke von der oben gekennzeichneten 
Form ergiebt die Summe der lebendigen Kräfte, welche den wirk- 
lichen Bewegungen entsprechen, die alle Körper oder Punkte des 
Systems unter dem Einflttss der Verbindungen annehmen. Lassen 
lieh nun die gegebeneu Kräfte, in ihrer unverhundenen Wirkung 
gedacht, d. h. die Summe der virtuellen Momente derselben, als 
Differential irgend einer Function ansehen, so kann man sich die 
Integration über die ganze dynamische Grundformel hin vollzogen 
denken. Die Summen der lebendigen Kräfte, und jene Function, 
bezogen auf alle Körper, sind dann der Integrationsconstante 
gleich, und man besitzt auf diese Weise die Gleichung der 
lebendigen Kräfte und ihrer Erhaltung. Es bedarf nur einer 
Uebersetzung dieser Beziehungen in die gewöhnlichen Begriffe, 
lun das Erhaltlingsgesetz herauszulesen. Für jeden Augenblick, 
für welchen man die Summe der lebendigen Kräfte nehmen mag, 
wird sie ganz denselben Werth haben, ob mau die wirkliche Be- 
wegung des Systems für diesen Augenblick zu Grande legt, oder 
aber von derjenigen Bewegung ausgeht, welche die Körper im 
unverhundenen Zustande angenommen haben würden, wenn sie 
sich unter der Einwirkung der freien Kräfte jeder auf derselben 
Linie bewegt hätten. In der beschriebenen Formel von Lagrange 1 ) 
vertritt die eine (Hasse der Glieder die Summe der lebendigen 
Kräfte in der wirklichen Bewegung, während die Integralfunction, 
die zu der andern Gasse von Gliedern gehört, nebst der Con- 
stanten den entsprechenden Werth auf der andern Seite ausdrückt. 



*) M6c anal. Bd. I (1811) Dynamik Sect. III §. 5 Art. 84. 

nühring, Geschichte der Jleolianik. 1 
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Hiemit ist zugleich eine zweite Art der Erhaltung nachgewiesen, 
die niaii die periodische nennen könnte; denn wenn die Function 
mehr als einmal zu demselben Werth gelangt, also z. B. Null 
wird, so wird auch entsprechend die Summe der lebendigen Kräfte 
dieselbe werden. Man denke beispielsweise an die symmetrischen 
Lagen eines zusammengesetzten Pendels. Im Grunde sind beide 
Arten der Erhaltung nicht wesentlich verschieden. Die eine be- 
zieht sich auf den Gegensatz der verbundenen und der uu ver- 
bundenen Kräftewirkung; die andere beschränkt sieb ohne diesen 
Gegensatz auf die Vergleichungeu der directen und der umgekehrten 
Wirkung oder, um an ein anschauliches Beispiel zu erinnern, des 
Fallens und des Aufsteigens kurzweg. 

112. Die zwei von Lagrange gemachten besondern Voraus- 
setzungen, unter denen das Princip als ein Hauptsatz der Mechanik 
und, wie schon die üebersckrift des betreffenden Paragraphen 
besagt, als eine allgemeine „Eigenschaft" der Bewegung erwiesen 
wird, müssen noch einmal hervorgehoben werden. Erstens müssen 
die Bedingungsgleichuugen von der Zeitveränderung unabhängig 
sein. Zweitens muss die Summe der virtuellen Moniente (Arbeiten) 
der freien Kräfte ein Integral haben können. Letztere Voraus- 
setzung ist nun, wie Lagrange ausdrücklich hinzufügt, immer 
erfüllt, wenn die Kräfte von festen Mittelpunkten nach Functionen 
der Distanzen oder in der letzteren Weise von Körpern aus wirken, 
die selbst dein System angehören. Für die gegenseitigen Attrae- 
tionen ist also der Bedingung genügt, und überhaupt trifft das 
Verlangte für die Wirkungsart der Naturkräfte immer zu. Wir 
kennen keine Kraft, deren Grösse sich nicht in Beziehung auf 
irgend eine Urtsveränderung änderte und näher bestimmte und 
demnach nicht direct oder indirect von der räumlichen Lage der 
in Beziehung gesetzten Massen abhängig wäre. Dennoch soll 
diese Voraussetzung eine Einschränkung sein, und sie ist es in 
der That auch insofern, als mau das grade betrachtete System 
willkürlich beschränkt und daher nicht, wie die Natur, überall mit 
innern, sondern mit äussern Kräften operirt, deren Gesammtwirkung 
nielit in jeder Beziehung veranschlagt zu werden braucht. 

Vergleicht mau die Darstellung Lagranges in dessen Ana- 
lytischer Mechanik mit derjenigen, welche er in seiner Functionen- 
theorie *) gegeben hat, so findet man noch ausdrücklich eiue 



l ) Tkeurie des tbnctious, 2. Aull. 1813, dritte Abtb. Cap. 7. 
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analytische Ausführung über den Fall der gegenseitigen Kräfte- 
wirkmig nach Maassgabe von Distauzfunctionen, also der Attrac- 
tioueu und Repulsionen, welche zwischen den Körpern des Systems 
selbst stattfinden und deren Entfernungen vermindern oder ver- 
mehren. Mich trifft man in der Fimctionentheorie auf den Versuch 
einer neuen Ausdrucksweise des Gegensatzes todter und Lebendiger 
Kräfte, die das Verdienst hat, sieh von vornherein auf die statische 
und momentane Beziehung der bewegenden Agentien anwenden zu 
lassen und nicht erst deren Entwicklung voraussetzt. 

Lagrauge unterscheidet nämlich ') zwischen activeu und passiven 
Kräften. Unter den letzteren versteht er diejenigen, durch welche 
die Körper in ihren wechselseitigen Lagen erhalten werden, und 
die mithin den Widerstand gegen die Verschiebungen repräsontiren. 
Er hat hiebei ausdrücklich Pressungen und Spannungen im Auge. 
Activ nennt er dagegen die Kräfte, wenn sie wechselseitige Orts- 
veränderungen zwischen den Körpern bewirken, also z. B. die An- 
ziehungen oder diejenigen Wirkungen, welche von Federn ausgehen, 
die man sich zwischen den Körpern eingesetzt denken mag. Das 
wesentliche Merkmal der activeu Kräfte ist die Hervorbringung 
der Ortsveränderung in der Lage der Körper oder Theilchen. Es 
ist also dieses Merkmal derjenige Umstand, an welchen wir auch 
bei unserm modernen Begriff der Arbeit in erster Linie zu denken 
haben. Die activeu Kräfte Lagranges sind mithin die arbeit- 
verrichtendeu Kräfte. Ein System, in welchem die wechselseitige 
Lage der Körper nicht geändert wird, wie dies bei dem zusammen- 
gesetzten Pendel der Fall ist, kann in Zusammenhang mit den 
Ausgangspunkten der äussern Kräfte, hier also der Gravitation, be- 
trachtet werden, und alsdann wird jede Bewegung als eine Orts- 
veränderung aufzufassen sein, die zwischen den Körperu eines um- 
fassender gedachten Systems statthat. Man hat eben nur die 
Kräftecentra, von denen her die Einwirkung geschieht, aufzusuchen, 
and mau wird niemals um die Bethätigung jener Anschauungs- 
weise in Verlegenheit gerathen können. 

Im Hinblick auf die angeführte Unterscheidung stellt nun 
Lagrange auch den Satz auf, dass die lebendige Kraft eines 
Systems stets den activeu Kräften zu verdanken ist, und dass die 
passiven Kräfte au derselben nichts ändern. Denke man daher 
diese passiven Kräfte hinweg, so würden die Körper von und zu 



x ) Ibid. Art. 42. 

17 ! 



- 260 — 



denselben Punkten auf beliebigen Linien frei bewegt, dieselbe 
lebendige Kraft erlangen, als wenn sie jenem Zusammenhang 
unterlegen hätten. Einer Erläuterung bedarf diese Formulirung 
nicht; denn sie enthält nur den exacten Ausdruck der oben an- 
geführten ersten Vorbedingung des Princips. 

113. Der Stoss ist dasjenige Beispiel oder vielmehr der- 
jenige Typus der Kräftewirkung, in welchem sich die Regel an 
eine scheinbare Ausnahme des Erhaltuugsprincips begegnen. Die 
verhältnissmässig kleine Zeitdauer der gegenseitigen Einwirkimg 
darf nicht den Grund abgeben, diese ('lasse von (legen Wirkungen 
der Kräfte von dem allgemeinen Gesetz der sonstigen wechsel- 
seitigen Reaktionen auszunehmen, die z, B. in der Form von An- 
ziehungen oder Abstossuugen auf Distanz, d. h. ohne unmittelbare 
Berührung stattfinden. Eine Art Stetigkeitsttnterbrechuug des 
gegenseitigen Verhaltens ist allerdings im Stoss anzuerkennen: 
denn der Uebergang zur Berührung führt eine neue Art von Be- 
ziehungen ein, die nach der Trennung der Körper wieder aufhört 
Vergleicht mau hiemit das Verhalten bei der Attraction, so i 
niemals ein Augenblick da, iu welchem die allgemeine Art de 
gegenseitigen Einwirkung einen Wechsel erlitte. Trotz alledem 
ist aber der Unterschied beider Fälle unwesentlich. Einerseits 
kann man nämlich das Vor und Nach des Stosses als Anfangs- 
und Endpunkt des während der Berührung bestehenden Verhält- 
nisses denken und hat danu keine Unterbrechung, sondern nur 
eine einheitliche begrenzte Aetion. Andererseits kann man eine 
ähnliche Begrenzung auch bei der Attraction denken, wenn man 
deren active Entwicklung erst nach der Entfernung eines Hinder- 
nisses beginnen lässt, durch welches früher ein rein statisches 
Gleichgewicht unterhalten wurde, und wenn man ausserdem noch 
daran denkt, dass ein sehr natürlicher Fall der Unterbrechung der 
einfachen Attractiouswirkuug durch die Berührung der Körper 
und mithin durch die schliesslich^ Oombiuatiou mit dem Stoss 
selbst erfolgen kann. Alle wechselseitigen Kräftewirkungeu activer 
Art müssen daher aus dem Gesichtspunkt der Möglichkeit einer 
doppelten Gestaltung gedacht werden. Entweder entwickelt sich 
die Activität in der Entfernung, und die. Einmischungen der so zu 
sagen statischen Verhältnisse beruhen hier auf dem Antagonismus 
der verschiedenen Grössen bewegeuder Kräfte ohne Berührung? 
widerstand der Massen; oder aber die Activität entwickelt sich 
nnter den Hindernissen, welche die Körper einander in der Be- 
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rflhrung entgegensetzen , und alsdann ist dif Intervention der 
statischen Bezishungen von anderer Art, indem neue Kräfte in 
das Spiel kommen, die von der Constitution der Körper herrühren. 

Der letztere Fall tritt natürlich auch dann ein, wenn die 
Körper nicht iu unmittelbarer Berührung, sondern durch irgend 
ein vermittelndes System, also im allgemeinsten Sinne des Worts 
durch eine Maschine aufeinander wirken. Durch derartige Ein- 
schaltungen kann man aber den Stoss auch so gestalten, dass 
seine geringfügige Dauer im Verhältuiss zu den Geschwindigkeiten 
der Körper nicht mehr ein besonderes Merkmal abgiebt. Stellt 
man sich z. B. vor, es sei zwischen die Körper, die sonst un- 
mittelbar zusammenstossen würden, eine verhältnissmässig lange, 
aber leicht nachgebende Schraubenfeder eingefügt, so wird deren 
Zusammenpressimg und Ausdehnung einen Vorgang bilden, der 
schon nicht mehr als so ganz plötzlich gekennzeichnet werden 
kann, Ueberhaupt wird man bei richtiger Wahl in den Grössen- 
verhältnissen die Kluft zwischen dem gewöhnlich ins Auge gefassten 
Stoss und andern dynamischen Vorgängen leicht ausfüllen. Wenn 
daher Lagrange die plötzlichen Veränderungen der Geschwindig- 
keiten in einem System als Ausnahmefälle ansieht, in denen das 
Erhaltungsprincip nicht mehr statthabe, so ist es nicht eigentlich 
die Plötzlichkeit, sondern die Thatsache von Gesehwiudigkeits- 
veränderungen, denen kein nachweisbarer Ersatz entspreche, was 
die Ausnahme und den Verlust an lebendiger Kraft in einem 
gewissen Sinne motivirt. Bei dem Stoss vollkommen elastischer 
Körper soll nach Lagrange die Erhaltung der lebendigen Kraft 
nur darum stattfinden, weil man hier die Voraussetzung machen 
kann, dass die entwickelten Federkräfte, die bei der grössten Zu- 
sammendrückung ihren Maximalwert!! erreichen, von da ab wieder 
abnehmen und zu Null werden 1 ). Diese Restitution des frühereu 
Zustaudes soll einzig und allein der thatsächliche Grund sein, 
warum der Satz der Erhaltung bei der Vergleichung der Zustände 
vor und nach dein Stoss angewendet werden könne. Die ana- 
lytische Darlegung ist für diesen Punkt in der Functioueutheorie s ) 
noch eingehender, als in dem Hauptwerk. An beiden erwähnten 
Stellen wird dann auch der Carnotsche Satz über die Bestimmung 
des Verluste an lebendiger Kraft bei dem Stoss unelastischer 

') Mee. anal. Bd. I (1811) Dynamik Seßt. 111 Art. 86. 
s ) Theorie des fonctlous -1. Abth. Cap. 7 Art. 44, 



örper abgeleitet. Dieser Verlust entspricht den Geschwindigkeit* 
Veränderungen oder, wie mau gewöhnlich sagt, den verlorenen (und 
gewonnenen) Geschwindigkeiten. Kr übersieht sieh am einfachsten 
bei völlig unelastischen Körpern; das Princip seiner Bestimmung 
hängt aber nicht an diesem Specialfall, sondern gdt für jeden 
Defect der vollkommenen Elasticität, d. h. für jeden Mangel der 
vollkommenen Restitution der Zusammendrückungem Es ist daher 
uöthig, tleu Carnotsehen Satz in der Fassung, die ihm seiu Urheber 
gegeben hat, näher zu untersuchen, zumal da sich Carnot mit den 
allgemeinen Principieu der Mechanik grosse Mühe gegeben hat. 

114. Es ist ein sehr einfacher Gesichtspunkt, wenu man 
einen thatsächlichen Ausfall au lebendiger Kraft auf diejenigen 
Theile der Geschwindigkeiten zurückführt, welche daran gehindert 
worden sind, zu der in das Auge gefassten Action im Sinne activer 
Kraftentwicklung etwas beizutragen. Diese Geschwindigkeitstheile 
werden die bleibenden und nicht wieder ausgeglichenen Geschwiiidig- 
keitsveränderungeu repi'äsentiren. Die Veränderungen, die von 
blosser Uebertraguug herrühren, sind hier natürlich nicht gemeint; 
es kommen vielmehr auf diejenigen Veränderungen in Frage, welche 
eine Nullificirung der sonst für die Action wirksam gewordenen 
Geschwindigkeiten eiuschliessen. Caraot hat in seinem kleinen 
Buch, welches er zuerst als „Essai sur les machiues en general" 
und in der 2. Auflage unter dem bezeichnenderen Titel „Priucipes 
tbndamentaux de l'equilibre et du mouvemeut" Paris 1808, herausgab, 
nicht nur die verschiedenen Grundpriucipien der Mechanik erörtert, 
sondern ist auch bisweilen zu eigenthümlicheu Aufstellungen gelangt. 
Unter den letzteren hat nun sein Satz über den Verlust an lebendiger 
Kraft bei dem Stoss allgemeine Anerkennung gefunden, indem 
dieser Satz eine einfache Form an die Hand giebt, den fraglichen 
Verlust vorzustellen und auszudrücken. In der angeführten Schrift 
wird er 1 ) dahin formulirt : Beim Stoss harter Körper ist die Summe 
der lebendigen Kräfte vor dem Stoss gleich derjenigen nach dem 
Stoss plus der Summe, die für die einzelnen Körper statthaben 
würde, wenn sich dieselben frei und zwar jeder blos mit der ver- 
lornen Geschwindigkeit bewegten. 

Dieser Carnotsche Satz, dass die unwirksam gemachten 
Geschwindigkeiten, als wirksam vorausgesetzt, die lebendige Kraft 
ergeben, die hypothetisch zu entwickeln gewesen wäre, aber uicht 
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entwickelt und mithin verloren worden ist, dieser Carnotsche 
Satz ißt im Hinblick auf das, was der Urheber dem älteren Spraeh- 
ebrauch gemäss harte Körper nennt nnd was wir als den Fall 
des gänzlichen Mangels der Elastizität bezeichnen, auch analytisch 
sehr leicht zu erläutern, wie dies in umfassender Weise durch 
Lagrange an den vorher angeführten Stellen geschehen ist. Doch 
geht uns hier weit mehr die leitende Vorstellungsart selbst an. 
Die rationelle Mechanik darf in ihrer reinen Consequenz Kräfte 
imd Geschwindigkeiten nicht uumotivirt verschwinden lassen. Setzt 
sie aber im besondern Fall für die Action einer gewissen Art, auf 
welche sich die empirische Beobachtung beschränkt und die 
rechnende Betrachtung beschränken soll, ein solches Verschwinden 
voraus, nimmt sie also an, dass eine Ursache, die sonst eine 
Bewegungs Veränderung hervorbringen muss, ohne diese Wirkung zu 
setzen und als in unbekannter Weise ausgemerzt anzusehen sei, 
so muss sie sich bewusst bleiben, dass diese Annahme von ihrem 
rationell construirendeu Standpunkt aus eine willkürliche und zu- 
fällige sei, zu welcher die Erfahrung die thatsächliche Veranlassung 
geben mag, die aber nie die Stetigkeif der rein rationellen Deduc- 
tionen als solcher beeinträchtigen kann. Die Aufnahme einer un- 
erklärten empirischen Thatsache in das Raisonnement und in den 
Calcül, also die Statuirung eines Verlustes an lebendiger Kraft 
kann keine wirkliche sondern nur eiue scheinbare Ausnahme 
des Erhaltuugsprincips begründen. In der That ist auch grade 
der Caruotsche Satz ein bequemer Wegweiser zu der allgemeinen 
Vorstellungsart, dass sich die lebendige Kraft priucipiell erhalte, 
und dass jedem scheinbaren Verlust derselben eine Summe ent- 
spricht, deren Elemente grade diejenigen lebendigen Kräfte 
repräseiitiren , die irgendwo anders (Mitstauden sein müssen und 
nur für den Kähmen, innerhalb dessen man an den Körperu selbst 
beobachtet, nicht vorhanden sind. Eine Ablenkung oder Umwandlung 
ist aber kein unbedingter Verlust, sondern nur ein Verlust in 
Bezug auf eine bestimmte Wirkungsart. Um den extremen Fall 
in das Auge zu fassen, so haben die als völlig unelastisch voraus- 
gesetzten Körper nach dem Stoss eine gemeinschaftliche Geschwindig- 
keit, zu welcher sie gelangt sind, indem sie die Verschiedenheiten 
ihrer Geschwindigkeiten ausgeglichen haben. Die Geschwindigkeit 
des einen ist vermindert, die des andern vermehrt worden. Beides 
hat nur durch Krafteutwicklniig oder, wie wir heute sagen, durch 
Arbeit geschehen können. Im Fall der vollkommenen Elasticität 
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würden diese Vermehrung und diese Verminderung entsprechend« 
Reactioneu (oder Arbeiten) im Gefolge gehabt haben, welche die 
Veränderungen der lebendigen Kraft durch einen gegenteiligen 
Vorgang wieder rückgängig gemacht hätten. Wo mm diese Re- 
actioneu ausbleiben, d. h. wo, wie in unserm Fall des unelastischen 
St088.es, keine Wiederausdehnung der zusammengedrückten Theilcheu 
statthat, da kann auch in der Geschwindigkeit, welche die Körper 
nach dem Stoss haben, nicht die ursprüngliche lebendige Kraft 
vorhanden sein. Es werden grade diejenigen Theile fehlen müssen, 
welche den beiden ( iesohwindigladtsveränderungen entsprechen. 
Denkt, man sich also den einen Körper von der zugehörigen ver- 
lorenen, den andern von der gewonnenen Geschwindigkeit afficirt, 
indem man die fehlenden elastischen Reactioneu auf diese Weise 
repräsentirt und ersetzt, so ist die lebendige Kraft dieses hypo- 
thetischen Systems diejenige, welche in dem Zustand nach dem 
Stoss vermisst, wird, und welche man dabei - hinzufügen muss. um 
die Gleichung der lebendigen Kräfte für die Zustände vor und 
nach dem Stoss aufstellen zu können. Dies ist der Sinn des 
Carnotschen Satzes, und dies heisst zugleich nichts Anderes, als 
dass man die in unbekannter Richtung verbrauchten lebendigen 
Kräfte ebenfalls in Anschlag bringen muss, wenn mau die Gleichung 
im Sinne der durchgreifenden Gültigkeit und der unbeschränkten 
Tragweite des Erhaltuugsprincips ansetzen will. Von jedem Theil 
der lebendigen Kraft muss Rechenschaft abgelegt werden, und 
jedem Verlust derselben in der einen Richtung muss die Existenz 
eines Aequivalents in der andern Richtung entsprechen. Indem 
Carnot die deu verlornen Geschwindigkeiten entsprechenden 
lebendigen Kräfte als Glieder in die Gleichung einführte, durch 
welche die Erhaltung ausgedrückt wird, vollzog er eine Wendung, 
die nur eines geringen Zusatzes bedarf, um auch in der Vor- 
stellungsart den heutigen Ansprüchen zu genügen. Bei den ver- 
lornen lebendigen Kräften hat mau nämlich an den Inbegriff der- 
jenigen Actioneu zu denken, die gleichsam aus dem System heraus- 
getreten sind oder wenigstens keine Gesammtgesehwiudigkeit der 
Körpermassen, sondern nur Theilcheiiverschiebuugen, Erzitterungen 
u. dgl. hervorgebracht haben. Die innere Consequenz der Prin- 
eipien bleibt hiebei in ihrem vollen Recht, indem man nur nöthig 
hat, den abgelenkten Nebenwirkungen durch symbolische Ansätze 
Rechnung zu tragen. Ebenso werden aber auch die natürlichen 



geeignete Form bringen, indem bei den natürlichen Körpern, welch p 
zwischen den ideellen Extremen der absoluten Elasticität und des 
vollständigen Mangels derselben irgend einen gemischten Charaktei 
darbieten, die Grösse des Mangels an Vollkommenheit der 
Elasticität das Maass abgiebt, um zu bestimmen, wieviel lebendige 
Kraft in der Hauptwirkung nach dem Stoss nicht als Massenkrafl 
zum Vorschein kommen kann. Der Verlust wird demnach als 
Sloleeularwirkimg im Gegensatz der Bewegung der Gesammt- 
masseu vorzustellen sein. Wie er aber auch beschaffen sein möchte, 
man würde ihn jedenfalls als eine, wenn auch unbekannte Action 
zu denken haben. 

Caniot, der den »Streit über die Schätzung der lebendigen 
Kräfte gleich d'Alembert als einen blossen Wortstreit l ) ansah, 
und der sich überdies vornehmlich an die Anschauungsweise von 
Lagrange hielt, ist bei seinem Satz begreiflicherweise nicht zur 
Annahme eines durchgreifenden Krlmltungsprincips fortgegangen: 
wohl aber hat er mit seiner Bestimmung der Form, in welcher 
man den Verlust an lebendiger Kraft ausdrücken kann, offenbar, 
wenn auch nicht mit dieser Absicht, die Hindernisse weggeräumt, 
welche einer ganz allgemeinen Vorstellungsart des Erhaltungs- 
princips entgegenstanden. Wir sind daher in der geschichtlichen 
Entwicklung mit jenem Satze bei einem Punkte angelangt, wo die 
weitere Ausbildung des Princips der Erhaltuug derselben Actions- 
menge nur noch von der Gewinnung positiver Vorstellungen über 
den Verbleib der verschiedenen Kraftbestandtheile abhängt. Eine 
solche Nachweisung wird aber erst gegen die Mitte des 19. Jahr- 
hunderts in entscheidender Weise eingeleitet. 



Drittes Capitel 

Charakteristische Hauptsätze der Dynamik 
in der Rolle von Principien. 

115. Ausser dem Satz von den lebendigen Kräften pflegt 
man noch in den heutigen Darstellungen der Dynamik einige all- 
gemeine Eigenschaften der Bewegung hervorzuheben, die sieh 
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in der Periode seit Newton bis auf Lagrange als besondere 
charakteristische Prineipien entwickelt hatten, und deren Fassung 
oder Auslegung auch mehrfach zu ähnlichen Streitigkeiten Veran- 
lassung gegeben hat, wie die Schätzung der lebendigen Kralle. In 
letzterer Beziehung ragte das Prineip der geringsten Wirkung 
durch die ursprünglich metaphysische Art seiner Auffassung hervor 
und ist noch heute durch die Unbestimmtheit und Veränderlichkeit 
der Gedanken ausgezeichnet, welche man an seinen Namen knüpft, 
Nimmt man noch alle allgemeinen und principiellen Vorstellungen 
hinzu, welche sich in Itücksicht auf die rein mathematischen Maxüna 
und Minima der Kral l summen und Kräfteftmctioneii für die Bewegung 
und für das Gleichgewicht bemerklich gemacht haben, so befindet 
mau sieh zwar in einem prineipiell sehr interessanten, aber noch 
keineswegs durchgreifend geordneten Gebiet.' Um das Prineip der 
geringsten Action in seinen verschiedenen Gestalten und Verwandt- 
schaften darzulegen, werden wir die ganze Gruppe der allgemeinen 
Maximal- und Miuimaleigenschaften der Kräftecombinatioiien ins 
Auge zu fassen haben. 

Die drei andern Hauptsätze betreffen die Bewegung des 
Schwerpunkts, die algebraische Summe der nach einer bestimmten 
Richtung genommenen Beweguugsgrössen und die Erhaltung der 
Flächen. Mit Ausnahme des letzteren Princips fällt hier jeder 
Zweifel über die engere oder weitere Fassung fort; auch meta- 
physische Gesichtspunkte sind verhältnissmässig wenig eingemischt 
worden, und die schliessliche Hauptfrage bleibt nur noch die, in- 
wiefern sieh diese charakteristischen Sätze nebst denjenigen von 
den lebendigen Kräften dazu vereinigen, die Hauptrelatioiien für 
die Bewegung eines Systems auszudrücken und in dieser Beziehung 
eine systematisch zusammenhängende Gruppe von Grundeigen- 
schaften der Bewegung beliebiger Körpercombinationeii vorzustellen. 
Der fruchtbarste Gesichtspunkt der Betrachtung dieser Sätze wird 
hienach derjenige sein, welcher sich auf den Hauptinhalt der ge- 
sammten Dynamik richtet. Unter Hinzunahme des d'Alembertschen 
Princips, welches eine Kegel für die Benutzung der Gesetze der 
Statik innerhalb der Dynamik enthält, wird sich zeigen lassen, 
dass mit den bisher vorgeführten principiellen Haupteinsichten 
dieser Periode die Dynamik in ihren wesentlichen Verzweigungen 
geschaffen und zugleich übersichtlich gemacht ist. Indem wir auf 
diesen Kreis hinweisen, der sich mit der Systematik Lagranges 
in einem gewissen Sinne schliesst, bezeichnen wir zugleich die 



innere Verwandtschaft, die zwischen den in historischer Neben- 
oi'ditimg und zum Theil mit dem Anschein der Zufälligkeit einher- 
gehenden Einsichten besteht. 

Am kürzesten müssen wir diejenigen Principien erledigen, 
bei denen für abweichende Auffassungen oder verschiedenartige 
Begründungen keine sonderliche Gelegenheit vorhanden gewesen 
ist. Hieher gehört zunächst der simple. Satz von der Bewegung 
oder, wie man auch sagt, von der Krhaltuug der Bewegung des 
Schwerpunkts, dessen Grundlage noch bei Newton aufzusuchen 
ist, und für den die primitiven Keime eigentlich in die Galileische 
Grundlegung der Dynamik selbst zu verlegen sind. 

116. Da ein bewegter Körper nicht in jedem semer Punkte 
genau dieselbe Bahn zu beschreiben braucht, indem neben seiner 
trauslatorischen Bewegung auch eine beliebige rotatorische in Frage 
kommen kann; ja da sogar eine gewisse Verschiedenheit der Be- 
wegung zwischen den auseinanderliegenden Punkten der Kegel 
nach bestehen muss, so hat man schon früh von der Mannich- 
faltigkeit der zusammen bewegten Theile abstrahirt und die Körper, 
wo es nicht auf genauere Unterscheidungen ankam, wie Punkte 
behandelt. Soll jedoch diese Behandlungsart exaet gestaltet werden, 
so muss wirklich ein Punkt im Körper nachgewiesen werden, der 
gegen die secundären und innerlich relativen Bewegungen der 
Theile gleichgültig bleibt und sich so verhält, als wenn in ihm 
die ganze Masse des Körpers mathematisch punktuell concentrirt 
und au ihm oder vielmehr an dieser concentrirteu Masse alle 
Kräfte, die au den verschiedeneu Theilen des Körpers wirken, sich 
selbst parallel angebracht wären. Diese Verlegung der Massen 
und der Kräfte ist der greifbare Ausdruck für die Haupteigen- 
schaft eines solchen Punktes, die Bewegung des Körpers als einer 
einheitlichen Totalität zu repräsentiren. Vou allen rein innern 
Beziehungen ist dabei abgesehen, und man kann daher sagen, dass 
die Bewegung jenes Punktes die nach Aussen gerichtete Kraft 
der Theile oder mit andern Worten die Bewegung oder Kraft des 
Körpers als solchen darstellt. ■ 

Das BedürMss, welches sich schon früh für die einheitliche 
Auffassung der Bewegung eines einzelnen zusammenhängenden 
Körpers geltend machte, musste im Hinblick auf ein System von 
mehreren Körpern noch fühlbarer hervortreten. Während in jenem 
Fall der gegenseitige Zusammenhang der Theile als rein statisch, 
d. h. als wesentlich unveränderlich vorausgesetzt werden konnte 
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und nur die Rotation in Frage kam, stand in dem zweiten all- 
gemeineren Fall dem freien Spiel der innern gegenseitigen Kräfte- 
entwicklung nichts im Wege; die Entfernungen der Theile des 
Systems konnten sich ändern, und dennoch musste man auch für 
das System als Ganzes einen Begriff rinden, seine Totalbewegung 
unabhängig von den blos innern Veränderungen exact vorstellig 
zu machen. Grade in dieser Anwendung zeigt nun der Satz von 
der Bewegung des Schwerpunkts seine grösste Tragweite und führt 
auch zu einigen interessanten Consequenzen für die Auffassung 
aller in der Natur vorhandenen mechanischen Kräfte. Jener Satz 
besagt nämlich, dass der Schwerpunkt eines Systems sich so ver- 
hält, als wenn alle Massen in ihm vereinigt und alle Kräfte sich 
selbst parallel an ihn verlegt wären. Unter dieser Voraussetzung 
müssen sich alle innern Kräfte, die ja iuumer zwischen je zwei 
Körpern als gleich und entgegengesetzt zu denken sind, zu Null, 
d. h. zum Gleichgewicht aufheben, und der Bewegungszustand des 
Schwerpunkts kann nur von äussern Kräften herrühren. Sind die 
letztern nicht vorhanden, so kann der Schwerpunkt nur eine Träg- 
heitsbewegung haben, d. h. er wird ruhen oder sich gleichförmig 
in grader Linie mit derselben Geschwindigkeit nach dem Be- 
harrungsgesetz fortbewegen. Das ganze System wird also im Zu- 
stande der Beharrung sein oder, mit andern Worten, seinen 
Bewegungszutand, unter dem auch der Fall der Ruhe einbegriffen 
ist, in völliger Einerleiheit erhalten, ganz wie dies dem geläufigeren 
Beispiel der Trägheit eines einzelnen Körpers entspricht. Nimmt 
man die Natu: als Ganzes, so bildet sie ein mechanisches System, 
für welches es äussere Kräfte nicht gebeu kann, da die letztem 
von ausserhalb der Natur kommen müssten. Alle Bewegungsantriebe 
und alle Ursachen des Gleichgewichts gehen in diesem Universal- 
mechanismus von den Körpern des Systems selbst aus und haben 
den Charakter innerer Kräfte, die sich, au den Schwerpunkt ver- 
legt, zu Null aufheben müssen. Die Totalität kann also nicht 
unter der Einwirkung einer beschleunigenden Kraft stehen; aber 
auch die Möglichkeit der blossen Beharrungsbeweguug ist in diesem 
besondern Fall ausgeschlossen, so dass nur die andere Seite der 
Trägheit, nämlich der Fortbestand der Ruhe übrig bleibt, Bei 
jedem andern mechanischen System muss man nämlich die vorgängige 
Wirksamkeit einer äussern Kraft, durch welche das ganze System 
eine Beharrungsbewegung erhalten hat, als Möglichkeit voraus- 
setzen. Man drückt sich daher ganz richtig aus, wenn man in Er- 



269 



maugelung fortwirkender äusserer Kräfte von einein System 
behauptet, dass sein Schwerpunkt in Ruhe oder in einer Trägheits- 
bewegimg begriffen sein müsse. Schliefst man aber ausser der 
gegenwärtigen Fortwirkung äusserer Kräfte auch noch eint) vor- 
gängige und abgeschlossene Wirkung von solchen aus, so fällt auch 
die Möglichkeit der Beharrungsbewegung fort. Die letztere kann 
mir von der Aufhäufung einer Geschwindigkeit herrühren, und 
diese Geschwindigkeit, die dem ganzen System und seinem Schwer- 
punkt inwohnen soll, kann nur von einer äussern Kraft erzeugt sein, 
da die blos innern Kräfte nur innere Bewegungen hervorbringen 
können und sich in Beziehung auf den Schwerpunkt gegenseitig- 
aufgehoben hätten. Mau sieht hienaeh, dass für die Natur oder 
überhaupt für ein in Beziehung auf Gegenwart und Vergangenheit 
völlig isolirt und selbstgenugsam gedachtes mechanisches System 
die Möglichkeit einer Beharrungsbewegung des Schwerpunkts und 
mithin einer Translation im Räume unbedingt Fortfallt. 

117. Newton hat in der Einleitung seines Werks über die 
Mathematischen Principien der Naturphilosophie l ) den Satz auf- 
gestellt, dass der Trägheitszustaud des Schwerpunkts eines Systems 
von Körpern durch die wechselseitigen Actionen der Körper gegen 
einander nicht berührt werde, und er hat zugleich darauf hin- 
gewiesen, dass in diesem Satz für die Trägheit eines durch inner- 
liche Kräfte veränderlichen Systems dasselbe ausgesprochen sei. 
was in Rücksicht auf den einzelnen Körper und dessen Schwer- 
punkt gelte. Es liegt in der Newtouscheu Pormulirung hienaeh 
Zweierlei. Erstens hat das Trägheitsgesetz eine weitere Passung 
erhalten, indem zu dem Begriff der Trägheit eines einzelnen 
Körpers oder eines starren Systems, d. h. eines solchen, in welchem 
keine Distanzveränderungen der Theile stattfinden, noch die Vor- 
stellung von der Trägheit eines Systems hinzugefügt ist, in welchem 
innere Actionen die gegenseitigen Entfernungen der Theile ab- 
ändern. Zweitens ist die Ünveräiiderliehkeit der Lage des Schwer- 
punkts durch innere Kräfteentwicklungen klar gestellt. Diese 
letztere Einsicht ruht auf dem dritten Bewegungsaxiom Newtons, 
dass die Actiou der Reaction gleich sei. In der That ist auch 
der Satz von der Trägheit des Schwerpunkts als ein Corollar zu 
jenem dritten Grundgesetz der Bewegung hingestellt. Die Ün- 
veräiiderlichkeit der Lage des Schwerpunkts in Beziehung auf das 
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System wird zunächsi an zwei Körpern dargethan. Ihre wechsel- 
seitigen Actioncn können, da sie auf beiden Seiten gleich sein 
müssen, die Distanzen beiderseitig nur in einer Proportion ver- 
ändern, welche den flf sprüngüehen Schwerpunkt auch noch ferner- 
hin denjenigen Punkt sein lässt, der den Abstand im umgekehrten 
Yerhälluiss der Massen eintheili. Er behält also seine nothwendige 
Eigenschaft bei, d. h. die Bedingungen seiner Ortsbestimmung in 
Beziehung auf die beiden Körper werden durch die gegenseitigen 
Actione!» der letztern nicht geändert. Die den Massen proportionale 
Wirkung ist hiebei natürlich vorausgesetzt; alier innere Kräfte 
können auch nicht anders wirksam gedaeht weiden. Die Attractioneu 
bilden hier das reinste Beispiel. Wenn man noch nichts von der 
absoluten Geschwindigkeit und den Kraftveränderungen in der 
gegenseitigen Anziehung von zwei Körpern wüsste, so würde man 
doch nach diesem Newtonschen Gesetz der unveränderlichen Lage 
des Schwerpunkts zu jeder Lageveränderung des einen Körpers 
eine proportionale Verschiebung des andern gegen den Schwerpunkt 
angeben können, die in derselben Zeit stattgefunden haben müsste. 
Will man das Beispiel des Stosses wählen, so muss man von 
vornherein, d. h. vor dein Stögs die Bewegung des Schwerpunkts 
von der nicht gemeinschaftlichen und daher Mos relativen Be- 
wegung, durch welche die Körper gegen einander in den Bewegimgs- 
grössen differiren, absondern und auf diese Weise die Beharrungs- 
bewegimg des ganzen Systems und seines Schwerpunkts ermitteln. 
Alsdann hat man die so zu sagen äussere Affection des Systems 
isolirt, und es bleiben nur die relativen Actionen übrig, die in 
diesem Fall die Bolle innerer, den Massen proportionaler Kräfte 
spielen. Mögen sie sich nun, wie bei dem unelastischen Stoss, 
auch für die gegenseitigen Ortsveränderungen zu Null aufheben, 
oder mögen sie, wie bei dem elastischen Stoss, ihre gleiche Action 
und Beactiou entwickeln, so werden sie doch den Schwerpunkt in 
seiner Lage zu den Körpern nicht verschieben. Das Beispiel des 
Stosses erläutert mithin beide Gesichtspunkte Newtons zugleich, 
indem mit Ausnahme des einzigen Falles, in welchem die Be- 
wcgungsgrössen beiderseitig gleich oder, mit andern Worten, die 
gegebenen Geschwindigkeiten den Massen umgekehrt proportional 
sind, eine Trägheitsbewegung des Schwerpunkts und des Systems 
vor, in und nach dem Stoss statthat, während an dem relativen 
Ort des Schwerpunkts zwischen den Körpern weder vor, noch in, 
noch nach dem Stoss etwas geändert wird. Hieran erläutert sich 
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auch die Newtonscho Ausdruckweise, dass der Schwerpunkt, ab- 
gesehen von äussern Kräften, entweder ruht oder sich gleichförmig 
in grader Linie bewegt. Diese letztere Bewegung kann nur von 
einer Überschüssigen und daher von Aussen herstammenden Ge- 
schwindigkeit herrühren. Aueh erläutert Newton seine Vorstell im er. 
indem er zunächst zwei Körper von einer gemeinschaftlichen Ge- 
schwindigkeit, afßciri sein und so das System, welches sie bilden, 
liebst dem Theilungspunkt ihrer Distanz, der nach dem umgekehrten 
Verhältnis« ihrer Massen bestimmt ist, mit eben jener Geschwindig- 
keit fortschreiten lässt. Nebenbei bemerkt, sieht man hier die 
augserordentliehe Wichtigkeit, alle Kräfte in Rücksicht auf ein 
System in innere und äussere einzutheilen. Auch alle Afl'ectionen, 
d. h. die Bewegungszustäiule der Beharrung und die Ruhe kann 
man stets darauf ansehen, ob ihre Existenz auf das Zusammen- 
wirken innerer Kräfte oder auf eine dem System äusseiiiche Ur- 
sache zurückzuführen sei. Auch ist es oft genug hinreichend, 
dass sich die Bewegungsgrössen so betrachten lassen, als wären sie 
durch gegenseitige Actionen erzeugt. Zwei Körper, die unmittelbar 
bei ihrem Zusammenstoss gleiche, aber entgegengesetzte Bewegungs- 
grössen haben, könnten z. B. zu diesen Bewegungsgrössen durch 
einen vorgängigen Attractionsprocess gelangt sein. Hiebei würde 
natürlich die Anziehung nicht aufhören; aber abgesehen hievon 
hätte man den einfachen Fall des Stosses mit isolirten Ge- 
schwindigkeiten ohne eigentliche Kräfte, die zwischen den Körpern 
des Systems wirkten. Es ist mithin genug, wenn die gegenseitig 
in das Spiel kommenden Grössen uur so beschaffen sind, dass sie 
von innern Kräften herrühren könnten. 

118. Der moderne Satz von der Bewegung des Schwer- 
punkts enthält noch einen wichtigen Bestandteil mehr, als das 
bei Newton formulirte Princip. Dieser Satz bildet eine Erweiterung, 
welche über den specialen Fall hinausgeht, dass nur innere Kräfte 
vorhanden sind. Unter der Voraussetzung äusserer Kräfte bewegt 
sich der Schwerpunkt eines noch so veränderlichen Systems stets 
so, als wenn alle Massen und Kräfte an ihn verlegt w ären und das 
System übrigens gar nicht existirte. So nahe einige Seiten und Fälle 
dieses Satzes jederzeit lagen, indem ja jeder bewegte Körper als 
solcher ein System vorstellte, in welchem man die Bewegung des 
Schwerpunkts am natürlichsten als die so zu sagen summarische 
des Körpers anzusehen veranlasst wurde, so hat es doch eiue 
überraschend lauge Zeit gedauert, ehe der Satz von der Bewegung 
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des Schwerpunkts in seiner universellen Bedeutung entwickelt 
wurde. Wir finden ihn in dieser vollkommensten Fassung erst 
bei Lagrauge l ) besonders ausgezeichnet, nachdem d'Alembert sich 
noch mit dem hesondern Fall beschäftigt hatte, dass unveränder- 
liche beschleunigende Kräfte von gleicher Richtung im Räume 
oder gegen einen festen Mittelpunkt hin, die einzelnen Körper 
afficiren. Aber auch hier hatte d'Alembert noch nicht die ge- 
wöhnliche Form des Satzes gefunden. Wie wenig sich selbst zur 
Zeit Lagranges die weitere Fassung eingebürgert hatte, beweist das 
Vorhaben des letztem in seiner Functionentheorie 2 ), wo er den 
Satz noch in der Newtouschen Beschränkung in Worte fasst und 
irntz des weitertragenden Calcüls in dieser engeren Bestimmtheit 
durch Aus werf uiig auszeichnet. Die analytische Ableitung oder 
ein entsprechender begrifflicher, nach der Art Newtons geführter 
Beweis bietet keine Schwierigkeiten, sobald man nur von vorn- 
herein von der strengen Definition des Schwerpunkts ausgeht, die 
mit der Schwere nichts zu schaffen hat. Blosse Massen und die 
für einen mathematischen Augenblick gegebeneu gegenseitigen 
Oerter derselben, also ein Inbegriff von Massen mit gewissen Ab- 
ständen im Räume, — das ist die einzige Voraussetzung für die 
Bestimmung jenes eigentümlichen Punkts, den man erhält, wenn 
man für beliebige zwei Körper die Distanz im umgekehrten Ver- 
hältuiss der Massen theilt, den so gewonnenen Theilungspunkt als 
Träger der beiden Massen betrachtet, mit ihm und einem dritten 
Körper auf dieselbe W T eise operirt und dieses Verfahren auf alle 
übrigen Theile des Systems ausdehnt. Dieses Centrum der Massen, 
wie man es auch exacter genannt hatte, ist ausschliesslich eine 
Function der Massenverhältnisse und der geometrischen Figur 
ihrer Gruppirung. Unmittelbar sind es aber die absoluten Massen 
und die zugehörigen absoluten Abstände, welche ohne Rücksieht 
auf irgend welche bestimmte Kräfte jenen wichtigen Punkt deter- 
iiüniren. Obwohl hiebei die Massen ausdrücklich als nicht not- 
wendig von der Schwere oder einer andern Kraft afficirt gedacht 
werden, so giebt doch erst der Gedanke einer beliebigen Möglich- 
keit von Kraftaffectionen der Vorstellung des Punktes eineu natür- 
lichen Sinn. Jede Kraft, die man sich angebracht denken mag, 
wird, wie mannichfaltig sie auch sonst wirken möge, doch, indem 
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.sie auf alle Theile und in allen Theilen der Materie agirt, der 
Menge der Materie proportional thätig sein. Dies ist der tiefere 
principielle Grund, warum ein blosses Massencentrum, abgesehen 
von der Gestalt der besondern Kräfte, die in dem liier fraglichen 
Satz enthaltenen Eigenschaften haben könne. Die gewöhnliche 
Einschiehang paralleler Kräfte zur Ableitung des Schwerpunkts 
und die Betrachtung des letztereu als eines Centrums der parallelen 
Kräfte nach dem Vorbilde des Verhältnisses am Hebel ist daher 
für die höhere Mechanik unnöthig. wenn nicht etwa gar der 
Strenge der Abstraction hinderlich. Nicht drehbare Gruppen 
paralleler Kräfte, sondern immittelbar die Massen im Hinblick 
auf jedwede, tu ihrer besonderu Gestalt ganz zufällige und 
gleichgültige Kräfteapplicationen sollten den Ausgangspunkt für 
die Begriffsbestimmung und Ermittlung jenes Massencentrums 
bilden, welches nach der Veranlassung seiner Coneeptiou Schwer- 
punkt heissl. 

Geht mau von dem Begriff des Massencentrums aus, so ist 
klar, dass jede Kraft zum Theil die gegenseitige Distanz des 
Körpers gegen die andern Körper ändern und zum Theil eine 
nicht in die Wechselwirkung eintretende, d. h. freie Fortschiebung 
des Systems zu bewirken vermöge. Diese Fortschiebungen hat 
man für sieb zu betrachten. Die Tendenzen zu denselben setzen 
sich zusammen, und es ergiebt sich, dass von ihnen die Bewegung 
des Schwerpunkts herrühren müsse. Die wechselseitigen Actionen 
ändern aber, da sie den Massen proportionale, aber umgekehrte 
Distauzändenmgeu hervorbringen, die Form des Systems nur in 
den absoluten Dimensionen, aber nicht in der Proportionalität der 
Entfernungen gegen die Theilungspunkte. In Bücksicht auf gewisse 
Bestandteile der Kräfte bleibt also der Schwerpunkt unverändert; 
in Rücksicht auf die übrigen Bestandtheile mag er etwa in einer 
Cnrve bewegt werden, ganz als wenn sich diese Bestandtheile an 
ihm unmittelbar zusammensetzten. An Stelle der Unterscheidung 
der beiden Bestandtheile, d, h. der gegenseitigen und der äussern 
Actionen kann man nun auch sofort alle Kräfte ohne Unterschied 
angebracht denken, da. sich ja alsdann die inner» Kräfte sofort 
als gleiche und entgegengesetzte Bewegungsantriebe aufheben. 

119. Nicht unerwähnt mag der ziemlich schnelle analytische 
Nachweis bleiben, bei welchem mau von einer Eigenschaft des 
Schwerpunkts in endlichen Ausdrücken ausgeht und durch zwei- 
malige Differentiation zu derjenigen Gleichung für die Bewegung 
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des Schwerpunkts gelaugt, die unsern Satz einschliesst. Die Ge- 
samnitmasse multiplicirt mit dem Abstand des Schwerpunkts von 
einer beliebigen Ebene ist gleich der Summe der Producte aus 
den Einzelmassen und den zugehörigen Abständen von derselben 
Ebene. Dieser Satz, in Bezug auf drei Coordinatenebenen gedacht, 
und für jede beliebige Lage zu diesen Ebenen, also für jeden Punkt 
oder Augenblick der Bewegung eines solcheu Systems erwogen, 
ergiebt drei Gleichungen zwischen dem Orte des Schwerpunkts 
und den jedesmal zugehörigen Oertern der einzelnen Massen oder 
wie mau gewöhnlich sagt, zwischen den Coordinaten des Schwer- 
punkts und denen der einzelnen materiellen Punkte. Die Unter- 
suchung der Form einer einzigen dieser Gleichungen kann für die 
beiden andern gelten, da die letzteren nur das für die beiden 
übrigen Dimensionen des Raumes wiederholen, was für die eine 
Coordiuatenaxo zutrifft. Differenzirt mau nun zweimal, indem 
man den Abstand von der Ebene, d. h. die Abscissen als mit dpr 
Zeit veränderlich betrachtet, so erhält mau eine Gleichung, i 
welcher die zweiten Ditferentialquotienteu (des Raumes nach der 
Zeit) multiplicirt mit den zugehörigen Massen die an den einzelnen 
Theilen des Systems resultirenden Kräfte vorstellen können. Dieser 
einen Seite der Gleichung steht auf der andern die ganze Mass 
des Systems, multiplicirt mit dem Differentialcoefficieuten für die 
Bewegung des Schwerpunkts nach der fraglichen Axe gegenüber. 
Die Gleichung besagt also, dass die Bewegung des Schwerpunkts 
dieselbe sein würde, wenn man sich die Summe der Kräfte, deren 
Träger die verschiedenen Massen sind, unmittelbar in dem Schwer- 
punkt wirkend dächte. In einer solcheu Gleichung liegt der 
genaue Ausdruck des Prineips. 

Man kann jedoch auch unmittelbar, ohne Difterenzirung. ans der 
Grundformel der Abstände das Gesetz der Bewegung des Schwerpunkts 
entnehmen, indem man die Gleichung sofort als eine eudliche 
(Jlfichuiig der Ucweguug interpretirt. Die Fassung des Gesetzes 
gestaltet sich alsdann freilich in der äusserlichen Form etwas 
anders. Die Bewegung des Schwerpunkts muss aus diesem Ge- 
sichtspunkt nämlich stets so ausfallen, dass sie dieselbe bleibt, 
wenn man an die Stelle der Gesammtmasse. die eine bestimmte 
Ortsveränderuug erfährt, die einzelnen Massen mit den zugehörigen 
Ortsveränderungeu setzt und diese Producte mit einander com- 
binirt. Diese Producte sind nicht eigentliche Bewegungsgrössen, 
da die Geschwindigkeiten hier ganz beliebige, unbestimmte Grössen 
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bleiben müssen. Grade aber iin Hinblick auf letztere Unbestimmt- 
heit kann man ihre Zusammensetzung ebenfalls in der besouderu 
Ausführung offen lassen, und mau gewinnt auf diese Weise für 
das Verhalten des Schwerpunkts In der Bewegung eiue Vorstellung, 
welche, wie der Begriff des Schwerpunkts selbst, ebenfalls nur an 
die Massen und jeweiligen Abstände anknüpft und alle etwaigen 
Kräfte oder Beharrimgsbewegimgeu so ansehen lässt, als wenn sie 
die von ihnen hervorgebrachten Orts Veränderungen der einzelnen 
Massen unmittelbar im Schwerpunkt hervorzubringen suchten und 
sich dort mit dieser Art von Wirkungen combinirten. 

120. Das zweite Princip. dessen Anführung und geschicht- 
liche Herleitung sich am unmittelbarsten an die bisherige 
Darstellung auschliesst, findet sieh zwar als solches noch nicht 
einmal bei Lagrange besonders ausgezeichnet und in die Reihe 
der charakteristischen Hauptsätze aufgenommen, greift aber mit 
seiner Wurzel bis in die Newtonschen Vorstellungsarten zurück 
und hat. abgesehen von seinem eignen Inhalt und seiner Be- 
deutung für die spätere vollständige Zusammenfassung aller prin- 
cipiellen Hauptpunkte der Mechanik, auch noch ein besonderes 
historisches Interesse. Es ist gleichsam das Seitenstück zu dem 
Princip der Erhaltung der lebendigen Kräfte, indem es zeigt, in 
welcher Form sich eine Erhaltung der blossen Bewegungsgrössen, 
d. h. der Producte von Massen und Geschwindigkeiten, wirklich 
behaupten lasse, ohne in den Descartesscheu Fehler zu verfallen, 
vermöge dessen die Couservirung derselben Menge ohne Bücksicht 
auf die gegenseitigen Aufhebungen, d. h. ohne Beachtung des 
Gegensatzes in der Richtung und im Sinne der Geschwindigkeiten 
vorausgesetzt wurde. 

Sehr zutreffend bemerkte schon Newton 1 ), dass die Entwicklung 
innerer Kräfte die algebraische Summe der Bewegungsgrössen nicht 
verändere, die man dadurch erhalte, dass man die iu demselben 
Sinne auf derselben Richtung zusammenwirkenden Quantitäten 
nehme, die entgegengesetzten aber aus demselben Gesichtspunkt 
subtrahire. Die so entstehende Summe und Differenz erhält sich 
unverändert. Der ganze Satz, der bei Newton demjenigen von der 
Erhaltung des Bewegungszustandes des Schwerpunkts unmittelbar 
vorangeht, ist ebenfalls als ein blosses Corollar zu dem Fundamental- 



3 ) Phil. nat. princ. inath., Einleitung Caroll. S zum dritten Be- 
wegTingsmiom. 
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axioni von der Gleichheit und der entgegengesetzten Richtung der 
Action und Reactiou hingestellt. Er wird durch das Beispiel des 
Stosses erläutert und hieb ei sogar für den Fall erörtert, dass die 
Linien, auf denen die Körper gegen einander laufen, einen Winkel 
bilden. Das Princip selbst ist ganz allgemein formulirt, wenn 
auch die Erwähnung einer Axe fehlt, auf welche man sich die 
Bewegungsgrösseu projicirt denken kann. Stillschweigend is 1 
vorausgesetzt, dass man die Bewegungsgrösseu auf eine gemein- 
schaftliche Richtung beziehen muss. Es wird dies zunächst am 
allematürlichsten diejenige Richtung sein, nach welcher sie sich 
wirklich summireu und aufheben. Das Newtonsche Beispiel des 
Winkelstosses erläutert dies wiederum, indem ein Theil der Be- 
wegungsquautität bei der noth wendigen Zerleguug ki die gemein- 
schaftliche Berührungsebeue der beiden Körper fällt und nach 
diesem Gesichtspunkt der Zerlegung dieselbe bleibt, welche sie 
aus demselben Gesichtspunkt vor dem schiefen Stoss war. Es ist 
hier eine bestimmte Richtung, nämlich diejenige der Resultante, 
welche in jener Ebene liegt, worauf ein Theil der Bewegungs- 
grösseu bezogen wird. Der andere Theil, bei welchem stets ein 
Differenz in Frage kommt, ist aber in derjenigen Linie zu nehmen 
welche im Berührungspunkt auf der gemeinschaftlichen Berührungs- 
ebeue senkrecht steht. In allen concreten Fällen wird sich in der 
natürlichsten Weise die Richtung ergeben, nach welcher man sich 
die Bewegungsgrösseu zusammengesetzt oder abgezogen zu denken 
hat, um die Vorstellung den wirklichen Vorgängen anzuschliessen. 

Nun ist aber aus demselben Grunde, aus welchem man die 
Kräfte nach beliebigen Richtungen in äquivalente Gruppen zer- 
legen kanu, auch die Zerlegung der Geschwindigkeiten und mithin 
die Projectiou der Bewegungsgrösseu möglich. Diese Projectiou 
kann ebenso betrachtet werden, wie die Reducirung einer Kraft 
nach einer gegebenen Richtung. Steht es nun einmal fest, dass 
nach der Richtung ihrer natürlichen Wirksamkeit und ihres that- 
sächlichen directen Antagonismus die Bewegungsgrösseu stets 
dieselbe Summe ihrer einstimmigen und dieselbe Differenz ihrer 
entgegengesetzten Bestandteile darbieten, wie es bei Newton 
grade in dieser Weise formulirt ist, so folgt hieraus auch, dass 
die fraglichen Quantitäten, die in den verschiedensten Zuständen 
gleich bleiben, auch in ihren Projectiouen auf eine beliebige 
Richtung diese Gleichheit reproduciren müssen, indem es sich 
hiebei nur um eine rein mathematische proportionale Aenderung 



der ursprünglich als gleich gegebenen Grössen handelt. Der 
scheinbar allgemeinere Ausdruck des EMncips. wie mau ihn beute 
zu fassen pflegt, ist daher nur eine mathematische Bearbeitung 
der Newtonschen Formulirung und enthält, rein mechanisch be- 
trachtet, keine wesentlich« Erweiterung. Mau muss noch heute, 
wie Newton, auf die Gleichheit der Actiou und Keaction zurück- 
gehen, wenn man den Satz erweisen will, dass die algebraische 
Summe der Hewegmigsgrösseu nach einer beliebigen Richtung 
stets dieselbe bleibe, wie auch das Spiel der innern Kräfte be- 
schatten sein möge. Der ursprünglich gegebene sehr einfache 
Grund, dass der Mittheilung irgend eines Klements oder Theils 
von BeweguugsgrÖsse eine gleiche Mittheiluug in der entgegen- 
gesetzten Richtung entspreche, und dass es sich mit den Ver- 
lusten ebenso verhalte, ist nichts weiter als eine Berufung auf die 
Gleichheit von Action und Reactinn, und ist noch heute die ein- 
fachste Beweisart unseres Satzes. Jede innere Kraft wird als 
doppelseitig und auf der Verbindungslinie ihrer Träger wirkend 
vorgestellt. Sie kann den freien Ueberschuss der Bewegungs- 
grössen nicht vermehren und nicht vermindern, und sie kann die 
Theile. die sich in Differenz befinden, zwar, wie bei dem un- 
elastischen Stoss, absolut aufzuheben scheinen, aber die ursprüng- 
liche Differenz selbst auch in diesem nicht ändern. 

121. Wirken noch ausserdem äussere Kräfte auf die Körper 
des Systems, so bringen sie neue ßewegungsgrösseu hervor, die 
sich ebenfalls auf die beliebig gewählte grade Linie projiciren 
lassen und hier den Zuwachs an BeweguugsgrÖsse nach dieser 
Richtung lepräsentiren. Man spricht daher wohl gegenwärtig das 
Princip auch so aus, dass man gleich von der Annahme stetig 
fortwirkender äusserer Kräfte ausgeht und deu Zuwachs an Be- 
weguugsgrÖsse, den diese Kräfte nach einer beliebigen Richtung 
im Räume hervorbringen, derjenigen Veräudernug der Beweguugs- 
grÖsse gleich setzt, welche diese Kräfte hervorgebracht haben 
würden, wenn sie reducirt auf die fragliche Richtung unmittelbar 
auf derselben gewirkt hätten. Hiebei fallen alle innern Be- 
ziehungen, vermöge deren sich gewisse Bestandtheile der äussern 
Kräfte aufheben, ohne Weiteres als unerheblich fort. Der ganze 
Satz vertritt auf diese Weise nichts weiter als eine Reduction und 
Zusammensetzung der vorhandenen oder der zu erzeugenden Be- 
wegimgsgrösseu eines Systems nach einer beliebigen Richtung. 
Nicht eine bestimmte grade Linie bildet hier deu wesentlichen 



Anhaltspunkt, sondern die allgemeine Richtung, welche diese 
Linie im Baume vertritt, uud welche durch jedwede andere ihr 
parallele Linie ebenso vertreten wird. Mau denke sich den Inbegriff 
aller möglichen den Kaum erfüllenden Linien, welche dieselbe 
.Richtung hüben, und mau hat ein Bild für den abstracten, von 
der besoüdeni Lage unabhängigen Begriff einer Richtung im Kaume. 
Die Frojeeüuniui sind für eine solche Richtung stets gleich, welche 
Linien man auch zu Repräsentanten der Richtung nehmeu mag. 

Wirken keiue äussern Kräfte, so besagt die erweiterte Fassung 
des Satzes für dieseu speeiellen Kall, dass der Zuwachs au Be- 
wegungsgrösse Null oder, mit andern Worten, dass die vorhandene 
algebraische Summe der Beweguugsgrössen beständig dieselbe sein 
müsse. Auf diese Weise tritt wiederum das Gesetz der Constanz 
oder Erhaltung der nach ihreu Vorzeichen veranschlagten Beweguugs- 
grössen hervor. Natürlich würde sich auch der besondere Fall, 
dass die äussern Kräfte einander nach irgend einer fraglichen 
Richtung aufheben, für diese Richtung entsprechend gestalten. 
Sie würden alsdaun genau den Charakter der inuern Kräfte haben, 
die sich paarweise für die Entstehung von Uewegungsgrössen 
neutralisiren. 

Später wird sich zeigen, welche Rolle das Priucip der Un- 
abhängigkeit der Beweguugsgrössen vou deu innern Kräften, d. h. 
der Grundsatz der Erhaltung ihrer algebraischen Summe nach 
einer beliebigen Richtung im Räume für Statik und Dynamik zu 
spielen vermöge. Für jetzt sei nur uoch daran erinnert, dass 
schon bei Galilei, weuu auch nicht die unterschiedeneu Beweguugs- 
grössen, so doch die Geschwindigkeiten, die an einer und derselben 
Masse durch die Schwere nach verschiedenen Richtungen, z. B. 
auf verschieden geneigten Ebenen erzeugt gedacht wurden, das 
Gesetz des Zuwachses repräseutirteu , welcher durch eiue äussere 
Kraft für die Bew-egungsgrössen uach verschiedenen Richtungen 
in derselben Zeit gewonnen wird. 

Eben dieselbe Bemerkung, welche sich bei dem Gesetz der 
Bewegung des Schwerpunkts über die innern uud äussern Kräfte 
und über die blossen Beharruugsbeweguugen macheu Hess, findet 
auch auf das Gesetz der Veränderung oder Erhaltung der Be- 
weguugsgrössen nach einer beliebigen Richtung ihre volle Anwendung. 
Man kann jede vorhandene Bewegungsgrösse, deren Entstebung 
uicht auf inuere Kräfte zurückzuführen ist, oder die nicht zusammen 
mit einer gleichen und entgegengesetzten Grösse gegeben wird, als 
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äussere Ursache behandeln, indem dieselbe wenigstens in der Ver- 
gangenheit eine dem System fremde Kraft zum Ursprung gehabt 
haben muss. Da nun nach unserer obigen Andeutung die Natur 
als Ganzes keine äussern Kräfte, d. h. keine Kräfte enthalten 
kann, die von ausserhalb der Natur stammten, und da mithin alle 
Kräfte als von irgend einem Körper der Natur ausgehend gedacht 
werden müssen, so können auch die jeweilig vorhandenen Geschwindig- 
keiten und Bewegungsgrössen nur als Erzeugungen früherer Kräfte- 
bethätigungen angesehen werden. Alsdann muss ihnen aber nach 
dem Gesetz der Action und Reaction auch eine zugehörige Ver- 
änderung in entgegengesetzter Richtung entsprochen haben. Die 
Veränderung der Beweguugsgrösse kann nicht einseitig gewesen 
sein, und es muss daher auch jetzt für die scheiubar isolirte und 
wie aus Nichts gegebene Bewegungsgrösse, die äusserlich und un- 
motivirt in irgend einem beschränkten System angetroffen wird;, 
in dein universellen System der Natur eine ihr entgegengesetzte 
und sie aufhebende Grösse vorhanden seil). Für die gesammte 
Natur scheidet also die Möglichkeit aus, dass nach irgend einer 
Richtimg im Räume die algebraische Summe der Bewegungs- 
grösseu einen andern Werth als Null ergebe. Dies stimmt auch 
vollkommen zu der Idee von dem Schwerpunkt der Natur, wie wir 
sie oben entwickelt haben. Dieser Schwerpunkt und dieses Massen- 
ceutrum könnte nicht absolut ruhen, wie es nach jener Deduction 
nolhwendig ist, wenn nach irgend einer Richtung im Räume eine 
Bewegungsgrösse vorhanden wäre, die für das System eine 
Beharrungsbewegung bedeutete. Die unbestimmte Idee des Gartesius 
hat hienach einer überraschenden, aber sehr rationellen Thatsache 
Platz gemacht, dass sich nämlich nicht die Summe der absoluten 
Bewegungsgrössen, wohl aber die nach einer beliebigen Richtung 
im Räume genommene algebraische Summe der Bewegungsgrössen 
unvermehrt und unvermindert erhält, indem sie beständig in allen 
Richtungen des Raumes gleich Null sein muss. Descartes hatte 
sieh vorgestellt, dass die einmal geschaffene Menge der Bewegungs- 
grössen sich unverändert erhalte und hatte hiebei jede Grösse ohne 
Rücksicht auf den Gegensatz und ein Vorzeichen als absolut zu 
veranschlagen vorausgesetzt. In dieser liestalt ist nun die Idee 
thatsäehlich falsch, da die absolute Summe der Bewegungsgrössen 
sehr verschieden sein kaun. Sieht man jedoch in der angegebenen 
Weise auf die Bewegungsgrössen nach einer beliebigen Richtung, 
und unterscheidet man diejenigen des einen und diejenigen des 
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andern Sinnes iu dieser Richtung, so müssen beide Summen 
einander gleich, d. Ii. die resultireude Bewegungsgrösse Null sein. 
Man kann daher, wenn man auf die metaphysische Form der 
Cartesischen Begriffe eingehen will, allerdings sagen, dass sich 
dieselbe ursprünglich geschaffene Menge erhalte, und man hat 
hiebei den Vortheil, dass der Begriff dieser ursprünglich ge- 
schaffenen Menge keine logische Bedenken hat, da sein Gegenstand 
gleich Null ist und daher an sich selbst gegen die < .iesichtspuukte 
einer ursprünglichen Hervorbringung oder einer Vernichtung 
gleichgültig bleibt. Es lässt sich ohne Widerspruch denken, dass 
in allen Veränderungen diese Null au resultireuder Bewegungs- 
grösse jederzeit bestanden habe und jederzeit bestehen weide 

122. Ein drittes, sehr berühmtes und sogar noch in der 
neusten Zeit durch zutreffende Beleuchtungen weiter aufgeklärtes 
Princip ist dasjenige, welches 1 uter dem Namen eines Satzes de 
Erhaltung der Flächen am bekanntesten ist, jedoch auch als 
Princip der Erhaltung der liotatiousmomente auf eine weniger 
äusseiiiche Art bezeichnet wird. Es bildet in einer gewissen Be- 
ziehung die Ergänzung des Satzes von der Bewegung des Schwer- 
punkts oder, wenn nian will, auch diejenige des Satzes von den 
nach einer beliebigen Richtung genommenen Bewegungsgrössen. 
Was jene beiden Principien für die translaturisohe Bewegung 
bedeuten, leistet das Princip der Flächen räume für die rotatorische. 
Auch wird sich später in einer sehr einlachen Weise zeigen 
lassen, dass die bekannten sechs Gleichungen, wie sie sowohl die 
Bedingungen des Gleichgewichts als auch in einer allgemeineren 
Gestalt die notwendigen Verhältnisse iu der Bewegung eines 
beliebigen, sei es starren oder unveränderlichen Systems aus- 
drücken, den Inhalt dieser Principien zu einem genauen Correlat 
haben. Streng genommen find nur zwei Arten der Relation in 
jenen sechs Gleichungen vorhanden, und nur die Dreizahl der 
Dimensionen des Raumes und die hiedurch nothwendige Beziehung 
auf drei Coordinatenaxen verdreifacht jede der beiden Grund- 
beziehungen. Die eine der letzteren geht auf das Gleichgewicht 
und die Bewegung, insofern es sich um Fortschiebimg des Systems 
handelt: die andere hat diejenige Seite des Gleichgewichts und 
der Bewegung zum Gegenstand, bei welcher eine Drehung des 
Systems in Frage kommt. Nun ist das Princip der Flächen grade 
dasjenige, welches diese zweite Art der Relation formulirt. Merk- 
würdigerweise ist es auch zugleich dasjenige Princip, dessen 



Geschichte unter den charakteristischen Hauptsätzen am weitesten 
zurückreicht und sich zugleich der wesentlichsten Aufklärungen 
ist in dein lautenden Jahrhundert rühmen kann. 

Als bloß beobachteter Sachverhalt ist das Princip der 
'lächeuräume in eiuer einfachen CJ est all schon bei Kepler vor- 
handen gewesen, und in der elementaren Darlegung der einfachsten 
Gründe ist es erst in uuserm Jahrhundert durch Poinsut zu 
seinem gebührenden Plate unter den ersten Elementen der Statik 
und Dynamik gelangt. Da jedoch die Poiusotschen Wemlimgen 
eine ganz allgemeine und in die Fassung aller l'iincipion der 
Mechanik eingreifende Bedeutung haben, so verschieben wir die 
eingehenden' Erörterung dieser Eni wiekluugsphase der mechanischen 
Grtindvorstellnugeu und mit ihr die sehlicssliche Beleuchtung des 
Priucips der Flächen auf den nächsten Abschnitt, indem wir uns 
hier innerhalb unserer mit Lagrauge abschliessenden Periode 
halten und nur hier und da eine auticipireiide Hin Weisung auf 
den neuen Staudpunkt gestatten. Allerdings hat Poiusot schon 
gleich am Anfang des Jahrhunderts seine Themie der Kräfte- 
paare aufgestellt, und hiedurch den Uotariousuiomenten den Siun 
beigelegt, den sie in der freien Bewegung allein haben können. 
Auch hat er sofort das Princip der Flächen als einen Satz übet 
diese von einer ganz neuen Seite aufgefaßten Momente erläutert. 
Der Abschluss der neuen Vorstelluugsart erfolgte jedoch erst mit 
der 3U Jahre jüngeren neuen Kutationstheorie Poinsots, und da 
sich überdies die neuen Gesichtspunkte und Vorstelluugsarten erst 
viel später einbürgerten, so haben wir ein riecht, auch das, was 
noch bei Lebzeiten Lagranges geschehen war, in das spätere 
Eutwicklungsstadium hineinzuziehen. 

Wie alle bisher in diesem Abschnitt behandelten Fundamental- 
sätze hat auch das Princip der Kotationsmornente eine engere oder 
weitere Fassung erhalten, je nachdem man auf die Erhaltung oder 
den Zuwachs der Kotationsmornente der Bewegungsgrösseu, oder 
kürzer gesagt, der Rotaüonsgrössen achtete. Die vorherrschende 
Idee ist aber immer auf die Erhaltung der Momente, also auf die 
engere Fassung tixirt geblieben. Die Kotationsmornente sind natür- 
lich ebenso von den innern Kräften unabhängig, wie die nach 
einer beliebigen Kichtung genommenen Bewegungsgrösseu, die aus 
diesem Gesichtspunkt für die Fortschiebung des Systems fraglich 
werden. Wenn jedoch überhaupt Rotation bestehen soll, so mnss 
ein Ueberschuss der Drehungsmomeute in dem einen Sinne (also 
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entweder für Rechts- oder Linksdrehung) in der Form von be- 
harrenden Beweguugsgrössen vorhanden sein. Das Princip der 
Gleichheit von Actiou und Reaction, für welches mau eine genau 
entsprechende Anweudung auch für den Fall der Siunesverschiedeu- 
heit der Drehungsmomente erwarten könnte, hat in dieser Richtung 
bis jetzt zu keinen besondern Aufschlüssen geführt, da mau die 
Erzeugung der eigentlichen Rotationen in einer Weise, die in dem 
Spiel stetiger Kräfte die Symmetrie von Actiou und Reaction 
hervortreten lässt, noch nicht in das Auge zu fassen Gelegenheit 
fand. Wir werden daher aitch an die ganz gewöhnliche Fassung 
des Principe der Flächen unmittelbar anknüpfen, zumal diese 
Auffassungvart schon die ersten historischen Thatsachea für sich hat. 

Eines der drei Keplerschen Gesetze besagt, dass die Leit- 
strahlen, welche man sich von irgend einem Planeten nach der 
Sonne gezogen denkt, Flächeuräume beschreiben, die der Zeit 
proportional sind oder die, wie mau auch sagen kann, für die 
Zeiteinheit beständig dieselben bleiben, so dass keine Vermehrung 
oder Verminderung dieser Flächeiierzeugung stattfindet. Für Kepler 
war diese Beständigkeit der in gleich grossen Zeitabschnitten be- 
schriebenen Sectoreu eine empirische Thatsache, die für jeden 
Planeten einzeln ohne Beziehimg auf die übrigen galt. Auch 
war Kepler, wie wir Nr. 81 gesehen haben, von einer mechanischen 
Zergliederung ja überhaupt von rein mechanischen Gesichtspunkten 
noch sehr weit entfernt. Die Ausdrucksart Keplers ist aber für 
den Namen und für die Vorstellungsart des Priucips maassgebend 
geworden, indem die Unveräiidcrlichkeit der in gleichen Zeiten be- 
schriebenen Flächeninhalte das charakteristische Merkmal einer 
für die Mechanik überaus wichtigen Grund einsieht geblieben ist 
und die Spnr des Ursprungs bis auf den heutigen Tag in dem 
Namen w ie in der Sache wenigstens zn einem Theil fortgepflanzt hat. 

123. Newton erweist die Keplersche Thatsache als eine 
mechanische Notwendigkeit, die zur Voraussetzung hat, dass die 
auf den revolvirenden Körper wirkende Kraft beständig von einem 
und demselben Gentrum ausgeht. Für die Centripetalkrätte wird 
der Satz von den Flächenräumen erwiesen und sogar an die Spitze *) 
der Theorie dieser Kräfte gesteUt. Hiemit war die Keplersche 
Thatsache in einen mechanischen Lehrsatz umgewandelt, und alle 
fernere Entwicklung hat nur die Erweiterung der Voraussetzungen 
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betroffen, unter denen die auf jedes Massenelement oder jede 
asseneinheit, die für sieh selbst als Endpunkt eines Leitstrahls 
gedacht wird, zu rechnenden Flächen räume für gleiche Zeitabschnitte 
Ieiche Summen ergeben. Die Summirung der auf die verschiedenen 
örper oder Massentheile entfallenden Flächenräume ist die wesent- 
liche Ausdehnung des Princips gewesen, und mau hat, um die 
Ungleichheit der Massen in Rechnung zu bringen, die Flächen- 
räume mit den Massen multiplicirt. Ebensogut hätte man aber 
auch jede Masseueinheit oder jedes Theilchen der Materie, welches 
allen übrigen gleich gedacht wird, als für sich bewegt denken 
können, wobei ihm dann sein besonderer Flächeuraum zuzutheilen 
gewesen wäre. Auch ist Derartiges gelegentlich, wie z. 13. von 
Foiusot geschehen; doch wird hierauf erst später einzugehen sein. Es 
war nur nöthig, ausdrücklich hervorzuheben, dass die Summirung der 
Flächenräume für verschiedene Punkte des Systems, auch ab- 
gesehen von der Berücksichtigung von Masseuverschiedeuheiten, 
die wesentliche Ausdehuuug des Priucips vertritt. Für einen 
ein/.elnen Körper ist auch keine Projection der Flächenräume auf 
eine beliebige Ebene nothwendig. Für mehrere Körper, die in 
verschiedenen Ebenen liegen, lässt sich aber das Priucip der Flächen 
gar nicht anders formuliren, als indem man eine beliebige Ebene 
im Räume zur Projektionsebene uimmt. Man reducirt dann gleichsam 
die beschriebenen Sectoren auf diese Ebene oder vielmehr auf 
deren Richtung im Räume, da es auf die besondere Lage der 
Ebene nicht ankommt und die ganze Erfüllung des Raumes mit 
Ebenen von gleicher Richtung das repriisentirt, worauf es ankommt. 
Was man hier zu snnimireu hat, sind die deu Massen entsprechenden 
Flächenräume oder, was wesentlich auf dasselbe hinauskommt, die 
Drehungsruomente, mögen die letztern mit Rücksicht auf die 
Kräfte oder auf die bereits vorhandenen Bewegungsgrösseu ge- 
nommen werden. Dem Punkt, vun welchem in der Projectionsebene 
die Leitstrahlen ausgehen, entspricht für das System eiue in diesem 
Punkt senkrechte Linie, auf die sich die Rotationen als auf ihre 
Axe bezogen finden. Man kann mm zu jedem System eine be- 
liebige Linie von bestimmter Lage innerhalb oder ausserhalb des 
Systems als Axe wählen, und hiemit ist die Projectionsrichtung, 
d. h. die Richtung aller Ebenen mitbestimmt, auf die man für 
diesen Fall zu projiciren hat. Die Axe selbst projicirt sich in 
eiuem Punkt, indem alle fraglichen Ebenen auf ihr senkrecht 
stehen müssen. Geht mau dagegen statt von einer Axe sofort 



von einer Projeetionsehone aus, so wird die M an tiich faltigkeit der 
zugehörigen Axen ausgeschlossen, indem der Beziehungspunkt der 
im System gegebenen Rotationen durch seine Projeetion den 
Ausgangspunkt der Leitst fahlen natürlich und nicht willkürlich 
bestimmt. 

Hieiuteli kann man üherhaupl einen ganz allgemeinen Satz 
üImm' die Drehutigsmomeute in Bezug auf eine beliebige Axe 
formuliren, d. Ii. man kann das liesetz der Flächeuräume in seiner 
allgemeinsten Fassung hinstellen oder man kann sieh in der Forniu- 
liruug eines Hauptsatzes iunerhalh derjenigen Voraussetzungen 
luilten, unter denen die Summe der Flächenräume in Beziehung 
auf eine beliebige Ebene eine constante Grösse bleibt. Diese 
Constau/, kann auch in diesem Kalle dahin ausgedrückt werden, 
dass die Summe der in gleichen Zeitabschnitten beschriebenen 
Flächeuräume dieselbe bleibt, welchen Tbeil der Zeit mau auch be- 
trachten möge, oder auch daliin, dass diese Summe der Zeit 
proportioual wachse. 

124. Die allgemeineren Ideen, in denen das Princip der 
Flächen bereits in einer sein- weiten Fassung theils ausdrücklich 
theils indirect enthalten war. traten säinmtlich um das Jahr 1745 
•»der bald darauf hervor. Im Interesse der am vollständigsten 
ausgefallenen Darlegung müssen wir mit der Einweisung auf eine 
ausgedehnte Abhandlung Eulers beginnen, welche im ersten Bande 
seiner kleineren Schriften den ersten Platz 1 ) einnimmt. Sie be- 
handelt die rotirende Bewegung vun Körpern, die in einer Röhre 
eingeschlossen sind, und hat nicht direct die Feststellung eines 
Princips der Flächen oder der Rotationsmomente zum Zweck. Von 
gleichem Erscheinungsjahr (1746) und auf dieselbe Aufgabe ge- 
richtet, findet sich unter den Abhandlungen der Berliner Akademie 
(Bd. I) auch eine Arbeit Daniel Bernonllis 8 ) aus welcher man 
das Princip, welches in Frage ist, immittelbar entnehmen kann. 
Die der alten Tradition der Keime des Princips am meisten ent- 
sprechende Form ist von d'Arcy eingehalteu worden, der es aus- 
drücklich als solches in den 1 7-52 erschieneneu, aber für 1747 



M Euler, Opuscula varii argumenti, (Bd. I) 1746, erste Abhandlung: 
Solutio problematis niechanici de motu corponnp tubis moMIibus inclusorum. 

-) Nouveau probleme de i)jee;mii[ue resolu par D. Bernoulli. (Veran- 
lass ng war die ihm von Kuler für einen einzigen eingeschlossenen Körper 
zur Lösung vorgelegte Aufgabe, die zu einer allgemeineren Gegeuanfgabe 
führte, wobei auch Olairaut betheiligt wurde.: 
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gltigea MBmoiren der Rasiger Akademie 1 1 aufstellte und hieb&i 
ie Fläehenräume zum Ausgangspunkt machte. 

Nach d'Aicy ist die Summe der Produete der Massen mit 
den zugehörigen Flächenräumeu. welche um einen festen Mittel- 
punkt beschriehen werden, in ihrer I'rojection auf eine und dieselbe 
Ebene der Zeit proportional. Dies ist die Fassung, die man auch 
noch heute wählt, um das Gesetz der Erhaltung der Flächen aus- 
zudrücken. Wir haben hier schon die Ausdehnung auf mehrere 
um ein Centrum rotirende Körper und auf ungleiche Massen. 

Bei Euler und Daniel Bernoulli trägt die Wahrheit, um die 
es sich handelt, ein rein analytisches Gewand. Bei Gelegenheit 
des Problems der eingeschlossen rotirendeu Körper hatte sich über- 
haupt ergeben, dass bei der Bewegung einer Gruppe von Körpern 
um einen Mittelpunkt die Summe der Producte von Masse, 
Rotatiousgeschwindigkeit und Abstand coustant bleibe, wenn keitte 
äussern Kräfte wirken, indem sie von den iimern Kräften unab- 
hängig ist. Unter Rotatiousgeschwindigkeit ist hiebei natürlich 
das Kreiselement verstanden, welches in dem Zeitelement, das 
man coustaut nehmen muss, um den Mittelpunkt oder die Axe 
der Bewegung beschrieben wird. Nimmt mau das Zcitelement 
auch zugleich zur Zeiteinheit, so ist die Circulatiousgeschwindig- 
keit unmittelbar durch das zugehörige Kreiselement ausgedrückt. 
Das letztere, d. h. der kleine Kreisbogen, multiplicirt mit dem 
Abstände (von dem Centrum oder von der Axe) ergiebt aber das 
Doppelte des beschriebenen Sectors oder der Projectiou desselben. 
Auf diese Weise verwandelt sich das analytisch ßhaiakterisirte 
Product Eulers in den zum Theil geometrischen Ausdruck von 
d'Arcy. An die Stelle der beideu Factoren von Geschwindigkeit 
und Abstand tritt überall der entsprechende Flächeninhalt. Euler 
hatte sich des in der Mechanik immer geläufiger gewordenen Be- 
griffs der Momente bedient, und sein Satz kann hienach auch 
kurz dahin formulirt werden, dass die Rotatiousmomente der 
Bewegungsgrösseii, abgesehen von äussern Kräften, beständig 
dieselbe Summe bilden. Die Drehungsgeschwindigkeit ist für einen 
strengen Punkt vorhanden und es ist daher das Product aus dem 
Abstand in die Masse und jene Geschwindigkeit oder mit andern 
Worten das Rotatiousmoment schon au sich selbst eine Grösse, 
die von dem Abfluss irgend einer, wenn auch noch so kleinen 



i ) Probleme de dynainique, drei zusammengedruckte Memoire. 6. 6 H — 362, 



Zeit, unabhängig gedacht werden muss. Die Flächen werden 
dagegen gewöhnlich in verschiedenen Grössen, d. h. in ihrer Er- 
zeugung vorgestellt, und selbst das Flächenelement, welches dem 
Kreiselöm&nt entspricht, würde als Ausdruck von differentieller 
Form nicht streng die abstracte Grösse veranscbaulichen. um die 
es sich handelt. Hieraus erklärt es sich, dass d'Arcy den end- 
lichen Ausdruck dem differentiellen vorziehen musste, und dass 
überhaupt Alle, welche sich an die Flächen als ein veranschau- 
lichendes Bild halten, genöthigt sind, die Proportionalität derselben 
mit der Zeit auszusprechen. Dies ist. analytisch betrachtet, schon 
eine Integrationsform der Auffassung des Princips. Will man sie 
V'-rmeiden. so kann man allenfalls sagen, dass die Zunahme der 
in denselben aufeinanderfolgenden Zeitgrössen beschriebenen Flächen- 
räume Null sei. Auch könnte man sagen, dass der die Flächen 
erzeugende Factor für jeden Punkt in der fraglichen Summe eine 
constante Grösse ergebe. 

Die gegebeneu Beharrungsgeschwindigkeiten sind keine äussern 
Kräfte, und sie gelten herkömmlich nicht einmal als etwas dem 
System Aeusserlicb.es. Ihre Unabhängigkeit von dem Spiel der 
iuuern Kräfte ist das Wesentliche, und grade darin besteht ihre 
Erhaltung. In den verschiedenen Fassungen sind es also unter 
irgend einer analytischen oder geometrischen Form stets die 
Momente der Bewegungsgrössen in Beziehung auf eine Axe, deren 
Summe constant bleibt, wenn keine äussern Kräfte vorhanden 
sind, oder wenn sich, was auf dasselbe hinauskommt, die Momente 
der äussern Kräfte in Beziehung auf jene Axe zu Xull aufheben. 
Letzteres trifft in einem besondern Fall immer zu, wenn nämlich 
die äussern Kräfte eine Resultante ergeben, die beständig nach 
demselben Ceutrum gerichtet ist. Wie man alsdann die Projections- 
ebenen durch dieses Centrum auch legen möge, so wird die Summe 
der projicirten Momente der Bewegungsgrössen in Bezug auf 
dieses Centrum oder, anders ausgedrückt, die Summe der nach 
Maassgabe der Massen gerechneten Flächenräume constant bleiben, 
d. h. mit der Zeit für gleiche Zeitabschnitte keine Vermehrung 
oder Verminderung erfahren. Die entscheidende Vorbedingung 
für die Anwendung des Princips der Flächen ist also die Ab- 
wesenheit einer verändernden Einwirkung äusserer Kräfte. Die 
Momente dieser äussern Kräfte müssen in Beziehung auf eine 
Axe, für welche das Princip zur Anwendung gebracht werden soll, 
eine Summe gleich Null haben. Diese Kraftmomente sind, nebenbei 



bemerkt, nicht mit den Momenten der Bewegungsgrössen zu ver- 
wechseln. Sie werden durch das Product der Kraft, d. h. also 
der mit der Masse multiplicirten Beschleunigung in den Abstand 
von der Axe vorgestellt. Jedoch kann man auch noch das Zeit- 
element als Factor hinzusetzen, indem hiedurch statt des auf die 
Einheit bezogenen Kraftausdrucks der augenblickliche, der Dauer 
des Zeitelements entsprechende Impuls der Kraft eingeführt wird. 
Diese Impulse müssen sich natürlich zu Null aufheben, wenn 
nicht im Verlauf der Zeit Bewegungsgrössen entstehen sollen. 

Die eben erwähnten Impulse sind es nun aber auch, mit 
deren Hülfe man einen sehr bequemen Ausdruck nicht für das 
Princip der Erhaltung, wohl aber für das erweiterte Princip des 
Zuwachses der Momente der Bewegungsgrössen in Beziehung auf 
eine beliebige Axe gewinnen kann. Sind nämlich die Voraus- 
setzungen der Constanz nicht vorhanden, indem äussere Kräfte 
sich in Bezug auf irgend eine Axe zur Geltung bringen, so werden 
die Impulse, durch welche diese Kräfte die Grössen der Botations- 
momeute. d. h. die Momente der Bewegungsgrössen in Beziehung 
auf eine Axe verändern, innerhalb eines bestimmten Zeitabschnitts 
einen bestimmten Zuwachs, d. h. eine Summe von Momenten der 
Bewegungsgrössen hervorbringen, welche der Wirksamkeit der 
Kräfte während dieser Zeit entspricht. Die Constanz der Moment- 
snmmen erscheint hiemit nur als ein besonderer Fall. Auch wenn 
die verändernden Kräfte einwirken, kann man den Vorgang so 
ansehen, als hätte die constante Summe fortwährend zu Grunde 
gelegen, und es hätte sich mit derselben nur die durch die "Wirk- 
samkeit der Kraftantriebe gebildete Summe von Momenten der 
Bewegungsgrössen additiv oder subtractiv zusammengesetzt. Diese 
Voi Stellungsart entspricht der einfachen und allgemeinen Idee von 
der Beharrung überhaupt und speciell von der Erhaltung der 
algebraischen Summe der Bewegungsgrössen. Ja sie entspricht 
ganz im Allgemeinen der Art, wie man Bewegungsgrössen gleich 
Kräften zusammensetzt und ein strenges Analogou dieser Zusammen- 
setzung auch für die Axeninomente der Bewegungsgrössen aufstellt. 

Um also die weiteste Fassung der hier fraglichen Ideen zu 
bezeichnen, so denke man sich eiu beliebiges, gleichviel ob starres 
oder veränderliches System und innerhalb oder ausserhalb desselben 
eine beliebige Linie als Axe. auf welche man die Bewegungen der 
einzelnen Körper bezieht und, soweit diese Bewegungen als 
Drehungen um die Axe aufgefasst werden können, als Momente 



in Anschlag bringt, Man wird nun ganz allgemein behaupten 
können, dass die Summen der Momente der Bewegungsgrössen in 
Beziehung auf jene beliebige Axe oder, was dasselbe ist, die 
Projectionen dieser Momente auf irgend eine zur Axe senkrechte 
Ebene oder in einer dritten Variation der Auffassung, die mit 
den Flächen multiplicirten. dem jedesmaligen Zeitelement ent- 
sprechenden dift'erentiellen Flächenräume innerhalb eines Zeit- 
abschnitts einen Zuwachs erfahren, welcher der Wirksamkeit der 
wMüudeimleii Kräfte während dieser Zeit entspricht. Diese Wirk- 
samkeit besteht in der Veränderung der Bewegungsgrössen und 
der davon abhängigen Momente. Die Gesammtveränderung wird 
durch das Integral repräsentirt, welches die Summation der 
Kiemeuta rimpulse der Kräfte für die fragliche Combinatiou von 
Axemnomenten der bewegenden Kräfte vollzieht. Will man jedoch 
die für eine Gleichung uothwendige Doppelheit des Gesichtspunkts 
weglassen, so kann mau sich auch unmittelbar vorstellen, wie di 
für einen Zeitpunkt gegebene Summe der Axeniiiomente der Be- 
wegungsgrössen grade so vermehrt wird, als wenn die äussern 
Kräfte die durch sie hervorgebrachten Momeutquantitäten algebraisch 
hinzugefügt hätten. Hiedurch wird die Analogie mit dem für di 
translatorischen Bewegungsgrössen gültigen Priueip ganz un 
verkennbar. 

125. Die Behandlung cle^ Princips der Flächen bei Lagrange J ) 
bietet nichts Eigeuthümliches dar. Die Zurück führung des Satzes 
auf die allgemeine Gruudformel der Mechanik findet hier wie bei 
den andern Priucipien statt, und es ist kaum uöthig, noch einmal 
zu bemerken, dass der Verfasser der Analytischen Mechanik mit 
einem gewissen Recht überall nur einfache Resultate des Calcüls 
und der ersten elementaren Priueipien sieht, wo Andere vor ihm 
ganz spezielle Xaüm erhältnisse. ja bisweilen wirkliche Naturzwecke 
entdeckt zu haben glaubten, oder wenigstens die betreffenden Ein- 
sichten als merkwürdige Enthüllungen besonderer Eigenschaften 
der Naturverfassung oder des Naturverfährens ansahen. Er hebt 
das Priueip der Flächen iu demjenigen Grade von Allgemeinheit, 
hervor, in welchem es ausgesprochen werden kann, wenn keine 
äussern Kräfte vorhanden sind, oder wenn sich die äussern Kräfte 
iu Beziehung auf die Rotation neutralisiren. 



») Mec. anal, ßd. 1 (1811), Dynamik Soct. III § 2, besonders Art. 9. 
Vgl. auch Theorie des tunetiuns anal.. Theil III Cap. 6, besonders Art. 37. 



Bei der grossen Wichtigkeit, welche die spätere Poinsotsche 
Umwandlung der Drehungsmomente in Kräftepaare für die Veran- 
schaulichung unseres Princips und für die Vereinfachung seiner 
Ableitung gehabt hat, soll hier die Thatsache nicht übergangen 
werden, dass sich schon in der angeführten Abhandlung von 
Euler 1 ) eine Spur findet, die man sehr wohl als eine Annäherung 
an den Begriff der Kräftepaare gelten lassen kann, ohne hiemit 
irgend etwas mehr beweisen zu wollen, als dass die Natur der 
Sache die Gedanken schon früh ein wenig in diejenige Richtung 
gelenkt hat, auf welcher Poinsot zu einer so interessanten Verein- 
fachung und Berichtigung der mechanischen ßaisonnements gelangt 
ist. Euler spricht, es dort ganz entschieden aus, dass ein reales 
Drehungsmoment nicht von einer einzigen, sondern nur von zwei 
Kräften herrührend gedacht werden könne, die einander gleich, 
entgegengesetzt und parallel seien. „Eine einzige Kraft," sagt er 
wörtlich, ..kann nicht zugleich verschwinden und ein reales Moment 
haben, wenn nicht etwa eine unendlich kleine Kraft, die in einer 
unendlichen Entfernung am Hebel wirkt, hieher gerechnet werden 
soll." Was verschwinden soll, ist die translatorische Wirkung, 
und Euler zeigt, dass die beiden gleichen, entgegengesetzten und 
parallelen Kräfte, wenn sie an denselben Angriffspunkt sieh selbst 
parallel verlegt werden, keine progressive Bewegung hervorbringen, 
so dass sich ihre Wirkung auf das Drehungsmoment beschränkt. 
Er war also ziemlich nahe daran, die Drehungsmomente als selbst- 
ständige dualistische Kräfteeombinationen hinzustellen, und nur 
der Umstand, dass er immer eine feste Axe als gegeben hiebei 
vor Augen hatte, hinderte ihn, dem Begriff der Kräftepaare, der 
von jeder Axe unabhängig gedacht werden muss, noch näher zu 
kommen. 

Setzt mau den Begriff der Kräftepaare voraus, indem man 
anstatt der Drehungsmomente von vornherein ohne Rücksicht auf 
die noch erst zu findende Axe die gepaarten Kräfte nach den- 
selben Gesetzen wie die einfachen Kräfte, also nach der Regel 
des Parallelogramms combinirt und das schliesslich resultirende 
Kräftepaar ermittelt, so wird das Princip der Flächen einen ent- 
sprechenden Ausdruck annehmen, der in einer gewissen Beziehung 
noch vollständiger ist. Das Maass des Kräftepaars ist hier 



*) Opuscula '1746) Abhandlung 1 de motu coryortiin tnbis mobilibus 
melusorum. § 83 (S. 113). 

DShrttig, Geichiqltte dar Mechanik. 19 
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bekanntlich das Product ans dem Abstände der beiden Kräfte in 
ihre gemeinschaftliche Grösse. Die Gepaartheit bezieht sich 
natürlich nicht blos auf eigentliche Kräfte, sondern auch auf Be- 
harrungsgrössen. Nun wird man, wenn sich kein Paar äusserer 
eigentlicher Kräfte bei der* Zusammensetzung ergiebt, eben nur 
ein Paar von Beharrungen, d. h. mit andern Worten ein Bewegungs- 
grossenpaar erhalten, und dies muss offenbar constant bleiben, da 
der Voraussetzung nach die äussern Kräfte nichts ändern, und da 
die innern Kräfte ebenfalls keinen Einfluss in der einen Pachtung 
üben können, ohne zugleich in der entgegengesetzten Richtung den 
Abzug an Bewegungsgrösse wieder durch einen Zusatz so aus- 
zugleichen, dass die algebraische Summe dieselbe bleibt. Das 
Princip der Gleichheit von Aetion und Reaetion muss nämlich 
ebenso bei den Kräftepaaren wie bei den einfachen Kräften statt- 
haben. Die grössere Bestimmtheit des Fläch enprincips, welches 
sich sofort aus der Zusammensetzung der Paare ergiebt, besteht 
darin, dass nicht blos eine constante Grösse für die Summe der 
Flächen, Momente oder Paare, sondern auch die UnveränderÜchkeit 
der Richtung der Ebene erkennbar gemacht wird, für welche diese 
Summe als Resultat der gewöhnlichen Zusammensetzung hervor- 
geht. Zwar muss die Protection auf alle möglichen Ebenen die 
Constanz jener Summe ergeben; allein die von selbst resultireude 
Ebene ist diejenige, zu welcher die wirkliche Rotationsaxe senk- 
recht steheu inuss, und das Beharren dieser wesentlichen Richtung 
gehört eigentlich noch zu dem Princip der Flächen. Das letztere 
ist, wie wir nach allem Bisherigen nun wohl in der einfachsten 
Form sagen können, wesentlich eine der complexen Gestalten, 
welche das gewöhnliche Beharritngs- oder Trägheitsprineip in der 
Anwendung auf ganze Systeme annimmt. Zur vollständigen Be- 
stimmung der Beharrung gehört aber nicht blos die Angabe der 
Bewegungsgrösse, sondern auch diejenige der Bewegungsrichtung. 
Später werden wir sehen, dass jeue coustante Ebene, in welcher 
man sich die resultirende gepaarte Bewegungsgrösse der Richtung 
nach denken muss, auch aus sehr einfachen Gründen diejenige 
Ebene ist. in welcher die Flächemäume ein Maximum, d. h. grösser 
sind, als sie sich in der Protection auf alle andern Ebenen 
ergeben. 

126. Das unbestimmteste von allen Priucipien, durch welche 
«ich die Wirksamkeit der Kräfte an einem beliebigen System 
charakterisirt, ist dasjenige der geringsten Actiou. Wir haben 
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in einer ganz deutlichen Grundlage schon Nr. 50 als das Princip 
Fermats zur Ableitung des optischen Brechuugsgesetzes besprochen 
und dort auch gesehen, dass sein Urheber im Allgemeinen die 
Natur als eine „grosse Arbeiterin" betrachtete, die in der Voll- 
ziehung ihrer Aufgaben immer den kürzesten Weg einschlage, 
d. h. mit dem geringstmöglichen Kraftaufwand auskomme. Diese 
Idee, dass die Natur im Sinne des geringsten Widerstandes, also 
in solcher Art verfahre, dass jede mögliche Abänderung ihres 
Verhaltens die Ueberwindung eines grössern Widerstandes und 
mithin die Entwicklung einer grössera Actio nsm enge mit sich ge- 
bracht haben würde, — - diese wenigstens formal an die Gestalt 
gewisser autiker Naturphilosopheme erinnernde Idee ist gegen die 
Mitte des 18. Jahrhunderts von Maupertuis zum Ausgangspunkt 
genommen worden, um innerhalb des Gebiets der eigentlichen 
Meehanik ein neues Gesetz oder Princip aufzustellen. Zunächst 
hatte aber Maupertuis ebenfalls die optische Anwendung auf 
Reflexion und Brechung ausgeführt, und die geschichtliche An- 
lehnung au Fermats Vorgang, die hierin liegt, erklärt auch einiger- 
maassen den Umstand, dass die abstract mechanische Fassung 
des Principe, an die Fermat noch nicht hatte denken können, 
nicht allzu bestimmt ausgefallen ist. Maupertuis mit seiner Vor- 
liebe für metaphysische Gesichtspunkte brachte es nur zu mehr 
oder minder vagen Vorstellungen, deren Sinn sich nur in den 
einzelnen Anwendungen exacter begrenzen Hess. Er wollte nach 
demselben Princip auch ein „Gesetz der Ruhe" für das Gleich- 
gewicht aufstellen. Seine Anwendungen auf den Stoss und auf 
das Gleichgewicht am Hebel zeigen erst genauer, was er meinte. 
Wie wenig jedoch seine Formulirungen zur strengen Abgrenzung 
eines unstreitigen Princips bisher geführt haben, beweist eine 
Bemerkung Jacobis *), wonach die gewöhnliche Darstellung des 
Princips und zwar auch diejenige bei Lagrange nicht zu verstehen 
sei. Obwohl Jacobi das Princip der geringsten Wirkung für 
ungebührlich vernachlässigt erklärt 2 ) und es im Sinne des ge- 
ringsten Kraftaufwandes aufgefasst wissen will 3 ) t sich also der 
naturphilosophischen Idee, die von Lagrange ganz bei Seite 
gesetzt worden war, wieder zuwendet, so ist doch unverkennbar, 
dass nur das Schwankende der Maupertuisschen Ideen, welches 



l ) Vorlesungen über Dynamik, Berlin 1860, S. 45. 
«) Ibid. S. 2. s ) Ibid. S. 45. 
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schon von Lagrange, ') gerügt wurde, die späteren Divergenzen, ja 
die gänzliche Hintansetzung oder Uebergehung des Princips in 
ganz, neuen und übrigens nicht schlechten Darstellungen und Lehr- 
büchern 2 ) verschuldet hat. 

Die Arbeiten Maupertuis', eine Abhandlung für die Französische 
Akademie (1744) und eine iu den Veröffentlichungen der Berliner 
Akademie für 1746 lassen sich, wenn man von den überflüssigen 
teleologischen Gesichtspunkten möglichst absieht und nur die Haupt- 
idee mit den Hauptanwendungeii rein mechanischer Natur ins 
Auge fasst, Kiemlich kurz erläutern. Das allgemeine Priucip wird 
von Maupertuis dahin formulirt: „Wenn in der Natur eine Ver- 
änderung vorgeht, so ist die für diese Veränderung nothwendige 
Thätigkeitsmenge die klehistniöglirhe/ 1 (La quanttte" d'actiou , . . 
est la plus petite qu" il soit possible) 3 ). Es wird sogleich hinzu- 
gesetzt, dass die Menge der Action als Product von drei Pactoren, 
nämlich der Masse, der Geschwindigkeit und des mit dieser 
Geschwindigkeit durchlaufenen Raumes zu denken sei. Diese 
sogenannte Actionsmenge, die also aus Producten von der Form 
mvs besteht, in denen m die Masse, v die Geschwindigkeit und s 
den durchlaufenen Kaum bedeutet, soll nun, insofern sie für die 
Veränderung des Bewegimgszustandes erforderlich ist, ein Minimum, 
d. h. kleiner sein, als alle andern sogenannten Actionsmengen, die 
unter Voraussetzung anderer Relationen in Beziehung auf dieselbe 
Veränderung entstehen würden. 

Je schärfer man dieses vermeinte oberste Naturgesetz 
betrachtet, um so unklarer erscheint seine Formuliruug bei 
Maupertuis. Man muss genau darauf achten, was er unter dpi- 
Veränderung verstellt, die in der Natur vor sich gehen und der 
jenes Minimum entsprechen soll. Diese Veränderung ist ihm die 
Differenz zwischen zwei sogenannten Actionsmengen, deren eine 
dein Zustand vor dem Ereigniss, die andere demjenigen nach dem 
Kreigniss entspricht, sei nun da sletztere ein wirklicher oder Hin- 
ein zur Aushülfe als Möglichkeit vorgestellter Vorgang. Bei dem 
Stoss besteht hienach, wie der Autor ausführt 4 ), die Veränderung 



1 ) M<sc. anal. Bd. I ^1811) Dynamik Soct. 1 Art. 17. 

2 ) Delaunay, Traite de micanique rationolle, 4. Aufl. Paris 186(J. 
")Histoire de l'acaddmie de Berlin, für 1746, S. 290, in der Abhandlung: 

Les lois du mouvernent et du repoa de"duites d'un principe m^taphysique. 
*) Ibid. S. 2'JO fg. 



darin, dass an die Stelle der ursprünglichen Geschwindigkeiten, 
nach dem Stoss andere Geschwindigkeiten und Räurne treten. Die 
Producte von der Form mvs ändern sich also, jedoch so, dass die 
Geschwindigkeit der einzige Factor ist, der sich unabhängig ver- 
ändert, während der auf dieselbe Zeit bezogene Raum eigentlich 
nur ein wiederholter Ausdruck der Geschwindigkeit ist und es 
sogar ganz genau wird, wenn man für ihn die Zeiteinheit zu 
Grunde legt. Hienach besteht die Veränderung offenbar in dem, 
was mau heut die verlornen und gewonneneu Geschwindigkeiten 
nennt. Es sind dies diejenigen Geschwindigkeiten, die sich ergeben, 
wenn man unter Berücksichtigimg der Vorzeichen die Differenzen 
für jeden Körper sowohl bei dem elastischen als bei dem un- 
elastischen Stoss sucht. Die Quadrate dieser Differenzen multiplicirt 
mit den zugehörigen Massen ergeben nun die Summe, die als 
Minimum betrachtet, und deren Differential demgemäss gleich 
Null gesetzt wird. Die Differenzirung oder, wie wir heute sagen 
müssten, die Variirung, findet in Rücksicht auf die als unbekannt 
gesetzten neuen Geschwindigkeiten statt, die sich jedoch auch bei 
dem elastischen Stoss auf eine einzige Unbekannte reduciren, indem 
die relative Geschwindigkeit nach dem Gesetz der Erhaltung der- 
selben als constant, d. h. gleich derjenigen vor dem Stoss, voraus- 
gesetzt wird. So gewinnt Maupertuis durch die neue Differential- 
gleichung den AVerth der neuen Geschwindigkeiten. Am einfachsten 
stellt sich die Sache bei dem unelastischen Stoss, wo nur eine einzige 
neue Geschwindigkeit, nämlich die gemeinschaftliche beider Körper 
in Frage kommt. Hier zeigt sieh auch am allerdeutlichsten, dass 
Maupertuis thatsächlich nichts weiter gethan hat, als die Function, 
welche die Summe der verlornen lebendigen Kräfte ausdrückt, 
nach seiner Art als ein Minimum zu behandeln, und deren nach 
der unbekannten gemeinschaftlichen Geschwindigkeit genommenes 
Differential gleich Null zu setzen. Bei jeder andern resultirenden 
Geschwindigkeit würde die Function, welche nach unserer Rede- 
weise den Verlust an lebendiger Kraft, nach der Auffassung von 
Maupertuis aber die zur Veränderung der Actionsgrössen erforder- 
lich gewesene Actionsmenge ausdrückt, grösser ausfallen, oder 
vielmehr, um genauer zu reden, nicht mehr die Eigenschaft haben, 
dass der differentielle Ausdruck, den man von ihr ableitet, gleich 
Null wird. Maupertuis betrachtet seine Idee als ein Naturprincip, 
welches die entsprechende Intelligenz der Naturleitung beweise, 
und welches mechanisch noch den Vortheil habe, dem Princip der 



Erhaltung der lebendigen Kräfte überlegen zu sein, indem es ganz 
allgemein, wie z. B. für den unelastischen Stoss, ja sogar nicht 
blos für die Bewegung sondern auch für das Gleichgewicht gelte. 

127. Ehe wir zur Kritik der eben erwähnten Ansprüche 
übergehen, müssen wir noch die Anwendung auf den Fall des 
Gleichgewichts durchgehen. Wie Maupertuis sich für die Dynamik 
auf den Stoss beschränkt und nichts weiter als die Ausführung 
dieses Beispiels liefert, um seine metaphysischen, meist nicht 
einmal mechanischen Betrachtungen zu ergänzen, so glaubte er 
auch genug zu thun, wenn er den Fall des Hebels als Bürgschaft 
für die Gültigkeit seines Princips in der gesammten Statik erörtert. 
Der Unterstützungspunkt und mithin die Länge des einen Hebel- 
arms wird als unbekannt und in Rücksicht auf das Minimum 
veränderlich angenommen. Für den Gleichgewichtszustand selbst 
sind Geschwindigkeit und durchlaufener Kaum streng Null. Eine 
sogenannte Actionsmenge kann daher nur unter Voraussetzung 
einer kleinen Veränderung gedacht werden. Alsdann repräsentiren 
die gleichzeitig durchlaufenen Kreisbögen zugleich Geschwindigkeiten 
und Bäume. Die Massen mit beiden, d. h. wiederum mit den 
Quadraten der proportionalen Geschwindigkeiten oder, was die 
Proportionalität nicht ändert, mit den Quadraten der Hebelanne 
multiplicirt, ergeben nun eine Summe, die nach der Maupertuisschen 
Auffassung ein Minimum sein muss. Sie wird in Rücksicht auf 
die Länge des einen Hebelarms, also mittelbar in Beziehung auf 
die relative Geschwindigkeit differenzirt und das Differential gleich 
Null gesetzt. Mit dieser Differentialgleichung ist dann das 
bekannte Hebelgesetz gegeben, indem ihre Auflösung zeigt, dass 
die Gewichte den Längen der Hebelarme umgekehrt proportional 
sein müssen. 

Man wird unter allen Umständen eingestehen müssen, dass 
es nicht ganz klar wird, wie im Fall des Gleichgewichts die zu 
einer Veränderung erforderliche Actionsmenge consequent und ganz 
analog wie im Fall des Stesses als Differenz von zwei Bewegungs- 
zuständen gedacht werden soll. Man kann zwar, wie geschehen 
ist, die Ruhe mit der kleinen Bewegung vergleichen und, da im 
ursprünglichen Zustand die Actionsgrösse streng Null ist, den 
zunächst darauf folgenden Zustand in allen seinen Grössen als die 
Veränderung ansehen, welcher eine minimale Actionsmenge ent- 
sprechen müsse. Nimmt man dann die Veränderung selbst in- 
finitesimal, so wird man mit Hülfe des Stetigkeitsgesetzes die 



Relationen auf den Grenzzustand des absoluten Gleichgewichts 
ubertragen können. Hiebei wird es sogar recht deutlich, dass 
man, nach unserer heutigen Auffassungsart zu reden, die differeutiellen 
Räume selbst, zu variiren hat, um diejenigen Verhältnisse derselben 
zu ermitteln, die dem Minimum entsprochen. ludessen fehlt bei 
alledem doch noch Einiges daran, dass man klar einsehe, wie ganz 
im Allgemeinen eine geringfügige Aeuderung in den Positionen 
eines beliebigen Systems zu behandeln sei. Das Princip der 
virtuellen Geschwindigkeiten erscheint hier weit unmittelbarer und 
klarer auszuhelfen, und übrigens jnüsste die Gleichung, die sich auf 
eine mögliche, d. h. virtuelle Actionsmenge bezöge, auch sofort 
in eine Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten verwandelt 
werden könneu. Obwohl sich nun in dieser Beziehimg die erforder- 
lichen Aufschlüsse ziemlich leicht ergeben, so ist doch mit dem 
Beispiel von Maupertuis und mit dessen Vorstellungsart die Sache 
keineswegs hinreichend aufgeklärt. Sein „Gesetz der Ruhe" >soll 
darin bestehen, dass die Bedingungen des Gleichgewichts erfüllt 
sind, wenn die zur Störung desselben erforderliche Actionsmenge 
in der unmittelbaren Nachbarschaft des genauen Gleichgewichts- 
zustandes ein Minimum ist. Die Wendung beruht also wesentlich 
darauf, nach dem Gesetz der Stetigkeit ,den unbeschränkt anzu- 
nähernden Bewegungszustand anstatt des strengen Gleichgewichts 
zu untersuchen, und das dynamische Princip auf diese Weise 
ebenso zur Geltung zu bringen, als weun es sich unmittelbar um 
einen Bewegungsvorgaug handelte. 

128. In demselben Jahre 1744, aber etwas später als das 
Pariser Memoire von Maupertuis, veröffentlichte Euler als einen 
Zusatz, mit welchem er seine Schrift über die Methode der 
Auffindung von Curven mit maximalen imd minimalen Eigen- 
schaften abschloss, eine Abhandlung darüber, wie sieh die Bewegung 
geworfener Körper nach der Methode der Maxiina und Minima 
bestimmen lasse. Er behandelte hiebei nicht etwa Mos die 
parabolische Wurfbewegung, sondern überhaupt die Bewegungen 
unter dem Einliuss von Centraikräften, die nach Functionen der 
Distanzen wirksam sind. Maupertuis berief sich im Eingange der 
vorher von uns in Bezug genommenen Berliner Abhandlung darauf, 
dass sich auch Euler mit dem Princip eingelassen habe. In der 
Tbat ging der Deutsche Analytiker von metaphysischen Gesichts- 
punkten aus: aber man darf nicht vergessen, dass er das Princip 
der geringsten Action an das Ende einer Schrift stellte, welche 
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die Grundlagen der später von Lagrange erweiterten und systemati- 
sirten Variationsrechnung enthielt. Die Methode der Maxima und 
Minima, in einem sehr engen Sinne gefasst, hatte schon bei Fermat 
einen Keim zur Differentialrechnung vorgestellt: im weitesten Sinne 
erfasst, musste sie zur Methode der Variationen werden und so 
gleichsam eine neue Gattung oder wenigstens einen neuen Gesichts- 
punkt des Differenzirens ergeben. War mau nun einmal, wie Euler 
mit der erwähnten Schrift, dahin gelangt, überall iu der Betrachtung 
der Curven die Grössenbeziehungen im Hinblick auf gewisse Maxima 
und Minima zu variiren, so lag es nahe, auch die natürlichen, 
durch mechanische Kräfte erzeugten Curven nach dieser Seite hin 
zu erörtern, und zuzusehen, ob nicht in den Functionen, von denen 
diese Curven abhängen, in irgend einer mechanischen Beziehung 
etwas Maximales oder Minimales anzutreffen sei. 

Wirklich ist auch Euler um die metaphysische Seite seiner 
Ausgangspunkte und Ergebnisse nicht sonderlich besorgt. Er 
gesteht sogar, dass ihn seine Vorstellungsart selbst nicht hin- 
reichend befriedige, und dass er dieselbe nicht zu verallgemeinern, 
ja deren Tragweite nicht abzugrenzen vermöge. Er hält sich an 
seine besondern Fälle, und man sieht deutlich, dass ihm nur das 
als verbürgt gilt, was er in der Bestimmtheit der analytischen 
Formeln unmittelbar vor sich hat. Was er auf diese Weise aus- 
drückt, ist weit exacter gerathen, als was Maupertuis selbst nach 
diesem Vorgang entwickelte. Auch Lagrange x ) hat dies anerkannt, 
indem er die Eulersche Fassung des Princips als die deutlichere 
rühmte, ja sogar als eine ganz verschiedenartige Idee von den 
Ansichten Maupertuis' trennte und seine eignen Verallgemeinerungen 
in dieser Eichtling bewegte. 

Nach Euler 2 ) ist ein ähnliches Product wie bei Maupertuis, 
aber in differentieller Form ins Auge zu fassen. Masse, Geschwindig- 
keit und Curvenelement (also nach unserer Bezeichnung mväs) bilden 
das Product, dessen Integral zwischen zwei Punkten (oder den 
entsprechenden Zeitgrenzen) die Eigenschaft haben muss, dass 
seine Variation gleich Null gesetzt werden kann. Euler drückt 
sich beständig so aus, dass er sagt, dieses Integral müsse ein 



!) Mec. anal. Bd. I (1811) Dynamik Sect. I Art. 17. 

s 1 Methodus inveniendi lineas curvas niaximi minimive proprietate 
gaudentes, 1744, Additanientum II: De motu projectorum in medio non 
resistente per niethodum maxhnaruni ac üdnünoriim deternünando. 
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Minimum sein. Lagrange schiebt an der angeführten Stelle seine 
eigne Alternative zwischen Maximum und Minimum unter, womit 
er zwar Euler verbessert, aber von dessen Auffassungsart keine 
genaue Vorstellung giebt. Euler hielt sich ausschliesslich an das 
Minimum, wie es auch seinem Begriff von einer geringsten Action 
entsprach. Lagrange, der nicht die logischen Begriffe, sondern 
den Calcül als das Principale ansah, bekümmerte sich demgemäss 
nur um das, was der Möglichkeit entsprach, die Variation gleich 
Null zu setzen. Diese Möglichkeit ist aber ebensowohl das Kenn- 
zeichen eines Maximums als das eines Minimums. Fasst man 
aber das Princip in dieser analytischen Allgemeinheit, so wird es 
vollständig um seine metaphysische Grundlage gebracht und seinem 
so zu sagen logischen Ausgangspunkt entfremdet; denn was kann 
dem Gedanken der geringsten Actionsmenge wohl mehr wider- 
sprechen, als die Möglichkeit eines Maximums derselben! 

Euler war von der Bewegnngsquantität ausgegangen und 
bezeichnete das erwähnte Product, in welchem die Bewegungs- 
grösse mit dem Curvenelement multiplicirt ist, als die Collectiv- 
bewegung (motnm collectivum) 1 ) für dieses Raumtheilchen. Nun 
soll zwischen zwei beliebigen Punkten das Integral dieser elemen- 
taren Collectivbewegung ein Minimum sein, so dass keine andere 
Curve, die zwischen den zwei Punkten beschrieben würde, diese 
Eigenschaft haben könnte und den Bedingungen der sie bestimmenden 
Kräfte zu genügen vermöchte. 

Um aber auch dem Gesichtspunkt zu entsprechen, aus welchem 
die lebendigen Kräfte diese Art Action repräsentiren, verwandelt 
Etiler die Form seines Products, indem er an die Stelle des Curven- 
elements, welches ja durch das Zeitelement dividirt die Geschwindig- 
keit bedeutet, diese Geschwindigkeit multiplicirt mit dem Zeit- 
element setzt. Indem er also nach unserer Bezeiehnungsweise für 
ds den Ausdruck vdt in mvds substituirt, erhält er mv^dt, d. h. 
das, was er die augenblickliche lebendige Kraft nennt. Die Summe 
oder vielmehr das Integral dieser augenblicklichen lebendigen 
Kräfte zwischen zwei beliebigen Zeitgrenzen niuss nun das Minimum 
sein, oder genauer geredet, die Variation desselben muss gleich 
Null gesetzt werden können. Diese Wendung näherte das Princip 
scheinbar den Operationen, die sich an die Summirung der lebendigen 
Kräfte anschliessen. 



*) Ibid. Art. t S. 309, 
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Indem Euler das Princip nur für einen einzelnen Körper 
entwickelt, bleibt die Masse ganz gleichgültig, and man sieht ohne 
Weiteres, dass man das Integral unmittelbar auf das Product 
von Geschwindigkeit und ßaumelement oder auf dasjenige von 
Geschwindigkeitsquadrat und Zeitelement beziehen könne. Euler 
deutet an, dass für mehrere Körper die Summe der schon mehr- 
mals bezeichneten Producte in der einen oder der andern Gestalt 
zu nehmen und das Integral auf diese Summe oder die Surnnianden 
zu beziehen sein würde. Er ist aber der Ansicht, dass sich die 
Bestimmung der Bahucurveii mit weit weniger Calcül aus den 
gewöhnlichen mechanischen Principien gewinnen lasse, und ver- 
zichtet deshalb auf ein weiteres Eingehen. Ueberdies ist er über 
die Tragweite des Princips eingestandenermaassen nicht ganz 
sicher. Nimmt mau das thatsächlich Erläuterte, zusammen, so 
beschränkt es sich auf die Bewegung eines als Punkt betrachteten 
Körpers, der von einer Beharrungsgeschwiudigkeit afficirt im leeren 
Räume noch Centraikräften, wie in der Plauetenbewegung, unter- 
worfen ist. Euler beginnt mit dem einfachsten Fall, dass gar 
keine Kräfte wirken und fasst die alsdann allein vorhandene Be- 
harrungsgeschwiudigkeit nach seinem Princip auf. Da die letztere 
constant ist, so muss das Integral des ttaumeleinents für sich 
selbst ein Minimum sein und ergiebt die grade Linie. Das nächste 
Beispiel ist bei Euler die gewöhnliche Wurfbewegung an der Ober- 
fläche der Erde, jedoch ohne Rücksicht auf ein widerstehendes 
Medium, und es wird hier natürlich die Parabel als die Curve 
des fraglichen Miuimum gewonnen. Von diesem Beispiel oder 
vielmehr von dieser Stufe der dynamischen Grundeinsichten geht 
er zur Berücksichtigung der Distanzen und zur freien Central- 
lif-wegung über. Ausdrücklich giebt er den Widerstand eine? 
Mediums als einen Fall an, der sich nicht unter das Princip 
bringen lasse, was allerdings für ein allgemeines Naturprincip 
bedenklieb ist. Schliesslich stellt er es den Metaphysikern anheim, 
die allgemeine Vorstellungsart, mit der er noch nicht zufrieden 
sei, weiter aufzuklären. Auch sind in der That seine eignen 
Gründe bisweilen wenig gelungen. So z. B. meint er noch gegen 
Ende seine« Aufsatzes, dass mau für ein System das Verhältniss 
sich metaphysisch so vorstellen könue, als wenn die Trägheit aller 
Körper sich durch die einwirkenden Kräfte nur in der geringst- 
möglichen Weise stören lasse, so dass also die Action der Kräfte 
hiedurch auf ein Minimum reducirt würde. Dieser Gesichtspunkt 



erscheint nun sowenig zutreffend, däas man ebensogut sofort das 
Gegentheil aufstellen kann, indem die Kräfte diejenigen Bewegungen 
hervorbringen, in denen ihre Wirkung unter allen möglichen Com- 
binationen ein Maximum ist. Doch wollen wir uns hier noch nicht 
auf diese Gegensätze einlassen, sondern erst die Geschichte des 
Prineips weiter verfolgen. 

129. Lagrange knüpfte au die Eulerschen Aufstellungen an, 
soweit dieselben rein analytisch waren, verwarf jedoch ausdrücklich 
jede metaphysische, mit Gesichtspunkten des Zweckes oder der 
Intelligenz zusammenhängende Idee. Ja er liess sogar die ganze 
von dem Minimum ausgehende Grundlegung dadurch zu einem 
unerheblichen Umstände werden, dass er regelmässig in allen 
Behauptungen an .Stelle des Minimums die doppelte Möglichkeit 
von Maximum oder Minimum einführte. In dieser Weise dehnte 
er die Eulersche Formel in beiderlei Gestalt von dem einzelnen 
Körper auf ein System verschiedener Massen aus und formulirte 
demgemäss das Princip, jedocli mit derjenigen Einschränkung, 
welche die Benutzung der Gleichung der lebendigen Kräfte mit 
den ihr bei Lagrange anhaftenden Voraussetzungen ergeben musste. 
Setzt mau also gegenseitige Attractimiskräfte oder überhaupt 
Gentraikräfte voraus, die nach Functionen der Distanzen wirken, 
so soll unter dieser Voraussetzung die Variation der Summe der 
Producte der Massen in die Integrale der mit den Geschwindig- 
keiten niultiplicirten Curvenelemeute Null. d. h. also die Summe 
selbst ein Maximum oder Minimum sein, wofern man zwei Punkte, 
zwischen denen das Integral zu nehmen ist, als gegeben voraus- 
setzt. Diese Art der Fassung des Prineips, die sich bei Lagrange 
in der Formel wie in umständlichen Worten 1 ) dargelegt und aus 
der allgemeinen dynamischen Grundgleiclnmg entwickelt findet, 
wird auch ebenso wiederum benutzt, um in (Jombination mit der 
Gleichung der lebendigen Kräfte alle Fundamentalbedingungen der 
Bewegung und des Gleichgewichts zu gewinnen. Es ist dies die 
Umkehrung des bei dem Beweise eingeschlageneu Weges : während 
zuerst die allgemeine dynamische Grundgleichung, welche von 
Lagrange zum Inbegriff aller mechanischen Einsichten gemacht 
wird, den Stützpunkt bildete, wird sie nun zum Resultat, was uns 
nicht wundern darf. Die iutegrirte Form muss nämlich die 
diflerentielle liefern, und die auf das Princip der virtuellen 



L ) Mec. anal. Bd. 1 (1811) Dynamik Sect. III Art. 39. 
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Geschwindigkeiten gegründete dynamische Grundgleichung hat ja 
die differentielle Form und giebt unmittelbar die Beziehuugen der 
Bewegung oder des Gleichgewichts nur für den Augenblick au. 
Frühei' hatte sich Lagrange, wie er selbst bemerkt, vermittelst der 
Combination des von ihm erweiterten Princips der geringsten 
Wirkung mit der Gleichung der lebendigen Kräfte eine allgemeine 
Methode geschaffen, alle mechanischen Probleme zu behandeln. 
Später aber und bereits in der L. Ausgabe der Analytischen 
Mechanik stützte er sich eonsequent nur auf die allgemeine 
dynamische Grundgleichung und sah sein nur noch uneigentlich 
sogenanntes Princip der geringsten Wirkung, welches man besser 
als ein Princip des Maximum oder Minimum bezeichnen niüsste, 
kurzweg als ein Resultat des Calcüls an, welches sich, wie die 
übrigen Haupteigenschaften der Bewegung, aus jener Grund- 
gleichung ergebe. 

Da er, ganz wie Euler, auch den durch die zweite Umformung 
gegebenen Gesichtspunkt nicht für unwichtig hält, so knüpft er 
daran schliesslich noch die besondere Bemerkung *), man könne 
mit dem besten Recht das Princip als dasjenige ,,der grössten 
oder kleinsten lebendigen Kraft" bezeichnen. Es sind nämlich die 
Summen der einem Augenblick entsprechenden lebendigen Kräfte 
des Systems innerhalb der gegebenen Grenzen ein Maximum oder 
Minimum. In dieser Ausdrucksweise gilt ihm das Princip auch 
als unmittelbar fähig, auf den Fall des Gleichgewichts übertragen 
zu werden; denn er hatte schon aus der statischen Grundformel 
besonders bewiesen 2 ), dass unter allen Lagen eines bewegten 
Systems die der grössten oder kleinsten lebendigen Kraft auch 
diejenige sei, in welche man es von vornherein würde bringen 
müssen, damit es sich im Zustande des Gleichgewichts befände. 
Letztere Wahrheit war mithin das, worauf Maupertuis mit seinem 
„Gesetz der Ruhe u gezielt hatte. 

Aus dem Angegebenen sieht mau genugsam, dass bei Lagrange 
das Princip der geringsten Wirkung aufgehört hat. noch eine 
sichtbare logische Bedeutung zu haben, deren Merkmal mehr als 
die analytische Eigenschaft wäre, die sich in der Möglichkeit aus- 
drückt, die Variation gleich Null zu setzen oder die Alternative 
zwischen Maximum und Minimum voraussetzen zu dürfen. Wer 
zuerst nach den Gleichungen und deren Eigenschaften fragt und 





in den analytischen Ausdrücken auch ohne weitere logische Aus- 
legung die zutreffendste, in jeder Beziehung genügende Gestalt 
der Wahrheiten sieht, wird bei einer solchen Abfindung mit dem 
Princip sehr wohl stellen bleiben können. Ganz anders aber stellt 
sich die Aufgabe, sobald man für die analytisch noch so be- 
stimmten Ausdrücke auch entsprechende Begriffe verlaugt. Pur 
die einzelneu Theile der Ausdrücke Kai man sie immer; alter in 
unserni Fall ist z. B. das mehrmals charakterisirte Product aus 
Masse, Geschwindigkeit und Raumelement oder dessen zweite 
Form, nämlich das Product aus der lebendigen Kraft in das 
Zeitelement begrifflich zu interpretiren. Wenn mau die Summen 
und die Integrale nimmt, so bleiben die Massen constant, und 
man kann daher alle Summirungs- und Veräuderungszeieben, die 
sich unmittelbar auf die Producte beziehen, in unserm Fall also 
das Integral entweder vor oder hinter die Massen setzen. Ana- 
lytisch ist Uerartigps nun ganz gleichgültig; denn die Quantität 
und die Operationen bleiben dieselben; aber logisch ist ein erheb- 
licher Unterschied vorhanden, da es darauf ankommt, grade das 
analytisch beisammen zu halten und mit einander zu verbinden, 
was irgend einem natürlichen Begriff, wie z. Ii. demjenigen einer 
Art Action entsprechen könnte. Ausserdem stellt sich noch die 
ganz natürliche Forderung, den analytischen Umstand, dass die 
Variation gleich Null ist, entweder in näherer Bestimmung durch 
weitere analytische Merkmale oder aber in seiner völligen Allgemein- 
heit mit einem logischen Begriff von den entsprechenden realen 
Verhältnissen exact zu decken. Bei Euler half die gewöhnliche 
Vorstellung von einem Minimum aus; aber diese Vorstellungsart 
war an sich nur unzureichend begründet und wurde durch die 
Bedenken Lagranges in ihrer alten Gestalt vollends unhaltbar. 

130. Um zu zeigen, wie schwankend die Vorstellungen von 
einem Princip der geringsten Action jederzeit blieben, und wie 
man bisweilen nach genaueren leitenden Begriffen suchte, sei die 
Carnotsche Idee angeführt, welche im Hinblick auf das Beispiel 
des Stosses die sogenannten verlornen Kräfte als den eigentlichen 
Gegenstand des Princips der geringsten Action ansieht. Nach 
dem Stosse, sagt Carnot !), ist für unelastische Körper die wirklich 
statthabende Bewegung diejenige, bei welcher die Summe der 
Producte der Massen mit den Quadraten der verlornen Ge- 



*) Principes fondameataui etc. Paria 1803, Art 185 S. 157. 
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schwindigkeiten ein Minimum ist. Beji jeder andern Bewegung, 
die man etwa voraussetzen wollte, würde diese Eigenschaft nicht 
mehr statthaben. Nach Carnot ist also der Verlust an lebendiger 
Kraft bei demStosse unelastischer Körper ein Minimum, und grade 
hierin soll das Princip der geringsten Wirkung bestehen. 

Erinnern wir uns dessen, was wir über die Vorstellungen 
Maupertuis' beigebracht haben, so ist klar, dass schon in ihnen 
thatsächlieh die verlornen Geschwindigkeiten den eigentlichen 
Gegenstand der Behauptungen bildeten. Auf den elastischen Stoss 
bleibt derselbe Gesichtspunkt anwendbar, wenn mau an Stelle der 
wirklich verlornen Actiou diejenige setzt, welche im Fall des 
Mangels der Elasticität unter übrigens gleichen Umständen ver- 
loren gegangen sein würde. Ueberhaupt kommt es gar nicht auf 
den sogenannten Verlust als solchen, sondern nur darauf au, dass 
die gegenseitig aufgehobenen und zur Veränderung verbrauchten, 
wenn auch nachher bei der Gegenveränderung wieder hergestellten 
Actionsmengen ein Minimum bilden oder, genauer geredet, die dem 
Maximum oder Minimum entsprechende analytische Eigenschaft 
haben. Nur die Veränderung, d. h. die Hervorbringung des Unter- 
schieds in den Bewegungszuständen ist es, wozu eine Actionsmenge 
ins Spiel gesetzt wird, welche die für das Princip fragliche Eigen- 
schaft haben muss. Es sind also nicht speciell die verlornen, 
sondern überhaupt die in einer Umwandlung verbrauchten, d. h. 
in dieselbe eingegangenen Kräfte, auf welche das Princip bezogen 
werden muss, wenn man dem Oarnotschen Gedanken eine höhere 
Allgemeinheit abgewinnen will. Soviel ist aber in jedem Fall 
einzuräumen, dass es wichtig ist, diejenigen Theile der Geschwindig- 
keiten oder Pewegungsgrössen zu unterscheiden, welche sich durch 
gegenseitige Action in irgend einer Beziehung aufheben und nur 
unter Voraussetzung der Elasticität in einer entsprechenden Rück- 
wirkung wieder hervortreten. Die. wechselseitige Action beruht 
ganz und gar darauf, dass diese Bestand! heile ins Spiel kommen; 
die übrigen bilden nur einen Rest, der von einer Veränderung 
gar nicht afficirt wird, sondern nach dem allgemeineren Gesetz 
der Beharrung einfach fortbesteht. Hienach ist erklärlich, dass 
ein auf die eigentliche Actionsmenge bezügliches Priucip unmittelbar 
die Bestandteile der ersten Art zum Gegenstande haben und 
daher direct für die dem Verbrauch oder der Verwandlung anheim- 
gefallenen Kraftelemente gelten wird. 

Der Grund, aus welchem das Princip der geringsten Action 



von seinem Ursprung her und iu meinen späteren Fassungen mit 
einer überraschenden Unsicherheit behaftet geblieben ist, dürfte 
weniger in der metaphysischen Haltung der logischen Ausgangs- 
punkte, als in der mathematischen Zweideutigkeit der dem Minimum 
entsprechenden Gleichung zu suchen sein. Man hat sich bis auf 
Lagrange, der exacter verfuhr, durch einen sehr begreiflichen 
Fehlschluss täuschen lassen. Die alte Tradition vom Minimum, 
mit welcher der Gedanke eines Maximum nicht verträglich war, 
veranlasste, den nächsten analytischen Ausdruck dadurch zu suchen, 
dass man das Differential oder die Variation gleich Null setzte. 
Mit den Bedingungen, die durch eine solche Gleichung geliefert 
wurden, operirte man, fand die anders woher bekannten mechanischen 
Wahrheiten bestätigt und schloss nun rückwärts, es müsse das zu 
Grunde gelegte Priucip zutreffend sein. In der That hätte man 
aber nur schliessen dürfen, dass die Ausgangsgleichung eine uoth- 
wendige mechanische Voraussetzung oder, mit andern Worten, ein 
mechanisches Gesetz enthalte. Die in ihr verborgene allgemeine 
Wahrheit durfte aber nicht als durch die Idee des Minimum 
gedeckt betrachtet werden, da man ja genau dieselbe Gleichung 
erhalten haben würde, wenn man von dem völlig entgegengesetzten 
Gedanken eines Princips der grössten Aetion ausgegangen wäre. 
Wirklich hatte auch d'Arcy, von dem wir bezüglich seiner Fassung 
des Princips der Flächen Nr. 124 gesprochen haben, in der weitem 
Ausführung dieses seines Princips sich bemüht, dasselbe dem- 
jenigen der geringsten Wirkung als Priucip der Erhaltung der 
Action entgegenzusetzen. Erwägt man die maximalen Eigen- 
schaften, welche sowohl bei dem Flächeuprincip als bei demjenigen 
der Erhaltung der algebraischen Summen der Bewegungsgrösseu 
zur Sprache gebracht werden können und die natürlichen Effecte 
im Gegeusatz zu den beliebigen Projectionen kennzeichnen, so 
liegt, es allerdings nahe, alle diese charakteristischen Eigenschaften 
zu verschmelzen und ein Gesetz der maximalen Action als die 
passendste Grundlage aller übrigen, aus einem bestimmten Gesichts- 
punkt etwa auch minimalen Beziehungen anzusehen. 

Die analytische Vorbedingung, die in gleicher Weise für 
Maximum und Minimum gilt, ist bekanntlich die Möglichkeit, das 
Differential der Function oder Gleichung gleich Null zu setzen. 
Diese Regel gilt nicht blos für die gewöhnlichen Maxima und 
Minima, bei denen es sich darum handelt, den zugehörigen Werth 
der unabhängigen Veränderlichen zu ermitteln. Sie gilt also nicht 



blos da, wo der Lauf der Function selbst zu einem Maximal- oder 
Minimalpunkt führt, sondern auch für jene höhere Art von 
Problemen, welche die Ermittlung derjenigen Beziehungen zwischen 
den Veränderlichen zum Ziel haben, vermöge deren das Integral 
der in diesen Veränderlichen gegebenen Function ein Maximum 
oder Minimum wird. In unsenn Princip liegt nun letzterer Fall 
vor. Ferner beruht überall die Unterscheidung von Maximum oder 
Minimum auf der Erkennung der Negativität der zweiten Differential - 
coefficienten oder, allgemeiner geredet, derjenigen Functionen- 
complexe, welche sich auf die zweiten Potenzen oder überhaupt 
auf die zweiten Dimensionen der Increraente beziehen. Lagrange 
hat x ) den Fall des stabilen und des labilen Gleichgewichts der- 
artig unterschieden, dass in dem einen das Maximum, in dem 
andern das Minimum statthabe, und hat in dieser Rücksicht den 
Beweis bei Erörterung seiner allgemeinen Annäherungsmethode 
für die dynamischen Probleme 2 ) vervollständigt. Trotzdem ist eine 
einfache Unterscheidung der Maxima von den Minima grade in Be- 
ziehung auf das Princip der geringsten Action ausser für den Fall 
des Gleichgewichts nicht in Frage gekommen. Obwohl man die 
analytischen Hülfsmittel besitzt 3 ), wenigstens bis zur Feststellung 
der Positivität oder Negativität der Coefficientengruppen der zweiten 
Dimensionen der Incremente vorzudringen und nur für den Fall in 
Umständlichkeiten geräth, dass mau, wo die fraglichen Glieder 
Null werden, noch weiter gehen muss, — so findet sich doch bei 
Lagrange kein Veisuch gemacht, ganz im Allgemeinen zu ent- 
scheiden, welche mechanischen Eigentümlichkeiten für das bei 
dem Princip der geringsten Action fragliche Integral ein Maximum, 
und welche ein Miuimum mit sich bringen. 

131. Alle bisher in diesem Capitel betrachteten Principieu 
waren Sätze, durch welche die allgemeinsten Eigenschaften in der 
Bewegung eines beliebigen Systems kenntlich gemacht wurden. 
Das Princip, zu welchem wir jetzt überzugehen haben, ist den 
ersteren insofern nicht gleichartig, als es keine neue Eigenschaft 
der Bewegung hinzufügt, sondern nur sichtbar werden lässt, wie 
sich eine Beziehung zwischen gegebenen Kräften und hervor- 
gebrachten Bewegungen durch ein äquivalentes Gleichgewiehts- 



l ) Mfc. anal. Bd. I (1811) Statik Sect. III Art. 23. 
*) Ibid. Dynamik Sect. V § 3 Art. 20 fg. 

s ) Lagrange, Theorie des fonctions, 2. Aufl. Theil II Art. 64 fg. 



Verhältnis s ersetzen lasse, vermöge dessen alle Grössenrelationen 
wesentlich dieselben bleiben und sogar die Aenderung der Vor- 
zeichen nur diejenige ist, welche auch durch blosse algebraische 
Umformung der unmittelbaren Bewegimgsgleichungen hervorgebracht 
werden könnte. 

Gewöhnlich sagt man von dem d'Alembertschen Prineip, dass 
es alle Aufgaben der Dynamik auf statische Beziehungen zurück- 
geführt habe. Dies ist im Allgemeinen richtig; jedoch hat erst 
Lagrauge die allgemeine dynamische Grundgleichung aufgestellt, 
und man ist in den Vorstellungen, die man nuter dem Namen 
des d'Alembertschen Princips zur Anwendung brachte, nicht immer 
genau der eignen Aulfassungsart d'Alemherts gefolgt. 

Wir haben früher (Nr. 106) das Verfahren Jacob Bernoullis 
kennen gelernt, durch welches derselbe bei Gelegenheit der Auf- 
gabe vom Schwingungsmittelpunkt alles Wesentliche vorwegnahm, 
was in dem d'Alembertschen Prineip mit dem Bewusstsein einer 
ganz allgemeinen Gültigkeit forniulirt wurde. Wir haben dort 
auch schon die verschiedenen Möglichkeiten dargelegt, welche sich 
für die Zusammensetzungsart der drei Kräfteclassen ergeben. Es 
sei daher daran erinnert, dass die eventuellen Kräftewirkungen im 
freien, d. h. statisch nicht gebundenen Zustande, dann die durch 
die statische Beschränkung verlornen Kräfte und endlich die 
wirklich resultirenden Bewegungen oder die entgegengesetzten 
Kräfte, welche man zur Aufhebung dieser Bewegungen einführt, 
die drei Gruppen bilden, von denen man im Hinblick auf das 
Gleichgewicht jede einzelne nach Belieben als Resultante oder 
Componeute betrachten kann. Jacob Bernoulli hatte den Begriff 
der verlornen Kräfte erfasst und die zunächst am meisten natür- 
liche Zusammeiisetzungsart zu Grunde gelegt. Er hatte die den 
wirklichen Bewegungen entsprechenden Kräfte als Resultanten 
genommen, während die freien und die verlorneu Kräfte die sich 
zusammensetzenden Compouenten bildeten. 

D'Alembert legte sein Prineip seiner Dynamik *) zu Grunde. 
Die Behandlmigsweise, die er wählte 2 ), und die man nicht blos 
ans der Wortformel sondern auch aus den zahlreichen Anwendungen 
im zweiten Theil des Buchs, namentlich aber aus dem einleitenden 



') Traite de dynamique, Paris 1743. 

2 ) Ibid. S. 49. (Andere Ausg. 1796, Theil II Cap. 1 Art. (SO). 

Dühring, Geschickte der Mechanik. 2t) 
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Beispiel 1 ) entnehmen mnss, richtete sich unmittelbar auf die 
Betrachtung der verlornen, d. h. der durch die wechselseitige 
Beziehung der statisch verbundenen Körper einander aufhebenden 
Kräftetheile. Diese verlornen Kräfte, für sich allein ins Auge 
gefasst, müssen im Gleichgewicht sein; denn sonst würden sie zur 
Bewegung beitragen, was dem Begriff derselben entgegen ist. In 
der Behauptung des (Tieichgewichts dieser verlornen Kräfte besteht, 
das d'Aleinbertsche Princip, wenn man streng der engern Fassung 
folgt, die es durch den namengebendeu Autor selbst erhalten hat. 
Dagegen ist die Einführung der den wirklichen Bewegungen ent- 
gegengesetzten Kräfte und die unmittelbare Vorstellung von einem 
Gesammtgleichgewicht, welches zwischen diesen Kräften und den 
zwei andern Kraft egruppen stattfinde, principiell erst von Lagrauge 2 ) 
zu einer allgemeinen Anwendung gebracht worden. Auch die 
verwandte Vorstellung, dass die Bewegungen, welche die auf das 
System wirkenden Kräfte, wenn sie frei agirten, hervorbringen 
würden, sich aus deu wirklichen Bewegungen und den verlornen 
Kräften zusammensetzen lassen müssen, war für d'Alembert selbst 
nur ein Mittel gewesen, das selbständige Gleichgewicht, welches 
allein zwischen den verlornen Kräften statthat, näher zu erläutern. 

Das schon citirte Hauptbeispiel, mit welchem d'Alembert die 
mannichfaltigen Anwendungen des Princips einleitet, behandelt den 
Fall einer an ihrem einen Ende befestigten und übrigens mit ver- 
schiedenen Körpern beschwerten Stange. Die Körper werden hiebei 
unter dem Einfluss von Antrieben gedacht, die ihnen im freien 
Zustande gewisse gegebene Bewegungen ertheilen würden. Da wir 
es hiebei mit einer Gestaltung zu thun haben, die sich auf das 
von uns umfassend erörterte Schema des zusammengesetzten Pendels 
zurückführen lässt, so brauchen wir auf dieselbe nicht näher ein- 
zugehen. D'Alembert zerlegt natürlich ganz in dem Sinne, wie es 
Jacob Bernoulli und l'Hopital gethan hatten, die Geschwindigkeiten 
derartig, dass er die Gleichgewichtsbeziehungen zwischen den ver- 
lornen Kräften ansetzen und so die Geschwindigkeit des äussersten 
Punktes aus der gewonnenen Gleichung entwickeln kann. Diese 
Zerlegung der Kräfte in zwei Bestandtheile, von denen die einen 
im Gleichgewicht sein müssen, während die andern zur Bewegung 
beitragen, ist das Charakteristische des Princips. Denkt mau 



') Ibid. S. ö9. (Andere Ausg. lim, Thoil II Cap. III Art. 87). 
ä ) Mec. anal. Bd. I (1811) Dynamik Soct. I Art. 11. 



ausserdem daran, dass der Fall eines nicht im Gleichgewicht be- 
findlichen, an verschiedenen Punkten beschwerten Hebels in seiner 
Bewegimg als Grundtypus für die einander nur theilweise auf- 
hebenden bewegenden Kräfte betrachtet werden kann, so wird es 
begreiflich, wie es habe soviel Schwierigkeiten verursachen können, 
bis dieser dynamische Normalfall durch die Ueberlegungen Jacob 
Bernoullis und deren d' Ale mberts che Verallgemeinerung bemeistert 
wurde. Im Hinblick hierauf könnte man sagen, dass, wenn die 
Bedingungen des Gleichgewichts am Hebel zugleich der geschicht- 
liche und der rationelle Ausgangspunkt der gesaminten Statik 
gewesen sind, die Dynamik statisch combinirter Körper ihrerseits 
auf die Bedingungen der Bewegung am Hebel als das historisch 
zu Grunde liegende Princip zurückzuweisen habe. Das zusammen- 
gesetzte Pendel, in der einfachen Gestalt einer mit mehreren 
Körperu beschwerten und an einem Punkte befestigten Linie, ist 
wesentlich uichts weiter als der iu Bewegung begriffene Hebel, 
und diese Betrachtungsart erklärt auch zugleich die Bedeutsamkeit 
des Schrittes, durch welchen Jacob Bernoulli die Kräfte am 
zusammengesetzten Pendel mit dem Princip des Hebelgleich- 
gewichts in Beziehung setzte. Indem wir au die Betrachtungen 
über letzteren Gegenstand im vorigen Capitel erinnern, bemerken 
wir mir noch zum prinzipiellen Abschluss aller bisherigen Auf- 
fassungsarten , dass die vollständige Verallgemeinerung der Idee 
eines partiellen Gleichgewichts, welches bei jeder dynamischen 
Kräftecombination statthabe, erst die hinreichend abstracte und 
völlig zutreffende Form liefert, das Verhältnis« von Statik und 
Dynamik in seiner wahren Natur und unverkürzten Tragweite zu 
begreifen. Es ist jedoch hier noch nicht der Ort, den Gedanken 
dieses partiellen Gleichgewichts, von dem wir zuerst bei Galilei 
(Kr. 31) im Hinblick auf die Mischung von Gleichgewichts- und 
Bewegungseffecten eine Andeutung gegeben haben, ausführlicher 
zu handeln, da wir zuvor der weiteren geschichtlichen Entwicklung 
der allgemeinen Priucipien und der Systematik der rationellen und 
analytischen Mechanik folgen müssen. 
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Princip der virtuellen Geschwindigkeiten und Systematisirung 
der Mechanik durch Lagrange. 

132. Obwohl, wie wir früher gesehen haben, das Princip 
der virtuellen Geschwindigkeiten mindestens ebenso alt ist, als 
die moderne, durch Galilei maassgebend eingeleitete Mechanik, so 
ist doch die Benutzung dieses Princips als eines Ausgangspunkts 
zur Entwicklung aller übrigen mechanischen Wahrheiten sehr neu. 
Dieser letztere Gebrauch, den erst Lagrange von dem Princip 
machte, bedeutet sogar einen gewissen Abschluss in der Systematik 
der Mechanik. Die Anwendung eines Fimdamentalprincips, welches 
sich für den Calcül eignet, und die grundsätzliche Durch- 
führung der analytischen Entwickinngen als des Hauptleitfadens 
für die Verbindung aller Wahrheiten der rationellen Mechanik zu 
einem einheitlichen System, — das sind die beiden Haupteigen- 
schaften, durch welche sich die Behandlungsart Lagranges auszeichnet. 

Ehe wir auf die Rolle eingehen, die das virtuelle Princip in 
dieser jüngsten und ausgedehntesten Anwendung spielt, müssen 
wir von der Entwicklungsgeschichte desselben noch Einiges nach- 
holen. Zunächst sei daran erinnert, dass sich die Spuren desselben 
bis vor Galilei zurückverfolgen Hessen, und dass wir es bei Galilei 
selbst nicht nur ausdrücklich als statische Beziehung hervorgehoben 
und angewendet gefunden, sondern auch in einer allgemeineren 
Gestalt insoweit angetroffen haben, als es dem eigentümlichen 
Begriff des Moments, den der Urheber der Dynamik vor Augen 
hatte, überall zu Grunde lag. Auf diesen Begriff des Moments 
kam, wie wir ebenfalls schon angeführt haben, erst Lagrange 
wieder zurück, und gründete auf denselben seine Herleitungsart 
der allgemeinen statischen und der erweiterten dynamischen Grund- 
formel. Inzwischen war die Galileische Anschauungsweise in Ver- 
gessenheit gerathen gewesen; ja das virtuelle Princip selbst, 
welches doch auch schon bei Cartesius eine fundamentale Be- 
deutung gehabt hatte, war in den Hintergrund getreten. Die 
beiläufige und eingeschränkte Art, in welcher wir es (Nr. 90) bei 
Newton erwähnt und aufgefasst fanden, ist für die spätere Zeit 
sogar uoch als eine besondere Berücksichtigung anzusehen. Johann 
Bernoulli ist derjenige, der zuerst wieder auf das virtuelle Princip 
und dessen grössere Tragweite ernstlicher zurückkommt. Zwar 



ist die Fonniilirung, die er in seiner Preisabhandlung über die 
Mittlieiluiig der Bewegung von 1723 aufstellt, noch ziemlich eng 
an die Newtonsche Fassung angeschlossen. Er sagt dort 1 ): 
„Zwei Agentieu sind im Gleichgewicht oder haben gleiche Momente, 
wenn ihre absoluten Kräfte im umgekehrten Verhältniss ihrer 
virtuellen Geschwindigkeiten stellen, mögen die auf einaudei 
wirkenden Kräfte in Bewegung oder Ruhe sein. Dies ist ein 
gewöhnliches Princip der Statik und Mechanik u. s. w." Schon 
in einem älteren Brief an Variguon (v. 26. Januar 1717) hatte 
Johann Beruoulli das Princip möglichst allgemein auszudrücken 
versucht, wie der folgende Satz beweist, welcher Rücksicht auf 
die Vorzeichen nimmt 2 ): „Die Summe der positiven Energien 
wird gleich der Summe der negativen, aber positiv genommenen 
Euergien sein." In dieser Ausdrucksweise verräth sich etwas von 
dem Galileischen Begriff der Energie und des ihr entsprechenden 
Moments einer Kraft. Die Zusammenfassung aller Energien nach 
zwei Gruppen, welche durch das Vorzeichen geschieden sind, ist 
hier die Hauptsache. Es ist nicht genug, das Princip für die 
einfachen Maschinen oder einfache Kräfteverhältnisse, die wesent- 
lich nur aus zwei Gliedern bestehen, geltend zu machen, sondern 
es kommt darauf an, dasselbe für eiti beliebiges System von 
Kräftecombinationen auszusprechen. Obwohl nun Galilei das virtuelle 
Princip schon in die Hydrostatik eingeführt hatte, so lässt sieb 
doch nicht leugnen, dass Johann Beruoulli wenigstens den erforder- 
lichen Schritt gethan hat, um die virtuellen Verhältnisse in ge-* 
souderter Weise für die Theile eines beliebigen Systems vorstellig 
und zum Kennzeichen des Gleichgewichts zu machen. Hieraus 
erklärt es sich auch, dass man bisweilen auf Johann Beruoulli, 
als auf den modernen Urheber des virtuellen Priucips hingewiesen 
findet 3 ). In Wahrheit hat sich dieser Mathematiker nur den 
älteren Vorstellungen wieder genähert und hiebei die grössere 
Allgemeinheit walten lassen, welche der entwickeltere Zustand der 
Mechanik fast unwillkürlich nahe legte. 



J ) Opera. Lausanne 1742, Bd. III Discours sur les lois de la conmiuui- 
cation du mouvenient, Cap. 3 S. 23. 

2 J Bei Variguon Nouvelle Mecanique etc., Bd. II S. 176. 

3 ) Unter Andern auch bei Fourier Memoire sur la statique, conteuant 
la dewonstration du principe des vitesses virtuelles etc. Journal de l'ecole 
polytechnique, tome II t,an VI) page 21. 
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133. Wenn Johann Beruoulli eine allgemeinere Foranüirung 
des virtuellen Princips unternahm, so hat Lagrange die wahrhaft 
fundamentale Natur desselben am tiefsten erkannt und es dem- 
gemäss in seinein System zum Eckstein der ganzen Mechanik 
gemacht. Um diese Kolle des Princips zu verstehen, muss man 
jedoch die besoudern Vorstellungen untersuchen, die der Vollender 
der analytischen Grundformen der mechanischen Deduction von 
dem Wesen des virtuellen Satzes hegte. In der 1. Ausgabe 
seiner Analytischen Mechanik ging er von dem Princip wie vo 
einem Axiom aus, ohne zu versuchen, den früheren Erläuterungen 
desselben auch seinerseits eine Art Beweis hinzuzufügen. Iu der 
2. Ausgabe fühlte er das Bedürfniss, seinen ersten und wichtigsten 
Ausgangspunkt fester als bisher zu sichern, und er nahm seine 
Zuflucht zu einer Wendung J ), durch welche das Princip der Kräfte- 
wirkung am Flaschenzug das einzige Hülfsmittel wird, den Satz 
von den virtuellen Geschwindigkeiten zu erweisen. Der Vortheil, 
der hiemit verbunden wäre, sollte hauptsächlich darin bestehen, 
die beiden andern statischen Priucipien, nämlich das des Hebels 
und das des Parallelogramms der Kräfte, entbehrlich zu machen. 
Iu allen früheren Erläuterungen des virtuellen Gesetzes hatte man, 
wie Lagrange mit Hecht behauptet, jene beiden Fundamentalsätze 
in Anspruch nehmen müssen, um die Combination der virtuellen 
Geschwindigkeiten zu bewerkstelligen. Man hatte allerdings die 
Beziehungen am Hebel selbst durch die Gleichheit der virtuellen 
Momente gedeckt: aber mau war nie zu einer eigentlichen Deduction 
aus einem ganz allgemein gefassten virtuellen Princip gelangt. 
Am wenigsten hatte man aber die Zusammensetzung oder vielmehr 
Zerlegung der Kräfte entbehren können, indem ja in den Formu- 
lirungen des Princips selbst die Keduction der Verschiebungs- 
geschwindigkeiten auf die Richtungen der Kräfte vorausgesetzt 
wurde, und indem man die Aufhebung entgegengesetzter virtueller 



') Mec. anal. Bd. I (1811) Statik Sect. 1 Art. 18 und 19. — Der 
Flaschenzugboweis von Lagrange schon früher veröffentlicht in einem Aufsatz 
des .lourn. ile l'ecole polyt, 5. Cuhier tome II p. IIS Sur lo principe des 
vitesses virtuelles; im Contrast stehend zu Fouriers oben angeführter, dem- 
selben Heft augehoriger Abhandlung. — Unter Andern hat auch Laplace in 
der Mecanique Celeste Buch I Cap. 3 oinen Beweisversuch unternommen und 
l'oinsot sich dio Mühe gemacht, dessen Unklarheit und Cirkelnatur iu einem 
besondern Aufsatz in Liouville Journal des mathematiijues. Bd. III 1838, 
S, 241—218 zu beleuchten. 



Momente offenbar nur durch die Znrückführung auf einerlei Rich- 
tung begreiflich machen konnte. Unter allen Umständen hatte 
sich also, bald offener, bald versteckter, die Rücksicht auf die 
Zusammensetzung der Geschwindigkeiten und Kräfte einfinden 
müssen. Die neue Entwicklung Lagranges hat den Anschein für 
sich, die Zusammensetzung der Kräfte gänzlich zu umgehen. Der 
Flaschenzug, jene bekannte Verbindung von Rollen, die theils in 
festen, theils in beweglichen Fassungen angebracht sind, und um 
welche sich ein einziges Seil windet, hat, als ideelle Maschine zur 
Demonstration gebraucht, allerdings zwei wichtige Vorthcile. Sie 
ist ein Mittel, die Einheit einer Kraft, die durch die gleiehmässige 
Spannung des Seils dargestellt Avird, nicht nur durch Nebenordnung 
und Häufung der parallelen Seilstücke beliebig zu vervielfältigen, 
sondern auch diesen Vervielfachungen der Krafteinheit eine be- 
liebige Richtung zu geben, indem man die Verbindungslinie zwischen 
der beweglichen und der befestigten Fassung willkürlich iu die 
erforderliche Lage bringt. Auf diese Weise kann man in Ge- 
danken durch die Spannung eines einzigen völlig biegsamen und 
unausdehubaren Fadens, den man abwechselnd um feste und um 
bewegliche Punkte (Rollen) führt, nach jeder beliebigen Richtung 
eine Kraft von bestimmter Grösse erzeugen und au einem ge- 
gebenen Punkte angreifen lassen. Mit einem einzigen Faden kann 
man beliebig viele derartige Kräfte construiren, und sie alle zu- 
sammengenommen sind dann das Resultat einer einzigen Zugkraft, 
die in Gestalt eines Gewichts oder auf sonst eine Weise au dem 
unbefestigten Ende des Fadens vorhanden ist. Indem sich bei 
jedem Angriffspunkte eine gewisse Anzahl von gleichmässig ge- 
spannten Theilen des Fadens parallel nebeneinander befindet und 
vermittelst der beweglichen Fassung auf das anzugreifende Object 
einheitlich wirkt, finden sich die in den Spannungen gegebenen 
Zugkräfte summirt. Die Anzahl der Seil- oder Fadenstücke ist 
hieuach der Ausdruck für die Kraft. Es ist dies die einfachste 
Form der parallelen Kräftecombination, die sich denken lässt. 

Nimmt man nun ein System von Körpern oder Punkten an, 
auf welches beliebige Kräfte wirken, so kann man diese Kräfte 
sämmtlich durch einen einzigen Flaschenzug hergesteUt denken. 
Ein einziger Faden mit seiner gleichmässigen Spannung und mit 
dem Hülfssystem der festen und beweglichen Punkte, um die er 
gewunden wird, ersetzt mit der Coordinatiou und den verschiedenen 
Richtungen seiner Spannung aRe Kräfte des Systems. Soll nun 
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das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten als allgemeingültig 
dargethan werden, so ist es nur erfordernd), nachzuweisen, dass 
im Falle einer unbegrenzt kleinen Verschiebung des Systems, d. h. 
des Inbegriffs der Angriffsörter der Kräfte, die Entfernungs- 
veränderungen der beweglichen gegen die festen Fassungen sich 
zu einander so verhalten, dass die Kraft am freien Ende keine 
entsprechende Ortsveränderimg ihres Angriffspunkts durch eine 
liii Ilgenveränderung des freien unbefestigten Fadenstücks erfahren 
kann. Lagrange, der sich an diesem Ende ein wirkliches Gewicht 
denkt, geht von dem specielleren Gesichtspunkt aus, dass dieses 
Gewicht unter Voraussetzung der erwähnten Verschiebung nicht 
sinken dürfe. Da aber der allgemeine Begriff der Kraft mit der 
Schwere und der verticaleu Richtung hier nichts Wesentliches zu 
schaffen hat, und da ohnedies der Flaschenzug nicht als wirkliche 
Maschine, sondern als ideelle Combination dient, an welcher man 
alles nur empirisch Notlüge, aber ideell Unwesentliche ausmerzen 
muss, so ist nicht abzusehen, warum man sich unnütze Schwierig- 
keiten bereiten und die Allgemeinheit des Kaisonnements durch 
die blosse Ausschliessung des Sinkens einschränken soll. Es 
muss vielmehr jede Möglichkeit, also auch die des Steigens oder 
überhaupt der Ortsveränderung am freien Wirkungsende des Fadens 
gegen die dort angebrachte Kraft ausgeschlossen werden. Ist das 
System, auf welches die gesammte Fadenvorrichtung wirkt, im 
Gleichgewicht, so müssen die unbegrenzt kleinen Verschiebungen 
seiner Theile sich compensiren, und es darf aus denselben keine 
analoge Affection der Länge des freien Endes entstehen. 

134. Um zu beurtheilen, was der Beweis vermittelst des 
Flaschenzuges leiste, und welchen Sinn er haben könne, ist es 
nöthig, zuvor den Inhalt des virtuellen Princips und einen in 
seiner Formulirung höchst wesentlichen Umstand näher ins Auge 
zu fassen. Sobald in einem System Gleichgewicht besteht, so 
werden die bei einer unbegrenzt kleinen Verschiebung auf den 
Richtungen der Kräfte durchlaufeneu unbegrenzt kleinen Bäume, 
d. h. also die virtuellen Geschwindigkeiten so beschaffen sein, dass 
die Summe der Producte dieser Räume oder Geschwindigkeiten 
mit den zugehörigen Kräften gleich Null ist. Mau kann diese 
Beschaffenheit auch dadurch ausdrücken, dass man sagt, die 
Kräfte müssten sich im Fall des Gleichgewichts umgekehrt wie 
die virtuellen Geschwindigkeiten verhalten. Doch ist diese Vor- 
stellungsart nur dann ohne Weiteres deutlich, wenn man nicht 



mehr als zwei Körper zu vergleichen hat. Für das Beispiel des 
Hebels sind beide Vorstellungsarten sehr geläufig; man hat hier 
nur zwei mögliche, d. h. virtuelle Verschiebungen, nämlich ent- 
weder in dem einen oder in dem andern Sinne der Drehung um 
den Unterstützungspunkt. Die kleinen Kreisbögen, welche gleich- 
zeitig durchlaufen werden, sind in diesem Fall den Hebelarmen 
proportional. Die Gewichte müssen sich umgekehrt wie dieselben 
verhalten oder, nach der zweiten VorsteUumgsart zu reden, die 
Prodncte aus ihnen und den zugehörigen Bogentheilchen müssen 
eine Summe gleich Null ergeben. Letzteres geschieht nun, sei 
es, dass man in dem eiuen oder dem andern Sinn die Drehung 
voraussetze; denn beide Producta wind gleich, und eines derselben, 
nämlich jedesmal dasjenige, welches dem gegen die Kraftrichtuim 
durchlaufenen Bogen entspricht, wird negativ. Hiemit haben wir 
das einfachste Beispiel, wie man iu die algebraische Summe der 
virtuellen Momente die Vorzeichen einzuführen habe. Doch ist die 
Bestimmung gewisser Momente als negativ keineswegs eiue leicht 
abzumachende Nebensache, sondern wird sich sogleich als ein 
Cardinalpunkt erweisen, der für die Fassung und Begründung des 
Prineips gleich wichtig werden muss, sobald er in seiner ganzen 
Bedeutung erkannt ist. 

Wenn die Verschiebung des Angriffspunktes einer Kraft 
genau im entgegengesetzten Sinne der Wirkungsrichtung dieser 
Kraft stattfindet, so wirkt die Kraft negativ, indem sie die frag- 
liche Lageveränderung in ihrem eignen Sinne zu hemmen strebt. 
Anders verhält es sich, wenn die Verschiebung genau im Sinne 
der Kraft vor sich geht. Alsdann ist zwar auch ein Widerstand 
vorhanden; aber er rührt von der Gegenkraft her, die sich von 
einem andern Punkte des Systems auf den in Frage stehenden 
Punkt überträgt, wie das Hebelbeispiel leicht deutlich macht. 
Die unmittelbar an diesem Punkt betrachtete Kraft wirkt positiv 
und ergiebt ein positives Moment, indem der virtuelle Weg nach 
ihrer eignen Richtung durchlaufen wird. 

Weniger einfach gestaltet sich das Verhältniss, sobald der 
gewöhnliche Fall eintritt, dass keine genaue Entgegensetzung oder 
Uebereinstimmung des Sinnes der Verschiebungen und der Kräfte 
statthat. Dennoch sind alle Zwischenfälle innerhalb dieser beiden 
äussersten Möglichkeiten sammt den Extremen selbst nur die be- 
sondern Gestaltungen einer und derselben allgemeinen Beziehuug. 
Man bemerkt diesen wichtigen Umstand recht deutlich, wenn mau 



noch erst einen dritten, besonders ausgezeichneten Fall untersucht, 
nämlich denjenigen, in weichem die Verschiebung auf der Kraft- 
liclitung senkrecht steht. Alsdann ist bekanntlich das virtuelle 
Moment Null, weil die virtuelle Geschwindigkeit Null ist. Auf 
der Kraftrichtimg wird in diesem Falle gar kein Kaum durch- 
laufen, indem die Projection der Verschiebung einen blossen Punkt 
ergiebt. In allen andern Zwischenlagen, also in dem allgemeinen 
Fall, in welchem der Winkel, den die Verschiebungsrichtung mit 
der Kraftrichtimg bildet, weder Null noch ein rechter noch ein 
grader ist, wird eine bestimmte lieduction stattfinden, und es wird 
die durch Projection auf die Kraftrichtuug reducirte Verschiebung 
positiv zu nehmen sein, wenn der Winkel ein spitzer, negativ aber, 
wenn er ein stumpfer ist. Diese Fälle, sowie die besonders aus- 
gezeichneten, vereinigen sich jedoch unter der allgemeinen Kegel, 
stets die Verschiebung nach Lage und Sinn der Kraftrichtuug zu 
rßduciren und so nach Grösse und Vorzeichen zu schätzen. Auch 
die äussersten Gestaltungen sind nur vereinzelte Ergebnisse eines 
und desselben Gesichtspunkts. Die lieduction der Verschiebung 
auf denjenigen Theil, der im Siuu oder gegen den Sinn, also über- 
haupt nach der Linie der Kraftwirkung durchlaufen wird, ist das 
Entscheidende, und wenn man die Ursache der Verschiebung selbst 
als eine Kraft ansehen wollte, so würde man sagen können, dassdie 
den unbegrenzt kleineu Verschiebungen entsprechenden, das Gleich- 
gewicht störenden Kräfte, gemessen nach der Richtung der am System 
wirksamen Kräfte, mit ihren gegenseitigen Einwirkungen einander 
aulheben und die Monientensumme gleich Null ergebeu müssen. 

135. Jedoch ist uoch eiu weniger ungewohnter Ausweg vor- 
handen, für die gekennzeichnete lieduction nicht blos einen ana- 
lytisch zu rechtfertigenden Ausdruck, sondern auch einen logisch 
haltbaren Sinn zu gewiuuen. Man kann nämlich die Vorstellungs- 
art völlig umkehren, indem man nicht, wie gewöhnlich geschieht 
und wie auch Lagrauge überall voraussetzt, die Verschiebungen 
auf die Kraftrichtungen, sondern die letzteren auf die Richtungen 
der erstereu reducirt. Analytisch wird der Ausdruck für da, 
virtuelle Moment stets derselbe; aber in der Vorst elhuigsart ist 
es ein grosser Unterschied, ob man die drei Factoren, aus denen 
das virtuelle Moment besteht, auf die eine oder die andere Weise 
abtheilt. Derjenige Factor, welcher durch den Cosinus des 
Winkels zwischen Kraftrichtuug und Verschiebungsrichtung dar- 
gestellt wird, kann entweder mit der Grösse der Verschiebung 
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oder unmittelbar mit der Grösse der Kraft multiplicirt gedacht 
werden. Das eine dieser Producte stellt die Projectiou der Ver- 
schiebung auf die Kraftrichtuug vor und entspricht dem vor- 
herrschenden Gesichtspunkt : das andere Product vertritt die 
Projectiou oder Reduution der Kraftgrösse auf die Verschiebuugs- 
richtung. Als dritter Factor bleibt in den) ersteren Fall die 
absolute Kraftgrösse, in dem letzteren die absolute unveränderte 
Verschiebung übrig. Vom Standpunkt der gewöhnlichen Vor- 
stellung der den Grund der Richtungsvirtualitäten bildenden 
Systemauordnung und namentlich für den Fall fest vorgeschriebener 
Richtungen erscheint die zweite Anschauungsweise als die mechanisch 
natürlichere. Die sonst freie Kraft kann im Zusammenhang des 
Systems nur nach Maassgabe und in den Schranken der möglichen 
Verschiebung oder der mehrfachen Verschiebungen, die man etwa 
als zulässig anzunehmen hat. wirksam gedacht werden. Sie 
reducirt sich mithin zunächst auf die mögliche oder virtuelle 
Richtung einer solchen Verschiebung und entwickelt sich übrigens 
mit der durch die Verschiebung nicht Mos der Richtung sondern 
auch der Grösse nach vorgezeichneten (relativen) Geschwindigkeit. 
Auf diese Weise setzt sieh ihre Energie ans zwei Factoren zu- 
sammen, von denen der eine die der Richtung nach schon 
reducirte Kraft, der andere aber die unbegrenzt kleine "Weg- 
strecke oder die durch die letztere dargestellte Geschwindigkeit 
ist. Ob man nämlich den virtuellen Weg durch das Zeitelement 
dividirt oder nicht, ist ganz gleichgültig. Proportional bleiben 
dennoch die Geschwindigkeiten durch die kleinen Wege repräsentirt, 
Am Heispiel des Wiukelhebels oder auch an demjenigen 
eines graden Hebels, au welchem nicht dk- verticale Schwerkraft, 
sondern andere Zugkräfte in beliebigen Richtungen angreifen, 
kann man sich sofort speciell veranschaulichen, wie sich die beiden 
Vorstelluiigsarten wesentlich unterscheiden. Die Kräfte wirken 
unter allen Umständen nach Richtung der Bögen, d. h. sie reduciren 
sich zunächst nach dem Winkel gegen dieselben. Ausserdem 
wirken sie nach Maassgabe der durch die Bogenlängen vor- 
gestellten möglichen Geschwindigkeiten. Was die Kräfte sonst 
noch, etwa in einer andern Richtung und bei einer anders vor- 
geschriebeneu Geschwindigkeit vermöchten, oder überhaupt ein Theil 
ihrer sonst möglichen freien Wirkung wird durch die vorgeschriebene 
Richtung uud durch die Einschränkung der natürlichen Geschwindig- 
keit auf der virtuellen Bahn aufgehoben. Diese Bahn mit ihren 



Bedingungen ist es, woran sich ein Theil der Kraft so zu sagen 
bricht. Für die Richtung ist dies so klar wie an der schiei'eu 
Ebene-, überhaupt liegt die allgemeine fundamentale Richtungs- 
reduction der Krall vor, wie sie allen Zerlegungen eigen sein muss. 
Was aber die gehemmte natürliche Geschwindigkeit anbetrifft, so 
bcgreifl sich auch die Wirkung dieser Kiuschränkiing leicht, wenn 
man prinzipiell davon ausgeht, dass eine statische Kraft nach 
Verhältniss des Geschwindigkeitsfactors wirkt, von dem sie africirt 
ist. Hier liegt allerdings der Kern des virtuellen Priucips; aber 
es handelt sich vorläufig nur erst um die Schaale, d. h. um ein 
VersÜindniss seiner allgemeinen, complieirten und umfassenden 
Formulirung. 

Im Gegensatz zu der zweiten Vorstellungsart versuche man 
es nun mit der Auslegung der ersten. Die Verschiebung wird 
also hier z. B. auf die am Hebel schief angreifende Kraft projicirt, 
und diese Protection des kleinen Bogens, multiplieirt mit der 
absoluten Kraft, gilt dann als virtuelles Moment. Was soll man 
aber für eine Vorstellung mit diesem Product der Kraft in einen 
kleinen Kaumabschnitt verbinden, der auf ihrer Richtung markirt 
ist, ohne unmittelbar etwas Reales, d. h. etwas zu bedeuten, was 
mehr wäre, als der blos phänomenale Begriff einer fremden, aber 
aus dem Gesichtspunkt der Kraftrichtung aufgefassten und so zu 
sagen in der Projection gesehenen Bahnlinie? 

Bei ganz strenger Betrachtung müsste übrigens auch die 
völlige Abstraction von den unbegrenzt kleinen Verschiebungen und 
die Zurückfnhruug aller Verhältnisse auf die genauen, unver- 
schobenen Angriffspunkte der Kräfte grade noch mehr zeigen, wie 
wenig es angeht, die Reduction der Kraft auf die virtuelle 
Richtung mit der Reduction von etwas Anderem auf die Kraft- 
richtung zu vertauschen. Dieses Andere würde hier der blosse 
Difi'erentialcoefficient, also der reine und nicht mehr infinitesimal 
gemischte Ausdruck der strengen punktuellen und eventuellen 
Geschwindigkeit oder vielmehr blos des Geschwindigkeitsverhält- 
nisses sein, welches nach der Verfassung des Systems im Hinblick 
auf eine mögliche Verschiebung für den fraglichen Punkt in Be- 
ziehung auf die übrigen Punkte existirt. Lagrange hat in seiner 
Functionentheorie wenigstens analytisch diese Beseitigung der 
virtuellen Verschiebungen vollzogen und die ganze priucipielle 
Beziehung mit leichter Mühe in endlichen Ausdrücken dargestellt. 
Die strengen Geschwindigkeiten werden überall durch die abge- 



leiteten Functionen, d. h. durch die von den differentielleu Ele- 
menten befreiten reinen Differeiitialeoeflieirnten attSgedrückt, und es 
ist natürlich, dass auch die virtuelle Geschwindigkeit in dieser 
exacten Weise aufgefasst werde. Da sie keine aetuelle Geschwindig- 
keit ist, so liegt kein Widerspruch darin, sie auf den Zustand der 
Ruhe zu beziehen. Es braucht sich nämlich gar nicht um 
Geschwindigkeiten, sondern nur um die punktuellen, in der Ruhe 
vorhandenen Vorbedinguugen, d. h. Bedingnugsgrössen der Ent- 
stehung der als erzeugbar gedachten Geschwindigkeiten zu handeln. 
Geht man von dieser genauen Zergliederung des Sachverhalts von 
vornherein aus, so hat man es für die Angriffspunkte der Kräfte 
mit virtuellen Richtungen und mit gegebenen Grössenverhältnissen 
der virtuellen, d. h. möglichen (Jesehwiudigkeitserzeugungen zu 
thun. Diese gegebenen Verhältnisse samivit den zugehörigen 
virtuellen Richtungen lassen sich nun aber nicht auf die au- 
greifende Kraft reduciren oder den Bedingungen dieser Kraft 
unterordnen, sondern es muss umgekehrt diese Kraft in den 
Schranken der vorgezeichneten Bedingungen wirksam gedacht und 
mithin auf die gegebene Richtung und das gegebene Geschwindig- 
keitsverhältuiss reducirt werden. 

186. Selbst wenn man den Verschiebungen besondere störende 
Kräfte entsprechen lassen wollte, wie wir es Nr. 134 als möglich 
vorausgesetzt haben, so würde mau diese Kräfte doch nicht un- 
mittelbar mit den angreifenden Kräften vergleichen können, sondern 
des Richtungsunterschieds und der relativen Geschwindigkeits- 
verhältnisse wegen eine Reductiou nöthig haben. Nun könnte die 
letztere so vorgestellt werden, dass eine Grösse ermittelt wird, die 
in der eignen Wirkuugsrichtung der angreifenden Kraft ein 
Aequivalent der virtuellen Störung bildet. Trotzdem bliebe aber 
diese Art, das Verhältuiss zu betrachten, offenbar mit dem 
Charakter des Gezwungeneu behaftet. Ja mau müsste sogar, um 
die Vorstellungsart wenigstens exaet zu machen, die virtuellen 
Störungen immer unmittelbar mit den Gegenkräften, nicht aber 
mit denjenigen Kräften vergleichen, durch welche sie am System 
erzeugt gedacht werden könnten. Man würde auf diese Weise 
zwei äquivalente Kräftegruppen erhalten, deren jede dem Gleich- 
gewicht entspricht, die sich aber dadurch unterscheiden, class sieh 
in der einen der Wirkungssinn, d. h. die Vorzeichen sämmtlich 
umgekehrt finden. Erst durch diesen Umweg würde man den 
Uebergang von den virtuellen Störungen zu den auf die Aequi- 



valenz mit diesen Störungen redncirten Kräften machen können, 
die an dem System gegeben sind. 

Nach dem Vorangehenden dürfen wir den Gedanken als 
gesichert betrachten, dass eine directe und natürliche Vorstellung 
von dem Wesen der virtuellen Kräftewirkung nur möglich ist, 
wenn man von den gegebenen Kräften ausgeht und dieselben auf 
die Richtungen und relativen Geschwindigkeiten, die das System 
im Falle eine* Verschiebung ergiebt, nach den erwähnten Gesichts- 
punkten redueirt. Von diesem natürlichen Staudpunkt aus ergeben 
sich für das virtuelle Princip verschiedene Ausdrucksarten. Zu 
der gewöhnlichen Formulirung, demzufolge die Summe der virtuellen 
Momente gleich Null ist, und zu den mannichfaltigen Variationen, 
in denen man diese Fassung wiederholen kann, tritt noch eine 
logisch sein- wichtige hinzu, die den Vortheil hat, an sich seihst 
noch keine Beziehung auf die Beschaffenheit des analytischen 
Ausdrucks zu enthalten. Wenn mau nämlich einfach sagt, dass 
die virtuelle Kräftewirkung im Falle des Gleichgewichts gleich 
Null sein müsse oder, wenn mau diesen Ausdruck lieber will, 
keinen Bewegungsrest, oder kein zur Bewegung übrig bleibendes 
Kraftelemeut ergeben dürfe, so liegt in dieser Forderung wesentlich 
nichts weiter als eine Umschreibimg des Gleichgewichts als der 
gegenseitigen Aufhebung der eventuellen oder möglichen Kräfte- 
wirkung. Die Kräfte sind im Gleichgewicht, wenn sie keine 
Bewegung hervorbringen. Was geschehen würde, wenn jede nach 
den Bedingungen des Systems ihr Bestreben zur Bewegung bei 
einer kleinen Störung verwirklichte, — dieses hypothetische 
Geschehen niuss einen strengen Rückschluss auf das gestatten, 
was wirklich geschieht. Man kann also das Gleichgewicht negativ 
definiren als denjenigen Zustand der Kräfte, in welchem die als 
möglich vorausgesetzte uud tingirte Verschiebungsbewegung sich 
vermöge der blossen Kräftewirkung selbst als unmöglich erweist. 

Als virtuelle Kräftewirkung wird man also nur die in einer 
abstracten Weise als möglich vorausgesetzte elementare Entwicklung 
anzusehen haben. Die Abstraction liegt hiebei darin, dass man 
sich jede Kraft isolirt und nur derjenigen Beschränkung unter- 
worfen denkt, welcher die Bewegung ihres Angriffspunkts in Folge 
der Verfassung oder Gestalt des Systems schon an und für sich 
unterliegt. Die Summe der virtuellen Actionen wird im Fall des 
Gleichgewichts gleich Null sein müssen. Diese neue Formel für 
das Princip macht es verständlich, warum es ganz gleichgültig 



ist, ob man zum Maass der virtuellen Momente die Geschwindig- 
keiten oder die elementaren Arbeiten nimmt. Beide werden durch 
die Verschiebungen repräsentirt, indem zu den letzteren der Factor 
der reducirteu Kraft hinzutritt. Doch darf nicht vergessen 
werden, dass die mögliche Aetion keine aetuelle ist, und dass die 
Producte aus den Kräften in die Wegelemeute in Ermangelung 
einer Gegenkraft keine andere Bedeutung haben können, als wenn 
es sich um eine blosse Beharruugsgeschwindigkeit oder Bewegungs- 
grösse handelte. Dennoch ist es aber möglich, nöthigeufalls auch 
den Gesichtspunkt der Gegenkraft einzufüliren nnd die virtuellen 
Verschiebungen als Resultate zu betrachten, die durch Ueber- 
vvindung eines Widerstandes gewonnen sind. Bei dieser Be- 
trachtuugsart muss der Kraftfactor nicht als blosses Gewicht 
sondern sammt der Gegenkraft als Träger einer beschleunigenden 
Ursache vorgestellt werden. Wie man sich aber auch das Ver- 
hältniss denken möge, so wird man doch nicht in Verlegenheit 
sein, dem Begriff einer unter gewissen Voraussetzungen möglichen 
Action eine deutliche Veranschaulichung abzugewinnen. 

137. Wenn es die virtuelle Wirkung der Kräfte ist, auf 
die man zu achten hat, so steht das Princip bereits fest, und die 
weitere Frage ist nur die, wie diese virtuelle Wirkung zu messen 
sei. Um aber zu wissen, wie man die virtuelle Wirkung der 
Kräfte zu schätzen habe, muss man zuvor darüber einig sein, wie 
und durch welche Factoren die Kräftewirkung überhaupt bestimmt 
werde. Die aetuelle oder die freie Kräfte Wirkung giebt auch das 
Maass ab, die blos mögliche und virtuelle, d. h. die eingeschränkte 
Action auszudrücken. So weist also das virtuelle Princip auf den 
Begriff der Kraftgrösse und deren Factoren zurück. Ueber die 
Beziehungen der Kraft zur Geschwindigkeit und zum Räume muss 
entschieden sein, ehe man daran denken kann, das virtuelle 
Princip auf einen sichern Grund zu stützen. Ist aber über diesen 
Fundamentalpnukt entschieden, dann genügt auch der blosse Satz, 
dass die virtuelle Wirkung im Fall des Gleichgewichts Null sein 
müsse. Diese virtuelle Wirkung übersetzt sich dauu sofort in die 
Summe der virtuellen Momente, und diese Momente wiederum 
kann man nach Belieben als Producte aus den der Richtung nach 
reducirteu Kräften und den relativen Geschwindigkeiten, oder aber 
aus diesen Kräften und den Elementarräumen zusammengesetzt 
denken. Ja man kann diesen Momenten jeden mechanischen 
Begriff unterlegen, der geeignet ist, die momentane Action einer Kraft 



auszudrücken, die genöthigt ist, nach einer bestimmten Eichtling 
und innerhalb vorgeschriebener Cxeschwindigkeitsverhältnisse zu 
agiren. 

Um Mißverständnisse auszusch Messen, sei schon biet* daran 
erinnert, dass die virtuelle Thätigkeit. ein Inbegriff von vielerlei 
Möglichkeiten sein kann, während aetuell nur eine einzige Bewegung 
dciikhar ist. Der Endpunkt eines Hebels kann in zwei Richtungen 
verschoben werden. Von zwei Punkten, die au dieselbe Entfernung 
gebunden sind, kann jeder in allen Richtungen verschoben werden, 
und es giebt sogar zwei Verschiebungen, bei denen die ent- 
sprechende virtuelle Verschiebung des andern Punktes Null sein 
kann. Ein einziger in der Ebene freier Punkt ist auch eine Art 
System^ sobald er der Angriffspunkt mehrerer Kräfte ist, und die 
virtuellen Verschiebungen sind der Inbegriff aUer Radien, die man 
in einem kleinen Kreise um ihn herum denken mag. Sollen nun 
die. Kräfte um diesen Punkt im Gleichgewicht sein, so müssen sie 
sich für jeden Radius, auf dem man sie wirksam denkt, und auf 
den man sie projicirt. zu Null nentralisiren. Die virtuelle Ver- 
schiebung selbst ist in diesem Fall ein gemeinschaftlicher Factor, 
den man nicht zu berücksichtigen braucht. Es bleiben mithin nur 
die reducirten Kräfte selbst übrig, und diese müssen daher auf 
jeder beliebigen Richtung in der Ebene eine Gesammtsumme gleich 
Null hervorbringen. Hätten wir den Punkt als frei im Räume be- 
trachtet, so würden wir eine noch grössere Mannichfaltigkeit, 
nämlich aUe Radien einer kleinen um den Punkt beschriebenen 
Kugel als virtuelle Verschiebungen zu berücksichtigen gehabt haben. 
Die Möglichkeit, dass für irgend eine dieser Verschiebungen die 
Summe der zugehörigen virtuellen Momente oder, was hier dasselbe 
ist, der auf die Verschiebungsrichtung reducirten Kräfte, nicht 
gleich Null sei, muss ausgeschlossen werden, wenn unter den 
Kräften Gleichgewicht bestehen soll. Bekanntlich kann man diese 
vielen virtuellen Verschiebungen auf drei wesentliche reduciren, die 
den drei Dimensionen des Raumes entsprechen. Sind nämlich die 
Momente oder Kraftreductionen für drei nicht in einer Ebene 
liegende Richtungen Null, so müssen sie es auch für alle übrigen 
sein, indem sich jedes andere Moment aus jenen drei, die selbst 
Null sind, durch Projectionen ableiten lassen muss. Die Methode, 
die Virtualitäten oder Möglichkeiten, welche in grösserer Anzahl 
vorhanden sind, auf die wesentlichen und unabhängig maass- 
gebenden Fälle zurückzuführen, ist das Hauptmittel Lagranges, 
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vermöge dessen die analytischen Variationen der für ein mechanisches 
System geltenden Beiliugungsgleichnugen eine so grosse Tragweite 
erhalten. Doch war es uns an dieser Stelle nur darum zu thun, 
bemerken zu lasseu, wie der Begriff der virtuellen Kraftwirkuug 
die Vorstellung von Möglichkeiten einschliesst, die sich im Hin- 
blick auf die Verfassung eines mechanischen Systems näher 
bestimmen. Hiebei ist es aber nicht einmal nöthig, dass man alle 
Einschränkungen, die durch das System gegeben sind, auf einmal 
berücksichtige, sondern man kann schrittweise die einzelnen not- 
wendigen Beziehungen und die ihnen entsprechenden Bedingungs- 
gleichungen zur Verengung des Bereichs der Möglichkeiten der 
Kraftwirkung benutzen, Auf diese Weise erhält man Anfangs 
einen weitem Spielraum, für den mau die virtuelle Kräftewirkung 
bestimmen kann, um dieselbe nachher noch weiter einzuschränken 
und schliesslich die geringste Zahl der unter allen Umständen offeu 
bleibenden Möglichkeiten zum Anknüpfungspunkt für die ent- 
scheidende Gesammtbeurtheilung des virtuellen EffeBts zu machen. 
Hiemit werden dann alle Möglichkeiten in einer übersichtlichen 
Weise erschöpft, indem Alles, was au diesen Möglichkeiten secundär, 
d, h. eine blosse Consequenz anderer schon erwogener Möglich- 
keiten ist, als unerheblich ausgeschieden wird. In dieser Wendung 
beruht Lagranges Hauptmethode, das virtuelle Prineip analytisch 
zu verwertheu. Kehren wir jedoch zu dem Ausgangspunkt unserer 
Rechenschaft zurück und sehen wir zu, wie sich, nach Feststellung 
des allgemeinen Sinnes des virtuellen Princips, der Beweis desselben 
durch den Flaschenzug ausnimmt. 

138. Bei der Beurtheilung des Beweises durch den Flaschenzug 
hat mau sich zu erinueru. dass der virtuelle Satz umkehrbar ist, 
und dass er mithin zwei Behauptungen einschliesst. Wenn Gleich- 
gewicht vorhanden ist, so wird die Summe der virtuellen Momente 
in jeder Hinsicht gleich Null sein, und umgekehrt, sobald Letzteies 
der Fall ist, wird auch Gleichgewicht vorhanden sein müssen. 
Der principale Satz ist natürlich das, was wir hier als Umkehruug 
bezeichnet haben; denn es hanilell sich in der Mechanik weniger 
um die Folgen find Eigenschaften als vielmehr um die Vor- 
bedingungen des Gleichgewichts und der Bewegung. Das Prineip 
soll uns lehren, die Bedingungen des Gleichgewichts zu bestimmen, 
wenn es auch historisch zuerst blos zur Charakteristik einer 
allgemeinen Eigenschaft des vorhandeueu Gleichgewichts gedient 
hat. Lagrauge geht jedoch vom gegebeneu Gleichgewicht aus 
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und beweist zuerst den Satz, dass unter Voraussetzung dieses 
gegebenen Gleichgewichts die Summe der virtuellen Momente 
gleich Null sei. 

Die Veranschaulichung, die der ideelle Flaschenzug hiefür 
darbietet, entspricht in einem gewissen Sinne derjenigen Vor- 
stelluugsart, die wir in Beziehung auf die Richtungsreduction als 
die erste und gewöhnliche auseinandergesetzt haben. Nach der 
oben beschriebenen Zurüstung greifen die beweglichen Fassungen 
an den verschiedenen Punkten des Systems an. Der Einfachheit 
wegen denke man sich z. B. eine Hebellinie, d. h. eine um einen 
Punkt drehbare Stange, an deren Endpunkten die Kräfte, d. h. 
die beweglichen Passungen des Flaschenzuges nicht in rechten 
Winkeln sondern in unterschiedenen schiefen Richtungen angreifen 
sollen. Die virtuelle Verschiebung wird nun eine Verlängerung 
des Abstandes der einen beweglichen Fassung von der festen mit 
sich bringen, und es wird dieser Verlängerung eine Verkürzung 
am andern Endpunkt entsprechen. Die virtuellen Verschiebungen 
sind iu unserm Beispiel, in welchem wir die Hebelstange 
horizontal denken, offenbar vertical. Die ihnen entsprechenden 
Verkürzungen und Verlängerungen oder, mit andern Worten, 
die Verschiebungen der Angriffspunkte auf den Eichtungen der 
Kräfte selbst sind aber die oben erörterten Reductionen, welche 
durch Multiplication der Verschiebimg mit dem Cosinus des Winkels 
entstehen, den die hier verticale Verschiebungsrichtung mit der 
Kraftriehtuug. d. Ii. hier mit der Richtung der angreifenden Seil- 
gruppe bildet. In der That verkürzt oder verlängert sich die 
Ausdehnung der fraglichen Seilgruppe nur um die Projection der 
virtuelleu Verschiebung auf die Seilrichtung; denn während der 
Angriffspunkt, als Endpunkt der Wirkungslinie der Kraft betrachtet, 
tlie Verschiebung vertical durchläuft, nähert oder entfernt er sich 
zugleich nach der schiefen Richtung der Seilgruppe, deren Ende 
er bildet, um die Projection jener Verschiebung. Dies ist so an- 
schaulich, dass man keine bessere Verdeutlichimg auffinden dürfte. 
Der Dienst, den hier der Flaschenzug leistet, ist wirklich ein 
Mittel, der gewöhnlieben Vorstellungsart von der Reduction der 
Verschiebung wenigstens einen iudirecten mechanischen Sinn zu 
geben. Das virtuelle Moment, welches auf diese Weise construirt 
wird, setzt sich in der That aus der imreducirten Kraft, die durch 
die Anzahl der Seile gemessen wird, und aus der auf die Richtung 
dieser Kraft, also auf die Seilrichtung reducirteu Verschiebung 



zusammen. Lagrange nennt kurzweg diese letztere die virtuelle 
Geschwindigkeit. Man müsste sie genauer als virtuelle Geschwindig- 
keit nach Eichtling der Kraft bezeichnen ; deun sie ist keine blosse 
Folge der Systemverfassuug oder Systemvorriehtung, sondern hängt 
von der zufälligen Lage der angreifenden Kraft ab. Die Ver- 
kürzungen und Verlängerungen, die sich für das Hebelbeispiel sehr 
einfach gestalten, müssen nun für jedes Gleichgewiehtssystem offen- 
bar so beschaffen sein, dass sie an der Gesamnitläuge des Seils 
nichts ändern. Thäten sie Letzteres, so würden sie das Gewicht 
oder überhaupt die Kraft am freien Ende des Seils afficiren und 
deren Angriffspunkt verschieben, was gegen die Voraussetzung 
sein würde, indem ein liest von bewegender Kraft als Ueberschuss 
über die gegenseitigen Aufhebungswirkungen übrig bliebe. Diese 
Möglichkeit ist aber durch den Begritf des Gleichgewichts aus- 
geschlossen. Jede Bewegung des freien Endes, auch wenn sie 
unbegrenzt klein gedacht wird, würde eine freie überschüssige 
Kraft ausdrücken. Eine solche Kraft darf aber nicht entstehen, 
wenn die Kräfte, die nach der Voraussetzung actuell einander die 
Waage halten, auch virtuell gegen einander wirksam gedacht 
werden. Die t-nninglichkeit der Längenveränderung des Seils ist 
durch das Gleichgewicht selbst unmittelbar gegeben und hieraus 
folgt sofort, dass die partiellen Verkürzungen und Verlängerungen 
einander eoinpeusiren müssen. Jede Verlängerung oder Verkürzung 
der Ausdehnung des einfachen Seils, welches durch eine Gruppe- 
paralleler Seile vorgestellt wird, drückt das virtuelle Moment da- 
zugehörigen Kraft aus. Indem man nämlich die jedesmalige Anzahl 
der Seile mit der zugehörigen Verkürzung der Gruppe als solcher, 
d. h. mit der Projection der virtuellen Verschiebung multiplicirt, 
berechnet man ja das virtuelle Moment und zugleich die Total*- 
Verkürzung der einfachen Seillänge in der Parallelgruppe. Die 
Oönatanz der gesammten Seillänge, die sich aus den Partiallängen 
der Gruppen zusammensetzt, bedeutet also, dass die Summe der 
virtuellen Veränderungen gleich Null sein müsse, und dies ist der 
virtuelle Satz unter Voraussetzung des gegebenen Gleichgewichts. 

Die Umkehrung *) ist nicht schwer. Ist nämlich als That- 
sache nicht das Gleichgewicht, sondern der Umstand gegeben, dass 
die virtuellen Momente einander zu Null aufheben, so heisst dies 
im Hinblick auf den ideellen Flaschenzug nichts Anderes, als dass 
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die Gesammtlänge des Seils nicht verändert wird und mithin dessen 
freies Ende mit der dort angebrachten Kraft in derselben Position 
bleibt. Letzteres ist aber das Zeichen des Gleichgewichts: denn 
hätten die Kräfte in ihrer gegenseitigen Einwirkimg einen Ueber- 
schuss ergeben, so hätte sich dieser durch eine Verlängerung oder 
Verkürzung des Seils bethätigen müssen. 

139. Dies ist in den wesentlichen Zügen die neu erfundene 
Beweisart, deren sich Lagrange bedient, um das Fundamentalprincip 
vom Hebel und vom Parallelogramm der Kräfte unabhängig 
machen, und es allein auf den ideellen Flaschenzug zu gründen. 
Der nächstliegende Einwand, dass der Flaschenzug unter den 
sogenannten einfachen Maschinen die am wenigsten einfache sei, 
indem er die Wirkung an der Rolle voraussetze, — dieser Einwand 
Lässt sich allenfalls beseitigen, da ja der ideelle Flaschenzug nur 
lauter gedanklich beherrschbare und sehr einfache Begriffe erfordert. 
Eine unausdehnbare, biegsame Linie nebst den Gruppen fester und 
beweglicher Punkte ist, wie wir gesehen haben, ein genügendes 
Denkschema, um alle Kräfte in der gewünschten Weise nach 
Intensität und Richtung darzustellen und die virtuellen Vorgänge 
zu veranschaulichen. Bedient sich auch Lagrange nicht ausdrück- 
lich eines blossen Denkschema, so lässt er doch die Reibung zur 
Seite und setzt voraus, dass die Rollen unbegrenzt verkleinert 
werden können. Ein einziger weiterer Schritt wurde also genügen, 
um den Flascheuzug in ein Schema zu verwandeln, welches eben- 
sowenig wie das des Hebels oder das der schiefen Ebene mit 
mechanischen Zufälligkeiten behaftet wäre. Wie jede Linie, an 
der ein Punkt als fest, die übrigen aber als drehbar vorgestellt 
werden, das ideelle Schema des Hebels vorstellt, so braucht sieh 
auch das strengste Raisounement nicht zu scheuen, mit der gedank- 
lichen ganz durchsichtigen Combination einer Fadenlinie und 
gewisser fester und beweglicher Punkte zu operireu. Der einzige 
Begriff, dessen Ungewohntheit Bedenken erregen könnte, wäre das 
Herumführen und Gleiten der biegsamen Linie in Bezug auf die 
festen und beweglichen Punkte. Indessen bedient sich die mechanische 
Deduction ja auch ideeller Canäle, um eine Bahnlinie als vor- 
geschrieben zu denken, und es muss überhaupt erlaubt sein, über 
die reinen geometrischen Begriffe durch neue ideelle, der Mechanik 
angepasste Gebilde hinauszugreifen. Ein solches ist nun der ideelle 
Flascheuzug, und er kanu daher als ein vorzügliches Mittel be- 
trachtet werden, die Kräfteverhältnisse zur Anschauung zu bringen. 
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Trotz dieser vorzüglichen Eigenschaft bleibt aber dennoch ein 
ungunstiger Umstand bestehen, der da zeigt, wie die Richtungs- 
reduction einer Kraft für das virtuelle Princip ein Begriff sei, der 
sich auf keine Weise umgehen lässt. Was hilft es also, das Com- 
biiiationsgesetz der unter einem Winkel wirkenden Kräfte in einer 
ausdrücklichen Formulirung zu verbannen, wenn man es in irgend 
einer verhüllten Form dennoch zur Anwendung bringen mussV 
Allerdings bietet das Princip des Flaschenzuges selbst eine Haud- 
habe dar, um sichtbar zu machen, wie eine Kraft bei Vorzeichnung 
der Bahn ihres Angriffspunktes nur eine Bewegungswirkung üben 
könne, die sich im Verhältniss des Cosinus des fraglichen Rieh- 
tuugsunterschiedes reducirt. Die Beweguiigseffecte, welche die Seile 
in den verschiedenen Neigungen hervorbringen, beschränken sich 
stets auf die wirklichen Verkürzungen, sobald man das Resultat 
der Bewegung auf die eigne Eichtling der Seile bezieht. Indessen 
ist der Sinn dieser Verkürzung keineswegs aamittelbar klar, da 
die Verkürzung selbst ein zusammengesetztes Ergebniss ist, welches 
zergliedert und erläutert sein will. Nehmen wir dalier zur Ver- 
einfachung au, dass es sich um keine virtuelle Geschwindigkeit, 
sondern nur um eine virtuelle Richtung handle, die man durch 
einen graden Canal determinirt denken kann, so wird das an- 
greifende Ende einer Seilgruppe etwa längs einer Spalte dieses 
Canals den in demselben eingeschlossenen beweglichen Punkt in 
einer der beiden möglichen Richtungen fortschießen. Wirkten die 
Seile nicht schief, sondern in der Richtung des Canals selbst, so 
würde die ganze in ihnen enthaltene Kraft zur Bewegung verwendet, 
und eine Richtungsreduction fände nicht statt. So aber ziehen 
die Seile zum Theil gegen die Wandung des Canals und bringen 
durch diese Pressung keine Bewegung hervor. Nur mit dem 
übrigen Theil der Kraft, der in die Richtung des Cauals fäUt, 
bringen sie eine Ortsveränderimg hervor. Die Grösse der letzteren 
verhält sich nun zu der Verkürzung der Seilgruppe, d. h. zu der 
Bewegung, die sie nach ihrer eignen Richtung hervorbringt, wie 
die Einheit zur Protection oder, wie man auch sagen kann, zum 
Cosinus des fraglichen Winkels. Jene Einheit selbst, die durch 
das Bewegungsstück im Canal repräsentirt wird, kann aber eben- 
falls als eine Reduction derjenigen Bewegungswirkung angesehen 
werden, die entstanden sein würde, wenn die absolute Kraft nicht 
schief, sondern nach der Richtung des Cauals angegriffen hätte. 
Es kann daher die auf der Seilrichtung selbst projicirte Strecke 



nicht diejenige reducirte Bewegung bedeuten, welche nach der 
gewöhnlichen Reduction im Canal entsteht. Diese letztere ist der 
Weg, der unter dein Einfiuss der reducirten Kraft durchlaufen 
wird; der andere Weg ist aber derjenige, der mit der vollen 
Kraft durchlaufen werden nutss, damit das Product aus Weg 
und Kraft ein Aequivalent der reducirten Action bleibe. Ein 
anderer Sinn lässt sich mit der Verkürzung der Seilgrnppe nicht 
verbinden. Es bat sich mithin gezeigt, wie die blosse Richtungs- 
reiliu'tion der Wirkung einer Kraft zwar durch den Flaschen- 
zug veranschaulicht, aber nicht deutlicher gemacht werden könne, 
als sie ohnedies und bei der einfachen Anbringung einer Kraft 
ohne solche Vorrichtung wird. Gesetzt man brächte unmittel- 
bar eine von einem festen Ceutrum aus wirkende Zugkraft an, 
die durch Verkürzimg eines Fadens nach diesem Centrum hin 
entwickelt würde, so würde in dem Caual eine Verschiebung ent- 
stehen, die man durch Division der Verkürzung durch den Cosinus 
des fraglichen Winkels erhielte. Dieser .Sachverhalt wäre sogar 
ein rein geometrischer, da der Punkt nur dadurch die Annäherung 
zum Centrum vollzieht, dass er die fragliche zugehörige Strecke 
in dem unverrückbaren Canal zurücklegt. Mau könnte demnach 
in dieser ganz einfachen Wendung, die auf den Notwendigkeiten 
und Beziehungen phänomenaler Bewegungen beruht, einen mathe- 
matischen Beweis des Gesetzes der Kichtuugsreduction eine]- Kraft 
sehen, wenn dadurch irgend etwas mehr als eine Relation zwischen 
Bewegungserscheiuuügeu gegeben wäre. Sowenig die Zusammen- 
setzung der räumlichen Bewegungen schon au sich selbst eine 
Zusammensetzung der Kräfte ist, ebensowenig kann jene Richtungs- 
reduction oder, weun man will, jene projective Auffassung einer 
Bewegungserscheimmg bereits an und für sich die Angabe des 
Werthes einer Kraft für eine bestimmte Wirkungsrichtimg uud 
das allgemeine Princip dieser Angabe vertreten. Ist nun aber 
schon dieses einfache Schema unzulänglich, so wird es der Vor- 
gang am Flaschenzug, in welchem es mit einigem Nebenwerk 
erscheint, noch weit mehr sein. Die Kichtuugsreduction einer Kraft 
bleibt also eine unabhängige principielle Voraussetzimg und ein Axiom, 
welches weder durch das Gesetz des Flaschenzugs noch durch irgend 
einen Bestand tbeil des virtuellen Priucips ersetzt werden kann. 

140. Der Satz, der auch im Princip des Flaschenzugs nicht 
enthalten ist und auch nicht aus demselben als ans etwas Ein- 
facherem abgeleitet werden kann, betrifft, wie wir eben gesehen 



nähen, diejenige Kogel, nach welcher die Wirkung Bitter Kraft auf 
eine gegebene feste Richtung redueirt wird. Diesei' Hätz ist nun 
»her mit dem allgemeinen Princip der Zusammensetzung und Zer- 
legung der Kräfte so ziemlich äquivalent: denn wenn mau ihn 
einmal hat, so kann man ihn auch leicht in das Parallelogramm 
der Kräfte verwandeln und mit seiner Hülfe die wichtige Hcduction 
der Kräftewirkungen nach Coordinatenaxen vornehmem Hieraus 
folgt, dass alle Versuche, die mechanischen Grundwahrheiten ohne 
jenen Satz von der Kichtungsreduction zu entwickeln, ihren Zweck 
verfehlen müssen. Von welchem Princip man auch ausgehe, man 
wird diesen Satz mit oder ohne deutliches Bewusstseiu einschliessrn, 
da man ohne ihn keinen Schritl zu thun vermag, sobald es sich 
um die Comhitiation von Wirkungen in verschiedener Richtung 
handelt. Wer, wie Lagrange, sofort mit der analytischen Zurüsttiug 
beginnt, kann nicht umhin, wenigstens die Zerlegung der Be- 
wegungen nach Coordinatenaxen sogleich einzuführen, und da sich 
dieser Zerlegung der Bewegungserscheinungeu mit der Berück- 
sichtigung der Kraftintensitiiten und der Massen gar bald eine 
Zerlegung der eigentlichen Kraft« 1 unterschiebt, so hüllt sich in die 
Kcduction aller Verhältnisse auf Coordinatenaxen ganz offenbar das 
gewöhnliche Zusammenset zimgsprincip der Kräfte. Ein Beweis 
also, dei' auf diesem Wege geführt wird, kann noch so vortreffliche 
Eigenschaften haben; aber er wird auf den Anspruch verzichten 
müssen, nicht auf dem Parallelogramm der Kräfte zu beruhen. 

Das ganze fünfte Capitel des dritten Theils von Lagranges 
Functionentheorie ist einer Entwicklung des virtuellen Princips 
gewidmet, die als die letzte vollendetste Fassung des Flasehonzug- 
heweises angesehen werden kann, aber in der That noch weit mehr 
ist, indem sie die allgemeine Formel des Princips aus den ein- 
fachsten und elementarsten Verhältnissen hervorgehen lässt. Wenn 
also noch in der zweiten Ausgabe der Analytischen Mechanik- der 
virtuelle Satz fertig hingestellt und nur durch den Flaschenzug 
bewiesen und dann in eine analytische Formel umgesetzt wird, so 
hat die zweite Ausgabe der Functionentheorie, die zwei Jahre 
später als der erste Band der zweiten Bearbeitung der Analytischen 
Mechanik erschien, den nicht unerheblichen Vorzug, den virtuellen 
Satz analytisch als eine Consequeuz der Bedingungsgleiehungeu 
erscheinen zu lassen, von denen die einzelnen Körper oder Funkte 
des Systems mit ihren gegenseitigen Actionen abhängig sind. Die 
vorgeschriebene fläche oder Bahn wird hier der Typus für alle 
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Bedingungen, und der Inbegriff aller möglichen Beziehungen, die 
durch Gleich Hilgen zwischen den Coordinateu der verschiedeneu 
Punkte gegeben sein können, bildet Alles, was durch die blosse 
Verfassung des Systems als vorgeschrieben und als Determination 
für die gegenseitigen Verschiebungen gelten kann. Es ist gleich- 
sam das gewöhnliche Capitel von der Kräftewirkung in Rücksicht 
auf feste Flächen oder Bahnen in ein solches verwandelt, welches 
von einem weit allgemeineren Gesichtspunkt ausgeht und von der 
Bewegung oder überhaupt Kräfte Wirkung innerhalb einer gegebenen 
Systemverfassung die universellste Rechenschaft giebt. Das Schluss- 
ergebniss dieser Rechenschaft ist dann eben die Formel de 
Principa der virtuellen Geschwindigkeiten. 

Lagrange giebt es deutlich genug zu verstehen 1 ), dass e 
sich bewusst sei, mit der Darstellung in der zweiten Ausgabe de 
Fuuctiouentheorie einen Fortschritt gemacht und das Princip au 
den Bedingt! ngsgleichu iigen abgeleitet zu haben. Die Jlethod 
dieser Ableitung besteht darin, zuerst den ganzen Inbegriff der 
nach den Ijediugimgsgleichuiigeu möglichen gegenseitigen Be- 
wegungsactionen in unbestimmten Kräften auszudrücken, deren 
Factoreu aber durch die Differentialeoefticieuteii oder ersten Ab- 
leitungen gegeben sind, die sich aus jenen Gleichungen partie 
für jede Coordinate bilden lassen. Diese unbestimmten Multipli- 
eatoren vertreten solche Bestandteile der Krafhnomente. die sie 
erst aus der Reactiou gegen die angreifenden Kräfte näher be- 
stimmen. Sie müssen also gleichsam offen bleiben, damit sich i 
völliger Abstracfion mir das bestimmt ausgedrückt und gleichsam 
defiuirt finde, was wirklich blos von der Systeinverfassnug herrührt 
und die gegenseitigen Verschiebungen in einer ganz allgemeinen 
Weise regelt. Diese gegenseitigen Actioueu müssen nun einander 
aufhellen, und wenn man die ihnen entgegengesetzten Kräfte ein- 
führt und ihnen gleich setzt, so ergieht die Summirmig dieser 
Gleichungen das virtuelle Princip. Die Formel des letzteren ist 
mithin ausschliesslich aus den Bediiiguugsgleicljungen hergeleitet, 
welche die gegenseitige Lage der Punkte des Systems uormiren. 
Nur darf ein einziger Umstand hiebei nicht mit Stillschweigen 
übergangen werden. Es ist nämlich nöthig, die aus den Be- 
dinguugsgleichungen, welche die Zeit gar nicht enthalten, ab- 
geleiteten Functionen formal so zu bearbeiten, dass sie nicht als 
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unmittelbare Functionen der Coordinaten, sondern als Functionen 
der Zeit erscheinen, während welcher eine Lageveränderimg vor 
sich gellt öfter überhaupt die Lage eines Punktes irgend einer 
Determination, sei es der Ruhe oder der Bewegimg, unterliegt. 
Diese Heziehung auf die Zeit ist eine analytisch sehr einfache 
Operation und hat logisch keine Bedenken, da die Zeit unter allen 
Umständen die unabhängige Variaide bilden kann, auf die man die 
Coordinaten sogar im Falle der Ruhe wenigstens formal beziehen kann. 

141. In einem niebt unwesentlichen Funkt weicht der 
Glehraucu des ideellen Flasehenzuges in der Fimetionentheorie von 
dessen Anwendung in der Aualytiselien Mechanik ab. In der 
letzteren war es noch die vollständige, wenn auch ideelle Maschine, 
mit einem freien Ende des Seils, ja sogar mit einem Gewicht oder 
einer Kraft an diesem unbefestigten Ende. In der neuen, weit 
rationelleren Fassimg setzt sieh die ganz ideelle Vorrichtung aus 
festen Rollen und einem Faden zusammen, der ohne die Hülfe beweg- 
licher Köllen um die zu bewegenden Körper selbst mehrmals 
herumgeführt und sehliesslieh an dem letzten Körper mit dem 
sonst freien Ende auch befestigt wird. Auf diese Weise sind that- 
sächlieh noch gar keine Kräfte au den Körpern thätig. sondern es 
sind nur die Verhältnisse und Richtungen dargestellt, auf welche 
sich die etwa au den Körpern angreifenden Kräfte rednciren müssen. 
Stellt man sich aber vor, dass irgend ein Körper einen Zug aus- 
übe, so pflanzt sieh die Spannung auf alle übrigen fort und die 
Verhältnisse der gegenseitigen Actionen sind sofort bestimmt, sobald 
man noch hinzufügt, dass Gleichgewicht bestehen solle. In diesem 
Fall muss nämlich der Zug. der in dem Faden iu dem einen Sinne 
stalthat. dem Zug iu dem andern Sinne völlig gleich sein, so dass 
kein Beweguugsübersehuss in der eineu Richtung hervorgebracht 
wird. Damit also nicht nur die Länge des Fadens überhaupt 
coustant bleibe, was auch bei eiuer einseitigen Bewegung statt- 
finden könnte: sondern damit die angestrebten Veränderungen dieser 
Länge in entgegengesetztem Sinne sich nach Maassgabe der Be- 
dingungsgleich iiugcn gegen einander eonipeusireu, ist es erforderlich, 
dass der unbestimmte Spaiinimgsfactor, den man voraussetzt, sich 
bei jedem Körper derartig vervielfältige, dass die virtuelle Ver- 
kürzung oder Verlängerung mit diesem Factor ein Product ergebe, 
welches mit Seinesgleichen summirt, das Resultat Null liefert. 
Hienach wird mau die Wolle des unbestimmten Kraftfactors in 
diesen virtuellen Momenten klar übersehen. Erst wenn man eiu 



System von Kräften an den Körpern angebracht denkt, bestimmt 
sieb die Spannung des Fadens und das Absolute an der gegen- 
seitigen Actiou. Bis dabin war es nur das .Relative, was durch 
die Kadenvorriehtung, die den Bediuguugsgleiehungen äquivalent 
ist, ausgedrückt wurde Analytisch wichtig ist nun der schon in 
der vorigen Nummer erörterte Punkt, daSs die partiellen Differential- 
quotieuteu oder Ableitungen, die man aus denBediugungsglciclumgen 
bestimmt, die Proportionen vorstellen, in denen die Körper ver- 
möge der blossen System Verfassung aufeinander wirken. 

Ein weiterer Vorzug der neuen Gestalt des Beweises bestellt; 
in dein stufenweisen Vorschreiten desselben. Zuerst ist es ein 
einfacher Faden, der über eine teste Holle hinweg zwei Körper mit 
einander verbindet; dann wird dieselbe Veranstaltung durch zwei 
feste Kolleu hervorgebracht, um weiterhin die verschiedenen Ün> 
sehlingimgen der Körper und Bollen durch den Faden vornehmen 
zu können. Die Bodingungsgleichungeu halten mit diesen Vor- 
kehrußgen Sehnt! und werden jedesmal durch eine äquivalente 
einfache Form, die von Lagrange als tangirende Gleichung nach 
Analogie der geometrischen Berührungen bezeichnet wird ] ), derartig 
■ •rsolzt gedacht, dass man sieht, wie in der That die Verhältnisse 
der abgeleiteten Functionen die gegenseitigen Nothwendigkeiteu 
der Lage ausdrücken uud in der Fadenvorrichtung wirklich ein 
allgemein veranschaulichendes Gegenbild erhaltet). 

Dies sind die grossen Vorzüge der neuen Beweisvariante; 
aber es ist noch einer hervorzuheben nöthig, der auf den ersten 
Blick sogar als ein Fehler erscheinen könnte- Das citirte fünfte 
Capitel beruht nämlich mit seinen Entwicklungen auf den drei 
ersten und stützt sich auf die dort dargelegten Beductionen der 
Bäume, i ^eschwilidigfeiteu und Krii fte auf die < 'oordinatenrichtungen, 
Es ist hier also ganz unverkennbar, dass die Zerlegung der Kräfte 
die Voraussetzung der Entwicklung des virtuellen Principe bildet. 
Das letztere tritt in der Functioneutheorie als der Endpunkt einer 
Fnt wicklungsreihe hervor, innerhalb deren alle elementaren Be- 
ziehungen, die für die Bewegung eines als Punkt betrachteten Körpers 
gelten, bereits abgethan sind. Was im sechsten und siebenten 
Capitel noch zur Erledigung der mechanischen Pimctionentheorie 
folgt, enthält jene priucipiellon Hauptsätze (Bewegung des Schwer- 
punktes, Flächeuprincip, Erhaltung der lebendigen Kräfte u. 8. w.), 
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die von Lagrang« 1 durch analytische Bearbeitung der Formel des 
virtuellen Princip* gewonnen werden. Vergleicht man diese 
Systematik mit derjenigen der Analytischen Mechanik, so unter- 
scheidet sie sich von der letzteren nur dadurch, dass sie in alledem, 
was dein virtuellen Princip vorangeht, einen elementaren Unterbau 
mehr enthält, in welchem die eigentlichen Axiome der Mechanik 
hervortreten, und in welchem auch das Zerlegungsprincip der Kräfte 
seine St (die 1 ) hat. 

Freilich wird dieses Zerlegungsprincip oder, was dasselbe ist, 
das allgemeine Zusaniiuensetzungspiincäp der Kräfte von Lagrange 
in dem angeführten Zusammenhang ausdrücklich als mit der 
Zusammensetzung der Räume zusammenfallend angesehen. Er 
behauptet 2 ) sogar, dass alle Beweise, die mau von der Zusammen- 
setzung der Kräfte gegeben habe, nur eine Verkleidung der Zu- 
sammensetzung der Räume (la compositum des espaces deguisee) 
gewesen wären, allenfalls mit der einzigen Ausnahme derjenigen, 
die mau auf das Gleichgewicht des graden Hebels gegründet hätte. 
Diese Aufl'assmigsart verstärkt aber nur um so mehr die systematische 
Konsequenz; denn gleichviel ob in Wirklichkeit das Zusamnien- 
setzungsprincip principiell richtig erläutert ist, so soll es doch 
wenigstens aus der Zusammensetzung der blossen Bewegungs- 
räume an der fraglichen Stelle bereits gefolgert sein und dien! 
daher um so offenkundiger als Ausgangs- und Stützpunkt für alles 
Weitere und darunter auch für das virtuelle Princip. Die Faden- 
vorrichtung hat also nicht mehr die Aufgabe, die Kräftezerlegungen 
nach verschiedenen Richtungen zu rechtfertigen, sondern sie dient 
nur dazu, die Syst ein Verfassung ganz im Allgemeinen, d. h. Alles 
zu veranschaulichen, was in den Beziehungen der Korper durch 
irgend welche Verbindungen und Abhängigkeiten derselben vorge- 
schrieben sein kann. 

Schliesslich sei bei dieser Gelegenheit noch darauf hinge- 
wiesen, dass in einem gewissen sehr einfachen Sinn der Flaschen- 
zug ein Princip der Zusammensetzung der Kräfte auf einer und 
derselben Linie vermittelst der Coordination der Spannungen vor- 
stellt. Ausserdem ist er ein Mittel, die volle Kraft in eine andere 
Richtung zu übertragen, und endlich veranschaulicht er, wenn mau 
ihn in Bewegung setzt, auf die unmittelbarste Weise die Arbeit 
einer Kraft und das Gesetz der Aequivaleuz der beiden Factoreu 




') Ibid. 3. Abth. Cup. 2 Art. 8 und 9. 
2 ) Ibid. Endworte von Art. 9. 
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der Arbeit. Die Intensität der Kraft ist durch die Anzahl de 
Seile, der Weg nach Richtung der Kraft aber durch die Verkürzung 
oder Verlängerung ausgedrückt. Das Product aus Weg und Kraft 
behält seinen AVerth, wenn mau die Anzahl der Seile in demselben 
Verhältniss vermindert oder vermehrt, in welchem man die Längen- 
veränderung der Gruppe grösser oder geringer macht, Uebrigens 
ist es sogar nicht unwahrscheinlich, dass Lagrauge zu seinem 
Plaschenzugbeweis für das virtuelle Princip durch einen Vorgang 
des (Jartesius veranlasst worden sei, dessen Verfahren allerdings 
nur als eiu höchst unentwickelter Keim zu der neuen Wendung 
angesehen werden kann. Jedoch haben wir schon früher (am Ende 
von Nr. P)) bemerkt, dass der Vorzug der fraglichen Cartesischen 
Erörterungen darin besteht, dass dort Flaschenzug, virtuelles 
Princip und Kraftbegritf in eine nahe einheitliche Beziehung 
gebracht werden. 

142. Wir werden später die Beziehung des virtuellen 
Priucips zum Kraftbegriff wieder aufzunehmen haben, sobald dieses 
Princip seine Tragweite für die Dynamik in gleicher Weise wie 
für die Statik gezeigt haben wird. Zunächst müssen wir aber zur 
Kennzeichnung der historischen Bedeutung, zu welcher das Princip 
in der Epoche Lagrauges gelangte, einige Thatsachen anführen. 
Nachdem Lagrauge in der Analytischen Mechanik (1788) das 
virtuelle Priuei}! zum Systenifiindameiit und zum allgemeinen 
Grundtypus aller Differentialgleichungen der Mechanik gemacht 
hatte, blieben weder Monographien noch eigentümliche Reflexionen 
über den wieder in den Vordergrund getretenen Satz und über 
dessen neue Consequeuzen aus. Eine besondere, ziemlich umfang- 
reiche Schrift von Fossombroni. welche ausschliesslich das virtuelle 
Princip behandelte 1 ). gab sogar Lagrauge selbst Veranlassung, sich 
in einem Briefe au den Verfasser 2 ) über ein Ergebniss dieser 
Spezialuntersuchung und über die allgemeinen Principien der 
Mechanik sehr bezeichnend zu äussern, Lagrauge schreibt: „Wenn 
es noch etwas in der Mechanik zu wünschen gießt, so ist es die 
Annäherung und Vereinigung der Principien, die ihr zur Grundlage 
dienen, und vielleicht sogar der strenge und directe Beweis dieser 
Principien." Daun bemerkt er, Fossombroni habe gefunden, dass 



i Fössoiflbröni, Memoria sul principio delle velocitä virtuali, Firenze 179Ö. 
*) Vom Sl; Mai 17!>7; angeführt iii der neusten Ausg. der Vverke 
Galileis, Bd. XIII 11855) Vorrede Seite XXTV. 



ps Fälle giebt, in denen die virtuelle Gleichung für endliche 
Differenzen gilt, und dies seien diejenigen, in denen etwas 
Mittleres zwischen dem stabilen Gleichgewicht und demjenigen 
statthabe, in welchem die Störung ein Bestreben der Weiteren Ent- 
fernung vom Gleichgewicht erzeugt. In diesem Fall, de] - das heute 
gewöhnlich als indiffereut bezeichnete Gleichgewicht betrifft, muss 
man sich, wie wir hinzusetzen müssen, die Störung nur als 
eine geometrische Lageverschiebimg, nicht aber als Wirkung einer 
wenn auch unbegrenzt kleinen Störungskraft denken. Die Hebel- 
linie ist hier ein gutes Beispiel, da bei der Unterstützung des 
genauen Schwerpunkts ancb eine beliebige endliche Drehung den 
Gleichgewichtszustand nicht ändert. Die universelle Behandlung 
der drei Arten des Gleichgewichts geht uns jedoch hier nicht näher 
au, und Lagrange hat in der Analytischen Mechanik alle Hülfs- 
mittel des Galcüls aufbieten müssen, um die beiden Seiten des 
Gegensatzes unter bestimmte Merkmale zu bringen und nament- 
lich die Minima und Maxima der lebendigen Kraft als die aus- 
zeichnenden Charaktere von Stabilität und Labilität nachzuweisen. 

Was die allgemeine Bemerkung Lagranges ü)>er den Zustand 
der Priucipien der Mechanik betrifft, so kann dieses Geständnis* 
um so mehr zur Erläuterimg der eignen Systematik des Autors 
dienen, als seine Analytische Mechanik ja schon beinahe ein Jahr- 
zehnt laug vorhanden war. Lagrange arbeitete, wie die zweite 
Ausgabe am Ende seines Lebens zeigt und wie die erste und 
zweite Ausgabe der Functiouentheorie lehren, immer wieder von 
Neuem an einer grosseren Vertiefung und strengeren Sichtung der 
principiellen Fundamente. Um so weniger dürfen daher die An- 
regungen überraschen, die andere Denker unter dem Einfluss seiner 
Schriften erfuhren. Zu den letzteren gehört besonders der ältere 
Carnot, der in seiner, von uns schon öfter augeführten Schrift 
über die Gruudprincipien der Mechanik *) auch das virtuelle Priueip, 
welches er im Anschluss an die Vorstellungsart. von Lagrange 
kurzweg das Galileisehe Princip nennt 2 ). mit einer eigentüm- 
lichen Reflextion zu bereichern sucht. 

Carnot legt nämlich grosses Gewicht darauf, dass mau die 
virtuellen Verschiebungen regelmässig als rein geometrische Vor- 
gänge denke, denen keine Kraftrealitäl entspricht, und für die also 
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eine erzeugende Störungskraft niclit vorauszusetzen sei. Ja er be 
häuftet ausdrücklich das Gleichgewicht werde durch die geringste 
Kraft in eine blos geometrische Bewegung verwandelt: es sei aber 
eine endliche Kraft nöthig. Um eine andere Art der Störung hervor 
zubringen. Geometrisch werden nämlich von ihm alle Bewegunge 
genannt, welche die gegenseitigen Verhältnisse der Körper nich 
ändern, sondern nur eine gleichgültige, nicht auf gegenseitiger Ein- 
wirkung beruhende Positionsverändcrnng ohne dynamischen Effect 
repräsetitircn. Klar ist nun aber an dieser Idee der rein geometrischen 
Verschiebung nichts weiter als die Absicht, dem gewöhnlichen 
Verfahren gemäss die Verschiebungen als solche als etwas Will- 
kürliches und Umnotivirtes einzuführen, um für die Ursachen der- 
selben keine besondere Rechenschaft und Veranschlagung nöthig zu 
haben. Offenbar muss auch die geringste Kraft, wenn sie über- 
haupt vorausgesetzt wird, dem strengen Gleichgewichtszustande 
gegenüber eine dynamische Veränderung hervorbringen. Am wenigste 
lässt sich die entgegenstehende Vorstellung bei Carnot rechtfertigen, 
der, wie eine eigne verdienstvolle Schrift desselben 2 ) zeigt, zur 
Klärung der infinitesimalen Begriffe neben Lagrange wohl das 
Erheblichste beigetragen bat. Zur dauernden Aufbebung des stabilen 
Gleichgewichts gehört allerdings nicht blos eine endliche, sondern 
auch eine jenseits einer gewissen Quantitätsgrenze liegende Kraft; 
aber die auf blosse Oscillationen beschränkte Störung wird auch 
in diesem Fall durch die allergeringste Kraft bewirkt. Im strengen 
Raisonnement muss auch die unbegrenzt kleine, in das genaue 
Gleichgewicht eingreifende Kraft mit einer Wirkung vorgestellt 
werden, die sich nur der Grösse, aber nicht der Art nach von der 
einer bestimmten Kraft unterscheidet. Die Möglichkeit der un- 
begrenzten Verkleinerung reducirt alle Wirkungen auf die elementare 
Form, macht dieselben aber nicht zu rein geometrischen Gebilden 
ohne mechanische Bedeutong für die Verhältnisse der gegebenen Kräfte. 

143. Das Einzige, wodurch Carnots Vorstellung einen ge- 
wissen Sinn erhalten kann, ist die Ueberleguug, dass für die un- 
begrenzt kleinen Verschiebungen die Kräfte, selbst nur um Grössen 
zweiter Ordnung gegeneinander verändert werden, und dass diese 
Veränderungen mithin nach den Grundsätzen des Calcüls bei der 
Aufstellung der Gleichung ausser Ansatz bleiben können. Aber 



>) Ibid. Art. 159 S. 129. 

' l ) Die Refiexions sur la iiieta[ihysique du calcul infinitesimal, zuerst 1797. 
2. Aufl. 1818 uud öfter. 
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schon die modernere Form der Auffassung der virtuellen Gleichung 
als einer Relation zwischen den virtuell*']) Arbeiten der gegebenen 
Kräfte zeigt deutlich genug, dass man nicht umhin kann, die 
Störung als dynamischen Effect zu deiiken. 

Dennoch hat Carnot das Verdienst, durch seine Hinweisung 
auf den Begriff der rein geometrischen Verschiebung darauf auf- 
merksam gemacht zu haben, dass die .gewöhnliche Conceptiousart. 
der elementaren Positionsveränderungen in der Systemgruppe etwas 
gleichsam von Aussen Hinzugedachtes einführt, ohne nach dem 
mechanischen Effect dieser Störung zu fragen. Es ist hiemit also 
unabsichtlich der Punkt bezeichnet, der eigentlich die Schuld trägt, 
dass die Vorstellungen von der eventuellen Kräftewirkung nicht 
vollständig befriedigen. Sobald das virtuelle Princip auch auf 
bewegte Systeme übertragen wird, kann mau vollends nicht mehr 
umhin, die möglichen Verschiebungen als eventuelle Kräftewirkiingen 
zu denken, die sich nach den gewöhnlichen tiesetzen bestimmen 
und mithin auch secundäre Grössenelcmente zweiter Ordnung ins 
Spiel bringen. Die virtuelle Gleichung hat im Allgemeinen den 
Charakter aller Differentialgleichungen, d. h. sie ist von ab- 
gekürzter Form, oder sie repräsentirt, um mit Carnot zu reden, 
eine unendlich kleine Ungleichheit. Natürlich ist diese Ungleich- 
heit bei Gleichungen zwischen eigentliche]) und unmittelbaren 
Differentialien mindestens von der zweiten Ordnung, und wenn 
daher die Summe unbegrenzt kleiner Grössen gleieh Xull gesetzt 
wird, so darf mau sich, um die Abkürzung wieder hergestellt zu 
denken, nur vorstellen, dass an Stelle der Xull eine unbestimmte, 
unendlich kleine Grösse der zweiten Ordnung stehe. Diese ideelle 
Correctur ist für das strenge Denken durchaus nothwendig, und 
grade im Geiste der zuletzt augeführten Carnot scheu Schrift, welche 
den lichtvollen Begriff der unvollkommenen Gleichungen (equations 
imparfaites) aufstellt, müsste man sogar mit der virtuellen Gleichung 
auch den Klaschenzugbeweis von [jagrange dahin erläutern, dass 
allerdings eine unendlich kleine Gesammtveränderuug der Faden- 
länge zwischen den Punkten des Systems, aber nur eine solche 
von zweiter Ordnung vorausgesetzt werden könne. Wo der Faden 
am zweiten Ende nicht frei, soudern befestigt ist, wird die ent- 
sprechende Vorstellung schwieriger; aber auch hier niuss man im 
Allgemeinen als Folge der Verschiebung Grössenveränderuugen 
zweiter Ordnung annehmen, die. da, wo sie die Fadenlänge nicht 
zu afticireu vermögen, irgend eine unerhebliche Veränderung in der 
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Spannung bewirken. Natürlich giebt es besondere Fälle, in denen 
mit oder ohne Rücksicht auf die Grössen einer weiteren Ordnung 
die strengste Gleichheit statthat, und in denen daher die Faden- 
läuge nicht im Mindesten afficirt wird. Im Hinblick auf diese 
Fälle mag mau sich der Bemerkung von Lagrange über das 
Resultat Fossombronis erinnern. Wenn man nämlich an Stelle 
der Differeutialien beliebige Differenzen setzen kann, so dass für 
eine bestimmte Grösse derselben die virtuelle Gleichung genau, 
d. h. ohne Abkürzung gilt, so ist hiemit ausgedrückt, dass die 
verändernde Verschiebung einen Zustand herbeiführt, in welchem 
wiederum das strengste Gleichgewicht besteht. Dieser Sachverhalt 
schliesst jedoch nicht aus, dass man auch in diesem Fall von der 
zusätzlichen Störungskraft abstrahiren müsse. 

Was den Mangel der Carnotschen Auffassungsart anbetrifft, 
so erklärt sich derselbe einigermaassen, wenn mau bedenkt, dass 
der fragliehe Autor trotz seiner vorzüglichen Aufschlüsse über die 
Gesetze der Operation mit unvollkommenen Gleichungen es deuuoch 
offen lassen konnte, ob man sich mit Euler die Differentialien als 
strenge Nullen denken wolle oder nicht. Thatsächlich geschieht 
uur das Letztere, indem man ja sogar diese Grössen constnürt, die 
Zeitelemente oder überhaupt die unabhängigen Elemente constaut 
macht ti. dgl. Der ganze Yortheil und die Klarheit der differentiellen 
Vorstellungen würde verloren gehen, wenn man sie nicht als 
Differenzen dächte, die unter Voraussetzung uneingeschränkter 
Verkleinerung ihre Rolle spielen. Sie unterscheiden sich vou den 
endlichen Differenzen nur dadurch, dass Alles, was über sie und 
ihre Beziehungen aufgestellt wird, nur Gültigkeit haben soll, wenn 
es auf den Fall der unbeschränkten Verkleinerung bezogen wird 
und wenn man also voraussetzen darf, es könne über jeden an- 
genommenen Grad der Kleinheit immer noch hinaus gegangen 
weiden. Selbstverständlich fixirt mau irgend einen Grad dieser 
Kleinheit, indem man /.. B. das Zeitelement oder überhaupt das 
Element einer unabhängigen Veränderlichen constaut setzt. Jede 
solche Voraussetzung ist aber willkürlich, und nur die Not- 
wendigkeit, dass man sie in irgend einer Weise mache, ist nicht 
vom Belieben abhängig. In der Dynamik sind alle infinitesimalen 
Grösseuvorstellungen vom Zeitelement (dl) abhängig. Dieses Element 
selbst muss aber in jedem bestimmten Gedanken als ein Zeit- 
theilchen von einer gewissen Grösse gedacht werden. Es muss 
ausserdem die Eigenschaft haben, dass die Wahl dieser Grösse 
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gegen Null hin unbeschränkt sei. Hat man aber einmal für 
eine Reihe von Operationen eine Grösse fixirt, so darf mau 
dieselbe in dem betreffenden Zusammenhang nicht wieder verlassen. 
Man kann sie durchgängig durch die Voraussetzung eines andern 
Grades von Kleinheit ersetzen; aber mau wird eine solche Voraus- 
setzung nie blos theilweise für ein Stück des Zusammenhangs 
Lindern dürfen. 

Aller dieser Erläuterungen über die blossen Annäherungs- 
gleichungen, die wenn auch eine unbegrenzte Approximation, so 
doch immer die approximative Form vertreten, kann man sie]] 
ent schlagen, sobald man sich mit Lagrange entschliesst, die virtuelle 
Gleichung auf ungemischte endliche Ausdrücke zu reduciren, in 
denen nichts Infinitesimales mehr enthalten ist. Alsdann werden 
die Verschiebungen zu provisorischen Hülfsvorstellungen, deren 
man sich in dem Resultat vollständig entäussert, so dass also 
auch in dem entsprechenden realen Ausdruck des virtuellen Prin- 
eips in Begriffen und Worten eigentlich nicht die geringste Spur 
des Gedankens einer unendlichkleinen Positionsveränderimg be- 
stellen bleiben sollte. Diese letztere Forderung ist jedoch weniger 
erfüllt worden, als die rein analytische Ausmerzung der neben- 
sächlichen Hülfsgrössen. Um Lagranges Auffassungsart und deren 
nicht hoch genug anzuschlagende Verdienste um die Strenge des 
üiiisonnements zu verstehen, müssen wir uns auf ein paar Ge- 
sichtspunkte der strengen analytischen Methode näher einlassen. 

144. Die Geschwindigkeit wird von Lagrauge in der Functionen- 
theorie streng punktuell gefasst und entspricht mithin einem Zeit- 
punkt, der selbst keine Dauer hat, sondern als streng markirende 
Abscheiduug der folgenden von der vorangegangenen Zeit fungirt. 
Diese Art, den Begriff der Geschwindigkeit vorzustellen, steht im 
Gegensatz zu derjenigen, bei welcher die Geschwindigkeit ohne 
weitere Unterscheidung auf das Zeiteleinent von einer unbeschränkt 
kleinen Dauer bezogen wird und mithin der Quotient ist, welcher 
der Division des zugehörigen Rauinelem.^nts durch das Zeiteleinent 
entspricht. Indem man mehrere Zeitelemente betrachtet und die 
Veränderung der Zeit ausdrückt, wird man das Zeiteleinent selbst 
als unveränderlich setzen müssen, d. h. man wird es constant zu 
machen haben. Unter Voraussetzamg eines solchen beliebig gegen 
Null verkleinerbaren, aber sich beständig gleichen Zeitelements 
wird man nun, wenu mau die Geschwindigkeit für ein solches be- 
stimmt, darunter jedesmal den zugehörigen durchlaufenen Elementar- 

Dftliring, GescliicUta der Moduroilr, 22 



räum in Vergleichiing mit der Grösse des Zeitelemeats verstehen. 
Mau wird nicht in den Fall kommen, für die Bestimmung der 
Geschwindigkeit zu unterscheiden, ob dieser Elementarraum m 
streng gleich förmiger Bewegung durchlaufen werde oder nicht. Im 
Gegentheil wird der regelmässige Fall der sein, dass sieh zu der 
gleichförmigen Bewegung noch ein abänderndes Element zweiter 
Ordnung hinzugesellt und mit derselben gemischt findet. Das 
Bäumelement <l.r wird nämlich nur dann streng gleichmässig durch- 
laufen, wenn es selbst constant, d. h. der Zeit proportional ist. 
Wie dann die verschiedenen Baumelemente einander gleichen, g 
ist in diesem besondern Fall auch innerhalb der Ausdehnung de 
Raumelemcnts völlige Gleiehmässigkeit und Proportionalität mit 
den zugehörigen ITiiterabschnittchen des Zeilch'inents vorhanden, 
und der Ausdruck der Geschwindigkeit gilt ohne jede Abkürzung 
nicht blos für die Dauer des Zeitelements, sondern auch für dessen 
strengen punktuellen Anfang. In allen andern Fällen ist de 
Differentialquotient, durch welchen die Geschwindigkeit ausgedriiek 
wird, eben nur der einheitliche Ausdruck für das Verhältniss des 
Zeitelements zum Kaumelement, und es ist in diesem Verhältniss 
ausser dem wesentlichen endlichen Bestandtheil noch ein infinites! 
maier Rest enthalten. Diesen Best, mit welchem man im eigent 
liehen Differentialcaleül operiren muss, hat nun Lagrange in der Fuiic- 
tionentheoiie entfernt, während er ihn in der Analytischen Mechanik 
im Sinne der herkömmlichen Vorstellungen und der dort adoptirten 
Methode des Ilneudlichkleinen bestehen Hess. Die Frage, was 
praktisch hesser sei, ist insofern schwer zu beantworten, als die 
Differentialnotation auch schon über die bequemste Vorstellungsart, 
die mit ihr verträglich ist, von vornherein entscheidet. Beide 
Fassungen des Begriffs der Geschwindigkeit, können jede für sich 
und sogar nebeneinander ohne Widersprach bestehen; nur bleibt, 
in der infinil esimalen Fassung eine, wenn auch unerhebliche Un- 
bestimmtheit, indem die fragliche Beimischung nicht constanter 
Art es verbietet, innerhalb des Zeitelements noch weiter zu unter- 
scheiden. Der Augenblick oder Zeitpunkt, für den auf die zweite 
unvollkom innere Art. die Geschwindigkeit gedacht wird, ist der 
Begriff einer kleinen Dauer, deren Anfang, Ende und Mitte so zu 
sagen in Eins zusainmeurliessen. so dass die in ihr möglichen 
Manniehlältigkeiten grundsätzlich uuunterschiedeu bleiben sollen. 
Die difl'ereulielle Vorstellung der Geschwindigkeit wird jedoch 
völlig rationell, sobald man sich nur bewusst wird, dass man an 



derselben einen Begriff bat. innerhalb dessen eine Beimischung 
von Veränderung zu denken ist. 

Wie bequem nun aber auch die differentielle Notation sein 
möge, so darf sie doch nicht hindern, dass die Behandlung der 
Mechanik den Begriffen der antiken Mathematik Beöhnutig trage. 
Es darf nicht zwei Begriffe vorn geometrischen Punkte geben, und 
wenn mau von der einem Punkte entsprechenden Geschwindigkeit 
redet, so ist man, auch ganz abgesehen von der Begriffsfassung 
des Zeitpunkts, schon durch die Strenge der Geometrie gezwungen, 
einen ebenso bestimmten Begriff der Geschwindigkeit aufzustellen. 
Im Gefühl dieser Notwendigkeit hat Eagrange in seiner Functionen- 
fcheorie und in seineu Vorlesungen über den Functiouencalcnl *) die 
abgeleiteten Functionen (fouetions derivees) an die Stelle der 
Ditfcrentialquotienten der verschiedenen Ordnungen gesetzt, oder 
mit andern Worten, er hat reine Dift'erentialeoefficienten ohne 
infinitesimale Beimischung durch eine neue Notation von den ge- 
wöhnlichen Difforeutialqnotienteu unterscheidbar gemacht. Die 
Entwicklungsart dieser Functionen bei Lagrunge aus einer Funda- 
mentalreihe, die zwar mit der Taylorsehen Reihe zusammenfällt, 
aber nicht ans dem Dift'erentialealciil abgeleitet wird, geht uns 
hier nicht näher an. Doch sei im Allgemeinen bemerkt, dass die 
Kntwieklung einer Function nach den Polengen des Zuwachses 
ihrer unabhängigen Variablen das überall entscheidende Mittel ist. 
die modernen geometrischen und mechanischen Begriffe auf das 
Maass der antiken Strenge zurückzuführen. Lagrange will ebenso- 
wenig die Tangente an einem Punkt zur Gemeinschaft mit einem 
Gnrvenelement, als die Geschwindigkeit in einem Punkt zu einem 
schwankenden Begriff werden lassen, in welchem verschiedene, von 
einander abweichende Bewegungen dennoch eine Gemeinschaft 
haben können. So streng als der Begriff der alten Mathematiker 
von der geometrischen Berührung, soll auch derjenige von der 
mechanische» Geschwindigkeit sein. Diese Forderung ist um so 
natürlicher und zwingender, als der Begriff der Geschwindigkeit 
ja noch im phoronomischen Gebiet liegt und mithin, wie die reine 
Mathematik, dem ausschliesslich ideellen Denken angehört. 

Nach dieser strengen Fassung wird die Geschwindigkeit eine 
bestimmte, mit keinem unendlichen Element gemischte Quantität 
und entspricht dem mathematischen, d. h. ausdehnungslosen Haum- 



') Le^ons sur la ealeul dos fouetions, 2, AuÜ. 18ÜÜ. 
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punkt ebenso exaet, als es in seiner Art der antike Begriff einer 
Tangente thut. Audi hat die Entwicklung bei Lagrange in beiden 
Fällen der Begriffsfassung etwas Analoges. Er bestimmt nämlich 1 ) 
au Stelle der Geschwindigkeit für den Punkt eine gleichförmige 
Bewegung, welche die gegebene noch so veränderliche Bewegung 
gleichsam zeitlich tangirt, indem für beide in einem einzigen Zeit- 
punkt ein gemeinschaftlicher Ort des beweglichen Punktes vor- 
handen ist, übrigens aber jeder gleichzeitige Ort in der gleich- 
förmigen Bewegung dem entsprechenden Ort in der veränderlichen 
Bewegung so nahe liegt, dass keine zweite gleichförmige Bewegung 
gedacht werden kann, die sich näher au den Gang der veränder- 
lichen anschlösse. Mit derselben Wendung, mit welcher die grade 
Taugente als Richtung der Curve in dem Berührungspunkt auf- 
gefaßt wird, kann nun auch die taugirende gleichförmige Bewegung 
der bezeichneten Art als Geschwindigkeit der gegebenen veränder- 
lichen Bewegung angesehen, d. h. eben mit diesem Ausdruck 
kenntlich gemacht und unter andern Begriffen ähnlicher Art her- 
vorgehoben werden. Hienach bestimmt die Geschwindigkeit in 
einem Punkte unter Voraussetzung einer veränderlichen Bewegung 
nicht ausschliesslich die wirklich erfolgende Bewegung, sondern 
nur diejenige, welche erfolgen würde, weun in dem Gesetz der 
gegebenen Bewegung alle abändernden Ursachen plötzlich gestrichen 
würden. Die wirkliche Bewegung kommt aber dieser hypothetischen 
für ein unbeschränkt kleines Element auch unbegrenzt nahe, so 
dass Alles, was an derselben als gleichförmig abgesondert werden 
kann, in dem entsprechenden Element der gleichförmigen Bewegung 
seinen exaeteu Ausdruck findet. Man kann also die elementare 
noch so gleichförmige Bewegung, wie jedes veränderliche Differential, 
als eine Summe denken, die sich aus zwei Bewegungen zusammen- 
setzt und zweierlei Grössenerzettguiigen entspricht. Die eine Be- 
wegung ist alsdann gleichförmig, und der andere BestandtheiJ 
repräsentirl den verändernden Zusatz oder Abzug. Diese letztere 
Hinzufügung ist aber im Element immer von zweiter Ordnung, 
d. h, sie verringert sich mit der unbeschränkten Verkleinerung 
des ITemeuts im Vergleich mit dem letzteren selbst ins Unbe- 
grenzte, so dass sie gegen dasselbe verhältnissniässig so klein 
wird, wie eine unbegrenzt kleine Grösse gegen eine endliche. 



l ) Theorie des fonetions anal. (181:5) dritte Abth. Cap. 1 besonders 
Art. -1. Auch Caleul des foflctions, 9. Vorlesung am Eude S. 109. 



Hieraus ist denn auch klar, dass mau mit derselben unbegrenzten 
Approximation, mit welcher mau das Curvenelement als Richtung der 
Curve nimmt, auch das Bewegungselement als Geschwindigkeit der 
Bewegung nehmen kann. Das Curvenelement weicht unbegrenzt 
wenig vou der graden Linie ab, die man zwischen seinen zwei 
Endpunkten ziehen kann; ebenso weicht das Bewegungselement 
unbegrenzt wenig von derjenigen gleichförmigen Bewegung ab, die 
man zwischen den zwei zeitlichen Endpunkten dieses Elements 
ausgeführt denken kann. Noch zutreffender und dem Geiste der 
strengen Analogie entsprechender wird die Vorstellungsart, wenn 
man auch in der Geometrie das Curvenelement nicht mit der 
Sehne, sondern mit dem zugehörigen Taugentenelement vergleicht, 
und in der Mechanik nicht die mittlere Geschwindigkeit zwischen 
den zwei zeitlichen Endpunkten des Elements, sondern die gleichsam 
tangirende gleichförmige Elementarbewegung zum Vergleichungs- 
gegenstand nimmt. Freilich kann man von einer Zugehörigkeit 
des Tangentenelements in der Geometrie nur reden, wenn man 
Curve und Tangente als durch eine correspondireude Bewegung 
construirt denkt und mithin die Geometrie phoronomisch näher 
bestimmt. Alsdann ist aber auch die Analogie ganz streng, uud 
es giebt in der Mechanik dann ein Element der gleichförmigen 
Bewegungstangente zu berücksichtigen, von welchem das wirkliche 
Bewegungselement nach Raumgrösse und Beweguugsform nur un- 
begrenzt wenig abweicht. 

In die Gestalt der vorangehenden Darlegungen mussten wir 
die Idee Lagranges kleiden, um das Bestreben des für die strengere 
Passung der Begriffe der modernen Mathematik und Mechanik 
classischen Autors ohne besondern Calcül und unter Anlehnung 
an die gewöhnlichsten Vorstellungen der Differentialtradition sicht- 
bar 1 zu machen. 

145. Das entscheidende Beweismittel ist, wie schon gesagt, 
bei Lagrauge die allgemeine Entwicklungsreiho einer Function 
nach den ganzen und positiven Potenzen des Zuwachses der Ver- 
änderlichen. Er geht hiebei von einer beliebigen Gleichung der 
Bewegung aus und verwandelt den Ausdruck des Raumes durch 
die Zeit in eine Reihe nach den Potenzen des Zeitelements, 
welches unbeschränkt klein muss gedacht werden können, damit 
jedes Glied für sich allein mit unbeschränkter Approximation auch 
zugleich den Werth aller folgenden Glieder vertreten könne. 
Unter dieser Voraussetzung ist der bekannte Ausdruck für den 



Best der Reihe, den Lagrange einführte und der vor Cauchys 
Restformel die vollkommenste Form lieferte, offenbar eine formale 
Uebertlüssigkeit, die nur dann Bedeutung haben würde, wenn es 
sich um einen Zuwachs handelte, der nicht unbeschrankt verkleinert 
werden dürfte. Sind die Bedingungen des Falles aber der Art, 
dass man den Zuwachs unbegrenzt verkleinern darf, Avas für jede 
stetige Grössenveränderung zulässig ist, so stellen die steigeudeu 
Potenzen des Zuwachses, die sich mit den abgeleiteten Functionen 
multiplicirt linden, die verschiedenen Größenordnungen dar. Der 
richtige Begriff des unbegrenzt Kleinen ist also auch von Lagrange 
ebensowenig als eine rationelle Unterscheidung der verschiedenen 
Ordnungen desselben umgangen worden, und konnte es auch nicht, 
da er zu den wesentlichen Begriffen des Denkens gehört. Was 
sich aber in der That ausgemerzt tiudet, ist der falsche Begriff 
von einem unbegrenzt Kleineu, welches unter dem herkömmlichen, 
an sich selbst übrigens ganz unschuldigen Namen des Unendlich- 
kleinen eine Art Vorwegnahme aller Verkleinerungen durch die 
Idee einer jenseits aller Verkleinerung liegenden Grösse, über 
welche hinaus keine kleinere mehr gedacht werden könne, vor- 
stellen sollte. Da mau den widerspruchslosen Begriff des unbe- 
grenzt Kleinen ') nach einiger Ürientirung auch da gellend machen 
kann, wo ineist der logisch unhaltbare oder unklar gedachte di 
Vermittlung des Uaisonnements zu bilden pflegt, so ist weder di 
differentielle Notation noch die zugehörige unmittelbare Operation 
mit unbegrenzt kleinen Grössen ein Hinderniss. völlig streng zu 
verfahren, und man braucht nicht einmal den Begriff Lagranges 
von abgeleiteten Functionen obue Bezug auf die unbegrenzt kleinen 
Elemente, — man braucht nicht einmal diese besondere Zurüfitunf 
einer durchaus neuen Notation und Begriffs lassung, um die strengsten 
und klarsten Ideen vorstellig zu machen. tUines kann man jedoch 
hiebei uicht umgehen; man nmss nämlich die gemischten Differentiale 
von den abgekürzten bisweilen unterscheiden können und hiezu 
wenigstens transitorisch irgend eine auszeichnende Markinuig ein- 
treten lassen. Das Raumelenieut, welches einer veränderlichen 
Bewegung augehört und etwa durch <!.>• bezeichne! wird, kann 

') Die L'.xacte Fassung desselben ist von mir und zwar in der Natür- 
lichen Dialektik, Berlin 18Ü5, besonders Theil II erster Absen. Cap, 3 vsA 
auch schon früher in der lateinischen Abhandlung ober Baum, Zeit und 
(-ausalität sowie über die Logik der Jnfimteshnahuialysis, Berlin 1861, ver- 
öffentlicht worden und, soweit mir bekannt, ohne Vorgänger gewesen. 
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einen doppelten Sinn haben. Entweder ist es das genaue und 
vollständige Kaumtheilcheii, welches in dem Zeittheilehen durch- 
laufen wird; oder aber es ist ein abgekürzter Ausdruck davon und 
stellt den Raum vor, der mit der streng punktuellen Geschwindig- 
keit am Anfang des Zeitelemeuts wahrend der Dauer dieses 
Elements durchlaufen worden würde, wenn die Bewegung streng 
gleichförmig wäre. Nimmt man diese zweite Grösse, die, etwas 
Hypothetisches an sieh hat, und dividirl sie durch das Zeitelemenl, 
so hat man in diesem Quotienten den absolut genauen Ausdruck 
der Geschwindigkeit. Warum sollte man aber nicht bei dem Hauui- 
element Zweierlei denken können, da man docli sonst im DilTerential- 
ealeül die Abkürzungen ohne Weiteres vornimmt? Man kann dies 
um so mehr, da sich bei näherer Unlersiiehung zeigt, dass nur 
durch die Abkürzung, auf die hier aufmerksam gemacht wird, die 
gewöhnlichen Weglas saugen der Grössen /weiter Ordnung zu 
einem streng logischen Verfahren werden. Man braucht oiekl 
mit (Jarno t den Begriff der unvollkommenen Gleichungen zu Hülfe 
zu rufen und nicht das Gleicliheitszeicben in Gedanken durch die 
Marke einer unbegrenzt kleineu Ungleichheit zu ersetzen, wenn 
man nur die sehr natürliche ('onsequenz befolgt, die Abkürzung 
niemals hinkend, sondern stets analog auf den beiden Seiten einer 
Gleichung vorzunehmen und vorzustellen. Steht also auf der einen 
Seite das .Raumelement und auf der andern ein unverkürzter Aus- 
druck desselben mittelst einer Function des Zeitelements, so kann 
man, wenn man die Quadrate des Zeilelements als Grössen zweiler 
Ordnung weglässt, auch nicht umhin, sich das Kaumelemcnl um 
eine Grosse zweiter Ordnung abgekürzt zu denken; denn mir unter 
dieser Voraussetzung besteht für beide Seiten die strengste Gleich- 
heit. Hiemit ist aber auch ersichtlich, dass mau keiner durchaus 
neuen Notation bedarf, um die strengen HegrilTe /.u veranschaulichen, 
und dass man bei einiger Aufmerksamkeit auch ohne besondere 
Markirung in jedem Zusammenhang wissen wird, ob die Elemente 
ungemischt oder gemischt zu denken seien. Ebenso wird die 
sinnliche Verauschaulichung, die in der unmittelbaren Vorstellung 
der Elementargrössen liegt, bei diesem Verfahren nicht aufgeopfert. 
Trotzdem sind aber in gewissen Fällen die reinen Hervorhebungen 
der abgeleiteten Functionen durch die besondern Zeichen von 
Lagrauge für die Ebenmässigkeit des Vorstellens sehr nützlich, 
und mau wird daher unter Umständen gut thuu, auch die durch 
abgekürzte Elemente ausgedrückten Diff'ereutialquotienteii, so streng 



dieselben auch das Gewünschte, ausdrücken, dennoch mit einem 
Zeichen zu vertauschen, welches von der symbolischen Repräsen- 
tation der Elemente frei ist. Ob man daher schreibt x = f't oder 

(i'iß (Iii 

- =— ^— , oder d.r= rdl\ — dies Alles bleibt sich wesentlich 
dl dt 

gleich, wenn nur unter dx im letzten Fall, in welchem die 
Geschwindigkeit v streng gedacht sein soll, ein abgekürztes Element 
vorgestellt wird, im vorangehend«! PaÜ hat oian dagegen die 
Wahl, da die Ausdrücke auf beiden Seiten in zweierlei Sinn, 
nämlich beide unabgekürzt oder beide abgekürzt verstanden werden 
können. Der allererste fall isl dagegen Scllöjsi dnreh die Notation 
völlig eindeutig und drückt das fragliche Verhältnis« oder mit 
andern Worten die Geschwindigkeit unter völliger Abstraktion von 
den Hülfsgrössen aus. 

Es wftrde hier zu weit führen, wenn wir die strenge Begriffs* 
Fassung der Beschleunigung und Kraft bei Lagrauge in unserni 
Zusammenhange ebenso erörtern wollten, wie diejenige der 
Geschwindigkeit. Jedoch sei bemerkt, dass der Urheber der 
strengen Vorstellungsarten sich in der Analytischen Mechanik aus- 
schliesslich an die Operation mit den unmittelbaren Elementar- 
grössen hält und die Beschleunigung als Differential der Geschwindig- 
keit, welches dann noch durch das Zeitelement zu dividiren ist, 
im Geiste einer guten iufinitesinialmethode vorstellig macht 1 ). 
Allerdings führt er keine logische Wendung ein, durch welche die 
lnfinitesimahnethode an sich selbst streng gestaltet würde; aber 
es tritt auch nirgend ein eigentlicher Widerspruch hervor, und es 
ist überall sichtbar, dass sich der Autor die Differentiale einfach 
als kleine Differenzen denkt, die mit der Voraussetzung und 
Forderung der unbegrenzten Verkleinerung behaftet sind. Durch 
diesen Umstand erhöht sich die innere Eleganz des monumentalen 
Werks der Analytischeu Mechanik nicht unwesentlich, indem ihm 
eine falsche Metaphysik des Unendlichkleinen iu den Hauptzügen 
fremd bleibt. In dieser negativen Beziehung ist es sogar glück- 
licher gewesen, als die Functionentheorie in der positiven Hinsicht; 
denn es hat den Vorzug gehabt, mit einer allgemein auerkannten 
Notation, an die sich eine falsche Metaphysik anlehnte, wesentlich 
nur haltbare Vorstellungen zu verbinden und so den Vortheil, der 
iu der Gunst des Herkommens und eiuer reeipirten Symbolik liegt, 
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mit einer gewissen Reform der anhaftenden Vorstellungsart zu 
vereinigen. Auch wäre es in der That merkwürdig, wenn derselbe 
Geist im Grunde der Sache einer doppelten Anschauungsweise 
gleichzeitig und auf die Dauer fähig gewesen wäre. Dagegen ist 
die Functioiientheorie nicht nur um der neuen Notation, sondern 
auch um der Beschränkung der sinnlichen Hülfsgrössen willen 
äusserlicli nicht durchgedrungen und hat auch innerlich, liehen ihren 
glänzenden Vorzügen, den Nachtheil, uicht direct genug die 
Differentialmethode selbst durchgreifend zu reformireu, indem sie 
den Fuiictioneucalcül zu sehr isolirt und keinen Versuch macht, 
in die differentiellen Begriffe unmittelbar und ohne Beseitigung 
der gewöhnlichen Symbolik einen exacten Sinn zu legen. 

146. Vorausgesetzt, dass die Schwierigkeiten und Ungenauig- 
keiten der differentiellen Fassung der mechanischen Grundbegriffe 
entfernt sind, so kann die weitere principielle Frage nur noch 
darauf gehen, die Beschränkung derselben auf gewisse ausgezeichnete 
Vorstelluugeu gehörig zu begründen. Lagrauge geht in der Functionen- 
theorie zunächst von den blossen Bewegungserscheinuugen aus und 
entwirft, so zu sageil aus dem willkürlich festsetzenden Gedanken 
heraus, die verschiodeneu möglichen Bewegungsarten. Er geht 
hiebei von deii Gattungen der analytischen Beziehungsformen aus, 
in denen zwei veränderliche Grössen, liier also Zeit und Raum, 
überhaupt stehen können. Ist die Gleichung in Beziehung auf 
die Zeit vom ersteu Grade, so ist die Bewegung gleichförmig; i^t 
sie eine reine quadratische, so ist sie gleichförmig veränderlich; 
sie ist dies auch, wenn die Gleichung überhaupt vom zweiten 
Grade ist, aber sie kann alsdann, sobald die Gleichung gemischt 
ist, in eine gleichförmige und eine gleichförmig veränderliche 
zerlegt werden. Geht man von diesen analytischen Festsetzungen 
der Bewegungsformen aus, so hat man mit der unmittelbaren 
Gleichung zwischen dem Räume und der Zeit den Raum durch 
eine Function der Zeit, d. h. durch eine gewisse analytische Form 
mit bestimmten Constanten ausgedrückt. Diese Form ist für dieselbe 
Art von Bewegung ebenfalls einunddieselbe. Das, wodurch sich 
verschiedene Bewegungen derselben Art unterscheiden, sind also 
nur die Constanten. Entfernt man aus den Bewegungsfonneii alle 
u n wesentliche Zusammensetzung und Mischung, so bleiben sogar 
nur die unentbehrlichen, charakteristischen Constanten übrig. Eine 
solche ist bei der Gleichung ersten Grades der Factor, mit welchem 
sich im Ausdruck des Raumes die Zeit multiplicii't finden rnuss. 
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Dieser Factor ist es allein, wodurch sich eint 1 Ortsveränderung 
dieser Art von einer andern gleicher Art unterscheidet. Die zweite 
Constante kaun nur die Lagebestimmung der Raumcoordinate 
betreffen, indem bei der Bewegung von vornherein ein fester 
Abstand vom Anfangspunkt der Coordinatenaxe in Rechnung 
gebracht werden niuss. Jene charakteristische Constante ist es 
also allein, durch welche sich irgend eine gleichförmige Bewegung 
von einer andern gleichförmigen Bewegung unterscheidet. Man 
erhall dieses unterscheidende Merkmal ohne Weiteres mit der 
Herstellung der einlachen und geordneten Grundform der gleich- 
förmigen Bewegung. Zeichnet man es durch irgend einen Namen 
aus, so kann man mit diesem neuen Begriff operiren, und es ist 
klar, dass mau in ihn nichts weiter hineingelegt hat, als diejenige 
Bedeutung, die ihm die in freier Feststellung gleichsam erdachte 
Gleichung durch den Zusammenhang ihrer Theile zu geben vermag. 
Dieser Begriff ist nun derjenige, welchen man Geschwindigkeit 
nennt, und er ist auf diese Weise erst aus dem Gedanken heraus 
construüt und gleichsam geschaffen. 

Verfahrt man analog mit der Gleichung zweiten Grades, so 
zeigt sieh, dass auch sie. abgesehen von der Mischung mit einer 
gleich förmigen Bewegung, nur eine einzige charakteristische Con- 
sta nie enthält, durch welche sich irgend eine gleichförmig ver 
ähderliehe Bewegung von einer andern ebenfalls gleichförmig 
veränderlichen Bewegung einzig und allein zu unterscheiden 
vermag. Diese Constante maus mithin als ein neuer Begriff aus- 
gezeichnet und benannt werden; sie ist bekanntlich das, was man 
Beschleunigung nennt. Ob man das Einlache Oder Doppelte des 
Factors nimmt, mit welchem sich das Quadrat der Zeit multiplicirt 
Bindet, ist liier noch nicht wesentlich. 

Gesetzt man gehe statt von den beiden erwähnten Können 
von einer ganz allgemeinen Gleichung ohne besondere Fora*- 
beslimnning aus. so drückt diese Gleichung analytisch und logisch 
nichts weiter ans, als dass der Baum in einer beliebigen Weise 
von der Zeil abhängig, d. Ii. als irgend welche Function der Zeit, 
gedacht werden solle, möge dieselbe algebraisch sein oder nicht, 
Diese Vorstellung umschliesst alle nur erdenklichen oder vielmehr 
zu erdichtenden Möglichkeiten. Bei dieser Voraussetzung kann 
man nicht mehr unmittelbar von den zwei erwähnten charakteristischen 
(konstanten reden; denn wenn z. B. auch die Beziehung nur vom 
dritten Grade wäre, so würde man den Factor der dritten Potenz 



de? Zeit als das eigentlich Unterscheidende zu rnarkiron und alles 
Uebrige nur als unwesentliche Mischung der neuen Bewegungsfonn 
mit den niedern Formen anzusehen haben. Die zweimalige 
Differentiation, die sonst die constante Beschleunigung liefert, 
Würde eine im Verhältniss der Zeit veränderliehe Grösse ergeben. 
Was nun aber diese letztere real sollte bedeuten können, könne 
man, sagt Lagrange 1 ), gar nicht wissen, und hiemit motivirt ei 
das Stehenbleiben bei den zweiten Differentiationen. Es soll uns 
also nur das interessiren, was an den Bewegungen in Beziehung 
auf die Zeit quadratisch ist, oder mit andern Worten nur das, was 
an ihnen gleichförmig veränderlich ist. Hier zeigt sich nun das 
Ungenügende des Ausgangspunkts, und es zeigen sich auf einmal 
zwei Mangel zugleich. Erstens sieht man nicht ein. warum man 
nicht wenigstens theoretisch die Differentiationen fortsetzen solle: 
denn Lagranges Berufung auf die Erfahrung, derzufolge mau in 
der Natur keine mehr als quadratisch von der Zeit abhängige 
Bewegung kenne, begründet wohl eine Beschränkung der An- 
wendungen der Theorie, aber nicht eine in sich ungerecht .fertigte 
Ahreissung der Theorie selbst. Zweitens wird auch positiv der 
Fall der Natur durch die einfache Beschränkung auf die quadratische 
Abhängigkeit des Baumes von der Zeit gar nicht gedeckt, da nicht 
die gleichförmig veränderliche, sondern die nach Älaassgabe der 
Distanzen selbst veränderliche Bewegung die Fundamcnfalthafsache 
Ser Natal' bildet. Jede functionelle Beziehung entspricht einer 
logischen Abhängigkeit. Nun wäre es aber sehr künstlich, die Ur- 
sache, vermöge deren der zu durchlaufende Kaum selbst von einer 
Kaumgrösse nämlich von der Distanz {p) des Krafteenlrums vom 
jedesmaligen Angriffspunkt abhängig ist, als eine Function der 
/eil denken zu wollen, da zwischen dem Zeitablauf als solchen 
und den Veränderungen der Kraft kein unmittelbarer Zusammen- 
hang besteht. Die Baumpositioi] entscheidet über die Kraft, und 
es ist an sich gleichgültig, wie und in welcher Zeit der Körper 
zu dieser Position gegen das Kraftcentrum gelangt sei. Die 
Gleichung der Bewegung eines Punktes auf der Richtung der 
Kraft wird also nur dann in genügender Allgemeinheit gedacht, 
wenn man den Kaum nicht blos einer Function der Zeit, sondern 
einer Function, die ausser der Zeit auch noch den veränderlichen 
Abstand enthält, gleichsetzt und mithin anstatt x = ß von vorn- 
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herein % = f(p, t) schreibt. Gebt man von dieser Grundbezietaung 
aus, so zeigt sich bei den Differentiationen, dass die Beschleunigung 
im Allgemeinen variabel sei, und dass sie ein ebenso punktueller 
Begriff sei, wie die Geschwindigkeit. Nur für einen bestimmten 
Kaumpunkt und also, insofern es sich nicht um Buhe sondern 
um Bewegung handelt, auch nur für einen bestimmten Zeitpunkt 
existirt auf der Kraftriehtuiig eine und dieselbe Beschleuniguugs- 
grosse. Diese punktuelle Beschleunigung oder, wenn man sie auf 
die Masseiieinheit bezieht, diese punktuelle Kraft kann stets nur 
approximativ als eine in der Wirklichkeit coustante Grösse gedacht 
werden. Ihre Constanz erglebt sich daher auch im Calcül nur 
unter der Voraussetzung, dass man den Abstand p coustant macht, 
d. h. von seiner Veränderung als von etwas, was in gewissen 
Fällen unerheblich ist, völlig abstrahirt. Nur so gewinnt mau 
z. B. die coustante Beschleunigung der Schwere für irgend eineu 
Breitengrad: aber abgesehen von aller Approximation ist die 
GravitationsbescMeunigung oder das Gewicht für jeden Pimkt ein 
anderes: ja es ändert sich nicht blos unmittelbar mit jedem Rauni- 
punkt, sondern auch mittelbar mit jedem Zeitpunkt, da die 
planetarischeii Körper in fortwährenden, wenn auch in dieser Be- 
ziehung sehr unbeträchtlichen Lageveränderungen begriffen sind. 
Es wird sieh später zeigen, dass für die Prineipieu der Mechanik 
die Beziehung der Kräfte auf die Distanz Veränderungen eine 
elementare Wichtigkeit hat, indem ohne diese Beziehung die Er- 
haltung der Kraft nicht in ihrem vollständigen Umfang begriffen 
werden kann. 

Was aber die oben erwähnte Abreissung der Theorie bei den 
(Quadraten der Zeit oder des unbegrenzt kleineu Zeitzuwachses 
betrifft, so ist es allerdings möglieh, auch die Abhängigkeit von 
der Distanz formal als eine Function der Zeit zu denken, indem 
sich ja in jedem besondern Fall der Bewegung die Distanz in 
einer stetigen Weise mit dem durchlaufenen Kaum ändert und 
mithin indirekt zu der aufgewendeten Zeit in irgend einer Grössen- 
relation steht. In diesem Fall und nach dieser Auffassungsart 
wird die Function der Zeit für den Kaum eine Keine ergeben, in 
welcher auch die höheren Potenzen des Zeitelements in Frage 
kommen müssen. Ueberhaupt darf es für die Phoronomie als 
solche keine Grenzen geben, indem jede ohne Widerspruch denk- 
bare Bewegung in dem rein phoronomischen Gebiet als Gegen- 
stand der Theorie zugelassen werden muss. Anders hat man sich 
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aber zu verhalten, sobald engere, eigentlich mechanische Be- 
dingungen den Rahmen der möglichen Begriffsgebilde abgeben. 

147. Im Bereich der Principien ist der Uebergang von den 
blossen Bewegungserscheinungen zu der Berücksichtigung der 
Massen einer der wesentlichsten Schritte. Lagrange tliut ihn. 
indem er sich auf die Erfahrung l ) beruft. Namentlich wird der 
Stögs unelastischer Körper, deren Massen sich umgekehrt wie die 
Geschwindigkeiten verhalten, dafür in Bezug genommen, dass die 
Massen und Geschwindigkeiten einander proportional ersetzen. Die 
Wirkung einer gespannten Feder in der Bewegung von zwei un- 
gleichen Massen, zwischen denen sie eingesetzt ist, gilt ebenfalls 
als Instanz. Endlich wird auch die Bewegung, die das Ueber- 
gewicbt an der Atwoodschen Fallmasehiue der Summe der Massen 
ertheilt, als Erfahrungsschema für die Vertheiluug der Schwerkraft 
einer kleineren auf eine grössere aber träge Masse verwerthet. 
Die beiden für sieh im Gleichgewicht befindlichen Massen sind 
nämlich insofern trag, als sich in ihnen die Schwerkraft durch 
den Gegensatz der Richtung aufhebt. Sie bilden daher ein System, 
welches einschliesslich der Masse des angehängten Uebergewichts 
von der in dem letzteren wirksamen Kraft bewegt werden muss. 
Die Beschleunigung reducirt sich also im Verhält uiss der Gesammt- 
masse zum Uebergewicht, oder was dasselbe ist, zur Differenz, 
welche sich durch Abzug der im Gleichgewicht befindlichen Massen- 
theile von der Gesammtmasse ergiebt. Die Berufung auf die 
Beobachtung und das Experiment liefert hienach den Begriff von 
etwas, was man Massenbeschleiinigung nennen könnte, und was 
gewöhnlich kurzweg Kraft heisst. Die Beschleunigung hat nur 
einen phoronomischen und keinen mechanischen Sinn, wenn sie 
nicht auf eine Masse bezogen wird. Die Krafteinheit ergiebt sich 
also, wenn man die Beschleuniguugseinheit, d. h. irgend eine auf 
die Zeiteinheit bezogene Raumeinheit, mit der Masseneiuheit ver- 
bindet. Da nun Lagrange es als Erfahrungsprincip ansieht, dass 
die Kraft im graden Verhältnias der Masse, welche von der Be- 
schleunigung afficirt ist, wirksam sei, so gewinnt er hiedurch den 
Satz, dass der Ausdruck für die Kraft, also z. B. auch das 
(iewicht durch die Masse zu dividiren sei, um die Beschleunigung 
zu erhalten. Genau stellt man sich aber das Verhältniss nur vor. 
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weun man sieh ausdrücklich bewusst ist, dass man durch die 
fragliche Division keine Mos phoronomisehe Beschleunigung, solidem 
die Beschleunigung für die Masgeneinheit und mithin einen eigent- 
lichen Kraftaus druck erhält, dem mau es analytisch nur nicht 
immer anzusehen braucht, dass er mit dieser Einheit multiplicirt 
zu denken sei. Lagrange verwandelt alle seine, in der Functionen* 
fcheorie gewonnenen, zunächst auf die blossen Beweguugserscheiuungei 
bezüglichen Formeln dadurch in sichtbar mechanische Beziehungei 
der Massen, dass er die abstracten Ausdrücke der Kräfte, die 
überhaupt eine Beweguugsursache bedeuteten, mit einem Divisor 
versieht, der die Massen der Funkte oder Körper vorstellt, an 
denen sie wirken. Die Einführung dieses Divisors kann so aus- 
gelegt werden, dass hiedurch die Kräfte, welche sonst als Be 
sehleunigungen für gleiche Massen gedacht wurden, jetzt au 
Besehlcuniguugen für gegebene verschiedene Massen reducirt werden 
Man kann sich aber auch das Verhältniss anders vorstellen, indem 
man annimmt, dass die unbestimmten Ausdrücke für die Kräfte, 
die verschiedene Massen als miausged rückte Factoren enthielten, 
durch die Division auf Beschleunigungen der Masseneinheit reducirt 
werden. Ganz offenbar ist es, dass mau in eine Gleichung, auf 
deren einer Seite die Beschleunigung der Coordinate des punktuellen 
Körpers und auf deren anderer Seite eine Summe von Kräften 
sieht, die Berücksichtigung der Masse nur dadurch einführen kann, 
dass mau die Krafl durch die Masse des Körpers dividirt, oder 
anstatt dieses Divisors die Masse auf der andern Seite als Factor 
der Beschleunigung hinzusetzt. Auf diese Weise gewinnen die 
(Beichlingen die mechanische Form, während sie sonst nur ein 
phoronomisches Ansehen hatten. Dies ist wenigstens die Idee 
Lagranges, in welcher sich jedoch eine bedenkliche Wendung ver- 
hüllt. Et setzt in einer der vorher angeführten Stellen ') anstatt 
der Ausdrücke für «las, was er absolute Kräfte nennt, nämlich für 
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I'. Q Li. s. w. einfach — , — u. s. w., ohne auf der andern Seite 

(Jet Gleichung, wo der Ausdruck für die Beschleunigung steht, 
irgend etwas zu verändern. Nachher bringt er den Divisor .1/ auf 
die andere Seite, so dass er zum Factor der Beschleunigung wird. 
Dieses Verfahren ist unexacf, wenn man seinen Fehler nicht still- 
schweigend dadurch verbessert, dass man unter Q u. s. w. das 

') Theurie des fouetionn, :i. Abth. Art. 15. 



erste Mal andere Grössen denkt als diejenigen, welche in den 
Brüchen gelten sollen. Die Umformung einer Gleichung durch 
eine ausschliesslich auf die eine Seile derselben beschränkte Division 
mit M würde sich nicht rechtfertigen lassen, wenn man nicht 
zugleich annähme, dass auf eben dieser Seite eine entsprechende 
Mnltiplication stattfände. An Stelle der absoluten Kruft P hat 
mau also eine vervielfachte Kraft zu denken, die durch .1/ dividirt 
den ursprünglichen Werth P ergiebt. Hiemit ist denn aber auch 
sichtbar geworden, dass die Einführung der Massen in die 
Gleichungen wirklich nichts weiter bedeuten kann, als den Aus- 
druck der Körpermasse, die bisher als gemeinsame Einheit gall 
und unberücksichtigt blieb, durch eine kleinere Einheit. Auf diese 
Weise treten die Massen als sichtbare Factoren hervor, und wenn 
sie auf der einen Seite auch in den Symbolen P, Q u. dgl. nicht 
erscheinen, so ist hieven nur der absichtlich unbestimmte Aus- 
druck der Kräfte der Grund. Eine gewisse Federspaunung kann 
kurzweg durch ein solches Symbol bezeichnet werden: sieht man 
alter näher zu, so muss die Ertheilnng einer gewissen Beschleunigung 
an eine bestimmte Masse, d. h. irgend ein äquivalentes Product 
aus Masse und Beschleunigung als Maass der Kraft gedacht werden 
könuen. Es ist mithin nothwendig, dass die Massen auf beiden 
Seiten der Gleichung denkbar seien, oder mit andern Worten, dass 
ein Aequivalent der Masse in jeder Kraftvorstellung und in jedem 
mechanischen Effect irgendwie berücksichtigt werde. Eine blosse 
Beschleunigung wäre ein rein phoronomiseher Begriff; man hat 
daher zu derselben in der Mechanik und in den Kraftgleichungen 
stets die Masseneinheit hinzuzudenken, wo etwa der Ausdruck der 
Beschleunigung isolirt vorkommt. 

In den Gleichungen, welche von Lagrange umgeformt werden, 
ist die Beschleunigung des Körpers auf der Coordinate dem durch 
den Cosinus reducirten Kraftsymbol P oder der Summe solcher 
Glieder gleichgesetzt. Soll diese Gleichung nur phoronomische 
Bedeutung haben, so kann sie durch kein Verfahren, welches nicht 
eist den bewegten Körper auf beiden Seiten als Masse einführt, 
in eine eigentlich mechanische Gleichung umgewandelt werden. 
Nun kann man aber die Kraft als eine solche denken, welche änsser- 
lich auf de» Körper und gegen dessen Trägheit wirkt, während 
man die Beschleunigung, die sich ergiebt, als au dem Körper 
haftend vorstellt. Unter dieser Voraussetzung wird eine lieductiou 
der Glieder auf die Masseneinheit, hier eine Division oder dort eine 
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Multiplikation als erforderlich erscheinen lassen, und dies ist der 
Gesichtspunkt, aus welchem das Verfahren Lagranges einigermaassen 
begreiflieh wird. Man muss sich hiehei denken, dass in der 
Gleichung P bereits durch die Einheit dividirt vorzustellen gewesen 
sei. Trotz alledem bleibt aber eine Incongrueuz übrig. Entweder 
war die Gleichung nicht echt, d. h. das Gleichheilszeichen be- 
deutete nicht einen äquivalenten, sondern nur einen zugehörigen 
Effect; oder aber die einseitige Division ist unberechtigt. Man 
kann sagen, dass eine Kraft an einem Körper eine gewisse Be- 
schleunigung ergiebt und sofort folgern, dass sich diese Be- 
schleunigung proportional der Masse vervielfältigen muss, wenn 
die Kraft anstatt auf den ganzen Körper nur auf die Masseneinheit 
wirkt; denn bei sich gleichbleibender Kraft steigen und fallen 
Masse und Beschleunigung gegen einander im umgekehrten Ver- 
hältnis;;. Ebenso kann man sagen, dass dieselbe Beschleunigung 
nur den M Un Theil Kraft ergebe, wenn man sich die Masse des 
Körpers durch die Einheit desselben ersetzt denkt. Dessenun- 
geachtet bleibt alle Mühe vergebens, die einseitige Division oder 
einseitige Multiplikation mit der Masse zu rechtfertigen. Es dürfte 
daher durch diese Ueberlegungen wenigstens soviel festgestellt 
sein, dass man aus blosser Phoronomie keine Gleichungen heraus- 
spinnen kann, durch welche die Massen in Rechnung kommen. 
Der einzige Weg zu dem Ziele besteht vielmehr darin, völlig 
direkt die Körper durch Masseneinheiten auszudrucken und auf 
diese Weise sofort das Princip einzuführen, dass die Massen- 
geschwindigkeiten, d. h. die Produkte aus Massen und Geschwindig- 
keiten äquivalent seien, gleichviel wie man diese Producte ver- 
schiedentlich zusammensetzt. So geläufig also auch der Ausdruck 
P 

j= j5 ist, in welchem j die Beschleunigung der Masseneinheit und 

P das Gewicht oder überhaupt die Kraftaffection (vis motrix) aus- 
drückt, so kann doch neben ihm ohne Veränderung der Bedeutung 
der einzelnen Symbole nicht auch zugleich die Gleichung j= P 
bestehen, was offenbar der Fall sein müsste, wenn Lagranges 
Wendung völlig exact befunden werden sollte. Freilich ist es 
algebraisch möglich, M= I vorauszusetzen, und dann ist eine 
solche Form der Gleichung das Resultat; nur schade, dass über 
die Relation, um der verschiedenen und versteckten Einheiten 
willen, nichts mehr unmittelbar ersichtlich ist. Wer sich auf die 
Möglichkeit beruft, die in einer Gleichung vorkommenden Grössen 



als Einheit zil nehmen, wird sieh auch gefallen lassen müssen, 
wenn die Gleichung immer sinnleerer wird und in unserm Fall, 
wenn auch noch j und P zu Einheiten ihrer GrÖssengattungeu 
gemacht werden, auf die Form / = / zurückkommt. 

148. Die Erörterungen der vorangehenden Nummer lasseil 
die Bedenklichkeit eines unbestimmten Kraftbegriffs deutlich er- 
sehen. Die phoronomische Kraft, welche nichts als eine Be- 
schleunigung sein kann, wurde nicht streng genug von der mecha- 
nischen Kraft unterschieden, die eigentlich erst diesen Namen 
verdient und kurzweg als Masseubeschleunigung definirt werden 
kann. In der Phoronomie kann mau die Ursache einer bestimmten 
Veränderlichkeit der Bewegung, also z. B. die ideelle Festsetzung 
der Beschleunigung eines geometrischen Punktes immerhin Kraft 
nennen; aber dieser uneigentliche Ausdruck wird nicht dazu ver- 
leiten dürfen, den mechanischen Kraftbegriff zu verflüchtigen. Der 
letztere bezieht sich immer auf eine Grösse, die iu unbegrenzt 
vielen Arten aus Masse uud Beschleunigung zusammengesetzt sein 
kann, in welcher aber die Masse ebensowenig als die Beschleunigung 
jemals verschwinden darf. Der Schein, der etwa dadurch entsteht, 
dass die Masse zur Einheit wird und in den analytischen Aus- 
drücken verschwindet, ändert au dem realen Verhältniss gar nichts. 
Es ist vielmehr nur eine Un Vollkommenheit der analytischen 
Sprache, dass die Einheiten als Factoren sich nicht sichtbar zu 
erhalten brauchen. 

Ein besonderer Kraftbegriff wäre für die Mechanik sogar 
überflüssig, und man könnte sich allenfalls mit den Begriffen 
seiner Elemente, nämlich der Masse und der Beschleunigung, be- 
helfen, wenn nicht die Art der Zusammensetzung des Products 
aus Masse und Beschleunigung ganz gleichgültig wäre und diese 
Gleichgültigkeit einen besondern Ausdruck forderte. Das Etwas 
und die Grösse, die diesem Product entspricht, ist unabhängig 
davon, wieviel die Masse und wieviel die Beschleunigung dazu 
beitrage. Der Begriff Kraft ist also auch in seiner klarsten 
Fassung, in welcher er sich durch jenes Product definirt, noch 
immer etwas von einer bestimmten Combination der Factoren 
Verschiedenes. Die Abstraction, die in ihm liegt, muss einen 
Ausdruck erhalten, und das Wort sowohl als die analytischen 
Symbole der Kraft sind nur dazu da, die fragliche Art von Pro- 
ducten ohue Beziehung auf eine bestimmte Zerlegung in Factoren 
auszudrücken. Es verhält sich also hiemit wie mit dem Begjifl 
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der Bewegungsqttäntrfcäi Ueberhaupt ist ja die Masseubeschleuni- 
gung ( Mj) nur diejenige Bewegiuigsquautitat. welche in der Zeit- 
einheit erzeugt wird. 

Hienaeh ist es ganz offenbar, dass man einen grossen Theil 
unnützer metaphysischer Gtesichtspnnlcte erledigt, wenn man von 
vornherein in der Kraft nichts als ein lYoducl von Masse und 
Beschleunigung denkt, welches jedoch zugleich den Inbegriff aller 
gleichwertigen Prodncte vorstellt, in denen Masse und Be- 
schleunigung anders vertheilt sind. In dieser Fassung ist der 
KraftbegrilV ebenso unzweideutig als derjenige der Beweguugsgrösse. 
Wiire die Terminologie der Mechanik ebenso wie diejenige der 
Chemie entstanden, so würde man statt Beweguugsgrösse den 
Ausdruck Massengeschwindigkeit und statt beschleunigender Kraft 
das Wort Massenbesrhleunigitng gesetzt haben. 

Lagrange hat in wesentlicher Cehereinstininiung mit der vor- 
herrschenden l T ebung als Kraft im engein Sinne stets die punktuelle 
Ursache der Massenbeschleunigung vor Augen. Tbatsächlich wird 
dieser Begriff, wenn man auf die Formeln und nicht auf deren 
scheinbar unterschiedene Auslegung sieht, für Statik und Dynamik 
gemeinsam. Die Tendenz gilt hier gleich viel, ob sie sich nun 
statisch oder dynamisch bethätige. Auch in der Dynamik ist 
für den strengen Punkt nur eine Tendenz vorhanden, die sich eist 
mit dem Uebergang zu andern liaumpunkteii in wirkliche Be- 
wegung verwandelt. 

Im Sinne Lagrauges müssen wir hienaeh alle Kräftesymbole 
als Repräsentanten irgend welcher Massenbeschleunigungen, d. h. 
als Vertreter derjenigen Affectioneu irgend welcher Massen denken, 
vermöge deren im freien Zustand gewisse Beschleunigungen erzeugt 
werden würden, wenn man von dem Einfluss der Distanzen ab- 
str ihirt. Ks sei nebenbei bemerkt, dass die analytischen Formeln 
erst dann die Probe der völligen Klarheit bestehen, wenn man im 
Stande ist, sie wenigstens hypothetisch in lauter Zahlen zu über- 
setzen und für jedes Zeichen anzugeben, wie die Einheit seiner 
Zahl zu denken sei oder wie, falls die Zahl eine abstracte ohne 
BeUennungseinheit sein soll, diese abstracte Eigenschaft entstanden 
sei und sich rechtfertige. Wendet man diese Kegel der Ver- 
deutlichung und der Kritik auf die Kraftsymbole an, welche dieser 
Beleuchtung am bedürftigsten sind, so wird man schon für die 
Fundamentalgleichungen der Statik und Dynamik ein neues Licht 
gewinnen: ja man wird erkennen, dass die genaue Aufmerksamkeit 



auf den exaeten Rinn der Symbole hinreicht, um sich zu über- 
zeugen, dass Lagrauge nicht ööthig gehabt hätte, erst eine statische 
Fundamentalgleichung aufzustellen und die Statik abzuhandeln, 
ehe er die allgemeine dynamische Grundgleichung entwickelte. 

149. Kehren wir nun zum virtuellen Princip zurück, so 
sind die virtuellen Momente oder, wie Lagrange kurzweg sagt, die 
Momente der Kräfte im Grunde nur die Maasse der redncirten, 
in ihrer diffe rentieren Wirkung aufgefassten Kräfte selbst. Denkt 
man sich dir Ursachen der Reduction hinweg und nimmt also 
eine völlig freie Kraftwirknng auf einen freien Punkt an, so muss 
sich das Moment der Kraft im Rinne von Galilei und Lagrange 
ebenfalls als ein selbständiger Begriff denken lassen. Unter dieser 
Voraussetzung ist aber das infinitesimale Moment eben nichts als 
der in der vorigen Nummer gerechtfertigte Kraftausdruck, ver- 
mehrt um einen gleichgültigen Factor, durch welchen das im 
Zeitelement zu durchlaufende Raumelement, oder aber dieses Raum- 
element dividirt durch das Zeitelemeut. repriisentirt wird. Es 
findet sich also, um in der neueren Ausdrucksweise zu reden, durch 
die Hinzufügung des elementaren Factors der abstracte Kraft- 
ausdruck in einen Ausdruck der elementaren Arbeit der Kraft, 
oder aber, wenn das Zeitelement noch als Divisor hinzutritt, ein- 
fach in einen infinitesimalen Ausdruck der Kraft verwandelt, 
indem im letzteren Fall das Raumelement dem Quadrat des Zeit- 
elements proportional ist und mithin nach der Division das Zeil- 
element als Factor der Kraft übrig bleibt. Auf diese Vorstellungsart 
haben wir jedoch hier bei der Behandlung Lagranges nicht näher 
einzugehen. 

Die virtuellen Momente stellen die elementaren möglichen 
Kräftewirkungeii vor. Für die freie Kräftewirkung sind sie den 
Kräften selbst proportional und bedürfen für den Fall, dass man 
die elementaren Hülfsgrösseu entfernt, keiner andern Repräsentation 
als derjenigen durch die Kraftsymbole. Nimmt man also au, dass 
die Kraftwirkimgen alle in einer Coordinatenaxe liegen, so sind 
ganz einfach die Ausdrücke für die Kräfte mit Rücksicht auf die 
Vorzeichen zu summiren, um die resultirende Kraft, d. h. die 
Gesammtkraft oder collective Massenbeschleuiiigutig zu erhalten, 
die längs dieser Coordinatenaxe wirkt. Soll Gleichgewicht vor- 
handen sein, so muss die algebraische .Summe der Kräfte gleich 
Null sein. Genauer drückt man sich jedoch aus. wenn man sagt, 
dass dies die Bedingung der Ruhe oder vielmehr der Abwesenheit 
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einer resultirenden Bewegung sei. Es erinnert nämlich der Aus- 
druck Gleichgewicht zu leicht an die einschränkenden Bedingungen, 
die vermöge einer besondern Systemverfassung, also irgend einer 
Verzeichnung der Bahnen oder relativen Geschwindigkeiten ein- 
treten. Wir haben aber soeben vorausgesetzt, dass die Kräfte 
frei, d. b. ohne solche Bedingungen wirken sollen. Siebt man 
näher zu, so schliesst allerdings jede Combination von Kräften 
wenigstens eine gegenseitige Einschränkung ein, und diese Ein 
schrüiikung kann in einem weiteren Sinne als Systemverfassun 
angesehen werden. Aus diesem Gesichtspunkt wäre nur die isolirte 
Kraft, völlig frei, und das Hinzutreten einer zweiten Kraft, die an 
demselben Punkt wirkt, constituirte schon ein System. Diese all- 
gemeine Bei rächt uugsart ist nun für die Anwendung des virtuellen 
Princips sehr nützlich, indem sie überall eine Beschränkung der 
Kraft wirkung voraussetzen lässt und nur zu der einzigen Unter 
Scheidung zwischen festen Hindernissen und solchen Bedingunge 
nöthigt, die nur tu der Combination mit andern Kräften von modificir 
barem Effect ihren Grund haben. Indessen auch diese Unter 
Scheidung lässt sich durch eine allgemeinere Vorstellungsart er 
setzen, aus welcher grade Lagrange die besten Früchte gezoge 
bat. Zunächst könnte man die festen Bahnen und vorgeschriebenen 
Geschwindigkeitsrelationen als durch Kräfte verursacht ansehen, 
die in Vergleich ung mit den andern an dem System wirkenden 
Kräften unüberwindlich oder, wie man auch wohl gesagt hat, un- 
endlich gross sind. Letztere Seite dieser Idee hat jedoch etwas 
entschieden Unklares; in der Wirklichkeit sind die festen Hinder- 
nisse durch Kräfte vertreten, die nur unerheblich wenig nach- 
geben. Man müsrite diese Gedankenform also erst im Sinne eines 
richtigen Uuendlicbkeitsbegriflfs bearbeiten, um sie zum Gebrauch 
in einem strengen System geschickt zu machen. Doch bedürfen 
wir hier dieser Untersuchung nicht, da Lagrange selbst einen ganz 
andern Weg eingeschlagen hat, welcher auch weit natürlicher ist. 
Er führt nämlich unbestimmte Kräfte ein, welche die Reactionen 
des mechanischen Systems gegen die an demselben wirkenden 
Kräfte, vertreten. Die Grösse jener Klüfte bleibt unbestimmt. 
Führt mau sie aber ein, so kann das System im gewöhnlichen 
Sinne als frei gelten: denn die Verbindungen im System und die 
diesen Verbindungen entsprechenden Hediugtnigsgleichuugen sind 
durch die unbestimmten Kräfte und deren (virtuelle) Momente 
ersetzt. 
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Nehmen wir nun wieder unsere einzige Coordinatenaxe vor, 
so können wir uns zwischen den auf derselben bewegten Körpern 
allerlei willkürliche Bedingungen gegeben denken, die sich durch 
die unbestimmten Kräfte ersetzen lassen. Diese unbestimmten 
Kräfte sind aber mit der abgeleiteten Function multiplicirt zu 
denken, welche die Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes aus- 
drückt. Es bleibt mithin au ihnen nur der eigentliche Kraftfactor, 
nicht aber die virtuelle Geschwindigkeit unbestimmt, mit welcher 
sie sich entwickeln. Auf diese Weise ergeben sieh neue Glieder 
der Summe, welche diejenigen Kräfte vorstellen, welche die System- 
verfassung ersetzen. Jedoch tausche man siel nicht darüber, dass 
die fest vorgeschriebenen Umstände der Bewegung weniger durch 
die unbestimmten Kraftfactoren selbst als durch die zugehörigen 
abgeleiteten Functionen ausgedrückt werden. Nimmt man dagegen 
das Product beider Factoren zusammen als Symbol für eine 
selbständige freie Kraft, so hat mau allerdings die Systemverfassung 
und die Bedingungsgleichungen durch eine Anzahl von Kräften 
ersetzt. Diese letztern Kräfte treten mm als Glieder zu den 
andern Kräften und bilden zusammen mit diesen eine algebraische 
Summe, welche die collective Massenbeschleuniguug oder mit 
andern Worten die resultirende Kraft auf der Coordinatenaxe ergiebt. 

Vertauscht mau das einfache Arrangement auf unseren - einzigen 
Coordinatenaxe mit eben denselben Beziehungen, jedoch so, dass diese 
Beziehungen auf unserer Axe als ßeductioiien von Verhältnissen 
gedacht werden, die an sich selbst nicht durch eine einzige 
Axenreduction vollständig aufgefasst werden können, so erhält mau 
die Grundvorstelhing und Grundgleichung, von welcher Lagrange 
in der Funetioneutheorie ausgeht. Die Rcduction auf drei Axen 
schliesst die Zerlegung der Kräfte und Geschwindigkeiten ein, 
und von dieser Voraussetzung haben wir schon gehandelt. Ist 
diese Voraussetzung aber einmal anerkannt, so reduciren sich alle 
übrigen prinripiellou Fragen auf die Beziehungen, die auf einer 
einzigen Coordinatenaxe statthaben. Jede Kraft, jede vorgeschriebene 
Geschwindigkeit, jede Bedingungsgleichung, kurz jede gegebene 
Noth wendigkeit, Möglichkeit oder Thatsache kann auf die Coor- 
dinatenaxe reducirt, d. h. in demjenigen Theil festgestellt werden, 
welcher für die Richtung dieser Axe gilt. Die Kräfte finden sich 
alsdann mit den Cosinus der Winkel multiplicirt, welche ihre 



') Theorie des fouetions anal. 2. Aid. o. Abth. Caj>. 5 Art. 26. 



— 358 



Kichtimgen mit der Axe bilden. Die unbestimmten Kräfte aber 
erhalten einen andern Factor, der eigentlich die Hauptsache und 
den Ausgangspunkt bildet, nämlich die nach der fraglichen Cour- 
dinate von der Bedingungsgleichung abgeleitete Function. Diese 
Function vertritt das Virtuelle in der Kraftwirknng, d. h. sie giebt 
die Determination der Bewegung nach Maassgabe der .System- 
Verfassung und der Bedingungsgleichung an. Drückt mau sie in 
der Art Lagranges ohne die infinitesimalen Hülfsgrössen aus, so 
zeigt sich zugleich, wie das virtuelle Princip nicht eigentlich von 
der Grösse der Verschiebungen, sondern von denjenigen Grösse 
bandelt, die der Entstehung der Verschiebungen gleichsam erzeugen 
vorangehen und, auch abgesehen von jeglicher Bewegung, in einer 
streng punktuellen Position oder speciell im Gleichgewichtszustand 
selbst vorhanden sind. 

Durch die hier fragliche algebraische «Summe der gegebenen 
reducirten und der unbestimmten, mit den abgeleiteten Functionen 
multiplicirten Kräfte kann ebensogut Null als irgend eine resul- 
tirende Kraft gegeben sein. Diese Aufstellungsart der Beziehungen 
hat also auch noch den Vortheil, solort bemerken zu lassen, wie 
das virtuelle Princip seine Anwendung nicht blos im FaU des 
Gleichgewichts habe, sondern ganz allgemein für die Bewegung 
und jede Kräfteconibination gültig sei. In diesem allgemeinsten 
Sinne kommt es auf den einfachen Satz zurück, dass die Kraft 
uach Maassgabe der virtuellen Geschwindigkeiten wirken, oder dass 
sie mit den unbestimmten Kräften zusammengesetzt werden müssen, 
durch welche man sich die Virtualitäten, d. h. die Vonäeichnung'ii 
der BewegnugsmÖglichkeiten im System ersetzt denken kann. Hie- 
mit ist deim aber auch ersichtlich, wie das virtuelle Princip nur 
die (Jonsequenz eines richtigen Kraftbegriffs sei. Die einschränken- 
den Geschwindigkeitsverhältnisse sind nicht Grössen, die erst durch 
stetige Kraft Wirkung im Verlauf einer Zeit zu entstehen hätten; 
— es sind vielmehr Grössen, die mit der Systemverfassung un- 
mittelbar gegeben sind. Hieraus erklärt sich, dass die unbestimmten 
Kräfte einen Factor erhalten, welcher ein Geschwindigkeitsverhältniss 
ausdrückt. Aendert sich die Systemverfassung selbst im Verlauf 
der Zeit, so steht auch dies der Anwendung des Prineips nicht 
entgegen: denn man braucht die Anordnung zunächst immer nur 
für einen Punkt zu kennen, um die virtuelle Grundgleichung, d. h. 
überhaupt die allgemeine Kräftegleichung aufzustellen; In Wahrheit 
lehrt also das virtuelle Princip nichts weiter als die Suumürung 
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der Kräfte und /.war speciell derjenigen, deren Begriff und Wir- 
kung durch die ihrer Wirklingsart anhaftenden Geschwindigkeits- 
verhältnisse näher bestimmt wird. 

ISO. Das Eigonthümlielip des virtuellen Satzes liegt in der 
iHMÜcksiehligiing derjenigen Kräfte, die man die Systemkräfte 
nennen könnte, weil sie in der Verfassung des Systems ihren 
Grund haheu. Diese ]>erüeksiclitignng kann nun auf eine doppelte 
Weise Stätthaben. Entweder reducirt man die gegebenen, auf das 
System wirkenden Kräfte nach Maassgabe der Syst ein Verfassung: 
oder man fiilirt sie als freie Kräfte ein und stellt ihnen die vorher 
gekennzeichneten unbestimmten Systemkrün e zur Seite. Nur in 
dem erst eren Fall werden aus den gegebenen Kräften eigentliche 
virtuelle Momente gebildet. Im zweiten Fall haben aber diese 
Momente nichts virtuell Beschränkendes in sich aufzunehmen und 
sind nichts als die Ausdrücke freier Kräfte mit oder ohne den hier ganz 
willkürlichen Factor einer infinitesimalen Verschiebung. Das eigent- 
lich Virtuelle findet sich in diesem zweiten Fall in den Ausdruck 
der Systemkräfte und besonders in deren fuiictionelle Factoren 
verlegt, wie wir dies vorher auseinandergesetzt haben. 

In der Analytischen Mechanik stellt min Lagrange seine 
zunächst blos statische virtuelle Grundgleichung zuerst aus dem 
ursprünglicheren der beiden, eben erwähnten Gesichtspunkte auf. 
In der zweiten Section der die Statik enthaltenden Abtheilung 
werden die gegebenen Kräfte E Q u. s. w. zum Ausgangspunkt ge- 
nommen. Die Verfassung des Systems, auf welches diese nach 
ihrer freien, absoluten Grösse gegebenen Kräfte wirken sollen, gilt 
als beliebig. Um der grössern Allgemeinheit AVillen wird unter 
dieser Verfassung auch so zu sagen die Ve r f a ssungsl osigkei t . d. h. 
der Fall eines völlig freien Systems mitvorzustellen sein. Eine 
derartige Freiheit besteht in dem Maugel an Verbindungen zwischen 
den Punkten oder Körpern des Systems. Indessen stellt, wie 
wir schon öfter bemerkt haben, schon ein einzelner Punkt an sich 
selbst im weiteren Sinne eine Art Systemverbiudung vor, indem 
durch seine Vermittlung mehrere an ihm wirkende Kräfte einander 
beschränken und hindurch ein System mit einer wenigstens relativen 
Verbindung bilden. Fassen wir jedoch direct den Fall der ge- 
wöhnlichen System Verbindung ins Auge. Was diese Systemverbindung 
wirkt, besteht in den Virtualitäten, unter denen die gegebeneu 
Kräfte sich am System zu bethätigen vermögen. Die modificirte 
Wirkung der gegebenen Kräfte wird also, wenn wir mit Lagrange 
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die von uns Nr. 135) erörterte erste Aunässungsart der Reductionen 
zu Grunde legen, durch die virtuelle Verschiebung auszudrücken 
sein, welche durch die Kraft aus dein Gesichtspunkt der Richtung 
der Kraft hervorgebracht werden kann. Hiedurch wird zur absoluten 
Kraft eine Verhältuissgrösse hinzugefügt, vermöge deren sie sich 
redticirt. Ist also die Linie der gegebenen Kraft und zugleich der 
Abstand des Augrifispunktes vom Kraftcentrum p. so wird dp die 
virtuelle Veränderung dieses Abstandes oder, mit. andern Worten, 
die virtuelle Verschiebung des Angriffspunktes aus dem Ge- 
sichtspunkt der Kraftrichtung sein. Die Annäherung oder Ent- 
fernung des Augrifispunktes in Beziehung auf das Kraftcentrimi wird 
die Proportion ausdrücken, nach welcher die absolute Kraft P zu 
ihrer durch das System eingeschränkten Wirksamkeit gelangt. 
Man muss also an Stelle der absoluten Krall ihre virtuelle 
Reduction, d. h. ihr virtuelles Moment Pdp setzen. Da ein 
Gleiches in Beziehung auf die Kraft Q für den Abstand q gilt, 
so hat man das virtuelle Moment Qdq, und analoge Ausdrücke 
für die übrigen Kräfte. Da in diesen Ausdrücken die Vorzeichen 
schon mitberücksichtigt sind, je nachdem die Versehiebungs- 
projectioueu im Sinn oder gegen den Sinn der Kräftewirkuug oder 
der Messung der Abstände ausfallen, so hat man als virtuelle 
Gleichung des Gleichgewichts zwischen den Kräften P s Q u. s. w. 
den Ausdruck P dp -f Qdq -f- = 0. Dies ist die Fundamental- 
gleichung. Sie ist ohne gemeinsame Coordhiaten ausgedrückt; 
denn die Linien der Abstände der Angriffspunkte von den Kraft- 
centren sind noch keine Vertretung einer Reduction auf eine 
geringste Anzahl von Mitteln zur Angabe der Lagen. Jede Kraft 
ist für sich betrachtet, und man kann noch nicht einmal sagen, 
dass ihre Wirkung auf die Verbindungen des Systems reducirt 
sei, sondern muss umgekehrt sagen, dass die Verbindungen des 
Systems auf die Richtung der gegebenen Kraft reducirt sind. Mau 
hat also eine Anzahl beliebig gerichteter, bereits virtuell reducirter 
Kräfte, deren Summe gleich Null gesetzt wird. Nun kann man 
sich unmittelbar nicht sofort vorstellen, wie diese Kräfte in ganz 
verschiedener Lage sich algebraisch summiren sollen. Nur für 
zwei Kräfte, die auf derselben Linie wirken, ist diese Anschauungs- 
weise ganz klar. Diesem Mangel hilft aber die Möglichkeit ab, 
auch ganz verschieden gerichtete Kräfte vermittelst eines Fadens, 
der durch feste Punkte nach verschiedenen Richtungen gleichsam 
gebrochen wird, unmittelbar so aufeinander wirken zu lassen, dass 
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sie sich ganz oder theilweisp grade so summiren oder suhtrahiren, 
wie wenn es sieh um eine nngebrpeh^nö grade Linie handelte. 
Erinnern wir uns aussei dem der Umsehlingungen, welche die 
Intensitäten der Kräfte vorstellen, sowie überhaupt des ideellen, 
vom Flaschenzug abstrahirten Schema, so ist klar, dass Lagrange 
nicht nur ein Hecht hat, seine Formel als streng anzusehen, 
sondern dass er auch dafür gesorgt hat, dass man bei näherer 
Untersuchung verhindert werde, in seiner Fundamentalgleichung den 
Vortheil der Unabhängigkeit von bestimmten Coonlinaten zu ver- 
kennen. Uohrigons ist die. bekannte Summirung der elementaren 
WirkungsgrössiMi in Abstracüon von der Verschiedenheit der drei 
Coordinatenaxen diejenige Gestalt, in welcher sich die Zusammen- 
fassbarkeit der Beziehungen in eine einzige Gleichung anschaulich 
genug auch als Consequenz der gewöhnlichen Ableitungen herausstellt. 

151. In der vierten Section der Statik wird die eben ge- 
kennzeichnete Grundformel iu einer neuen und allgemeinem Form 
aufgestellt, deren Herleitungsmethode wir im Wesentlichen schon 
Nr. 149 besprochen haben. Es sollen nämlich die gegebenen 
Kräfte als frei gelten, indem die unbestimmten Kräfte hinzutreten. 
Die Geltendmachung dieses Gesichtspunktes vollzog sich in der 
Functioneutheorie nach Maassgabe der Reductionen der Kräfte und 
Bedingungsgleichungeii auf eine Axe. Hier fallen diese Reductionen 
fort; aber die Bedingungsgleichungeii können nicht anders als in 
Coordinaten gegeben vorgestellt werden. Allenfalls könnte mau 
sich die Bediuguugsrelatioueu ganz willkürlich eingekleidet denken; 
aber stets würden es Beziehungen zwischen den Oertern der Punkte 
oder Körper, also irgend welche Ausdrücke für die gegenseitigen 
Verbindungen sein müssen. Die Methode zur Aufstellung der 
universellen Gleichung ist nun bei Lagrange diejenige der un- 
bestimmten Miiltiplicatoren. Jede Bedingungsgleichung, die doch 
in ihrem blos geometrischen Ausdruck nur eine phorouomische 
Bedeutung haben würde, wird durch das Producf ihres vollständigen 
Differentials mit einem Ooefficieuten ersetzt. Dieser Coofficient 
stellt die unbestimmte Widerstandskraft vor, welche von der ein- 
schränkenden Bedingung ausgeht oder, besser gesagt, diese Be- 
dingung begleitet. Diese neuen Producte haben die Form virtueller 
Moniente und sind es auch iu der That, indem sie die Ver- 
bindungskräfte nach absoluter Grösse und den zugehörigen Ge- 
schwindigkeitsverhältnissen darstellen. 

Auf diese Weise findet sich die Grundgleichung um soviel 
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Glieder vermehrt, als Bedingungsgleielmngeu vorhanden sind. Die 
Virtuellen Momente der gegebenen Kriüte haben nun aber nicht 
mehr den ursprünglichen Sinn, sondern sind VorschiebungsmomeiUe 
freier Kräfte. Die Einschränkungen, die sonst schon in die Grössen 
der Verschiebungen verarbeitet, gedacht wurden, sind jetzt anders- 
wohin verlegt und /.eigen sich völlig sichtbar in den aus den 15r- 
dingungsgleiehtingen gebildeten Momenten der unbestimmten Kräfte, 

Die rein analytische Begründung, auf die sich Lagrange 
zunächst stützt, ist in der Aequivalenz zweier ÖperationsgruppeH 
/,u suchen. Man kann nämlich von der ersten Art der Gruud- 
gleichung ausgehen und die virtuellen Verschiebungen mit Hülfe 
der Hedingungsgleichnngeu näher bestimmen. Dies geschieht da- 
durch, dass ina]] die möglichen Variationen nach Maassgabe der 
Bedingungsgleichungen durch Elimination auf eine geringste An- 
zahl zurückführt. Dieses Eliminationsverfahren kann aber nach 
rein algebraischen Grundsätzen auch durch die Methode der un- 
bestimmten Coeffieienten ersetzt werden. Man hat also nur die 
BedingUngsgleiGhungen, soweit dieselben zwischen den Differentialen 
gelten, also die difl'erenzirteii Bedingtuigsgleiehungeii mit einem 
unbestimmten Coeffieienten zu versehen und zu der Hauptgleichung 
als Glieder derselben zu addiren. Die so entstehende Gleichung 
ist dem antieipirten El i in inat ions verfahren äquivalent. .Sie enthält 
in einem einzigen Ausdruck alle Bedingungen, die sonst mir in 
der Gleichungpgruppe gegeben waren. 

Der Geist dieser neuen Methode, die Fundamentalgleichung 
aufzustellen, besteht, wie von Lagrange auch ausdrücklich ') her- 
vorgehoben wird, besonders darin, die Anordnung des gegebenen 
mechanischen Systems auf den Fall eines freien Systems zurück- 
zuführen. In der That sind die Verbindungen durch Verbinduugs- 
kräfte ersetzt, und die Zusammensetzung dieser Verbind imgskräfte 
mit den gegebenen Kräften in der Gestalt einer Summe, in welcher 
beide Arten von Summanden selbständig hervortreten, ist das 
Wesen der neuen Grundformel. In dieser universellen Grund- 
gleiehuug sind weder die freien Kräfte auf die Verbindungen, noch 
die Verbindungen auf die freien Kräfte reducirt, sondern beide 
Gattungen von Elementen nebeneinandergestellt, um erst im Verlauf 
der weiteren Operationen ein Aequivaleut der Reduction zu ergeben. 
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152. Wir redeten bisher bei der Erörterung des Verfahrens 
v<m Lagrange nur von einer Grundgleichuug der Statik, wahrend 
wir oben in Bezug auf die Entwicklungen der Functiouentheorie 
(Xr. 149) schon die Leichtigkeit kennen gelernt haben, mit welcher 
die Summe der virtuellen Kraftmomente nicht minder als Aus- 
druck für jede beliebige Bowogmigsrcsultante, als wie für die be- 
sondere Resultante Null verstanden werden kann. Wir dachten 
uns dort, wo wir nur eine Axe vor Augen halten, die Masseu- 
beschleunigung auf dieser Axe, d. h. das l'roduet aus der Masse 
und der /.weiten abgeleiteten Function, als bosondern Ausdruck 
für die Bewcgungsresultauto auf der einen Seile der Gleichung, 
und so der Summe der gegebenen Kräfte und der Ausdrücke für 
die Wirkungen der unbestimmten Kräfte gleich gesetzt. An Stelle 
einer einzigen Massenbeschleunigung muss natürlich eine Reihe 
und Summe solcher Ausdrücke gedacht werden, wenn mehrere 
Körper als ein bewegtes Ganze gedacht werden sollen. Da aber 
abgesehen hievon jeder Körper eine verschiedene, ihm eigeuthüm- 
liche Bewegung haben kann, so bleiben wir bei der Vorstellung, 
welche die Bewegung jedes Körpers durch ein Proüuci aus Masse 
und Beschleunigung ausdrückt. 

Dies vorausgesetzt, begreift sieh das Verfahren Lagranges 
in seiner Analytischen Mechanik 1 ), durch welches er die Gruud- 
gleichuug der Dynamik gewinnt, fast ohne Weiteres. An die 
Stelle der auf der einen Seite der statischen Grundgleichung be- 
findlichen Null treten die Glieder, welche die resultirenden Be- 
wegungen ausdrücken. Bringt mau dieselben auf die andere Seite 
der Gleichung, um die allgemeine Form der Setzung gleich Null 
wiederzuerhalten, so muss man die Vorzeichen derselben wechseln, 
und bezieht man diesen Wechsel unmittelbar auf den Sinn der 
Kräfte oder virtuellen Momente, so zeigt sich schon analytisch, 
dass die den Bewegungsresultanten entsprechenden Kräfte im ent- 
gegengesetzten Sinne genommen werden müssen, um gegen die 
übrigen Kräfte Gleichgewicht zu formiren. Das d'AIembertsche 
Princip, auf welches sich auch noch Lagrange bei dieser Gelegen- 
heit beruft, und dem man die Zmiiekfühning der Dynamik auf 
die Statik zuzuschreiben pflegt, ergiebt sich streng genommen als 
eine blosse Folge des Calcüls. Hiebei ist natürlich vorausgesetzt, 
dass mau die Beziehungen der virtuellen Momente schon für den 
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Fall der Bewegung gelten lässt. Dies ist aber auch Sie natürliche 
Vorstelluugsart, und das Verfafirei) Lagranges in der Functiouen- 
ibeoric, welches eil Jahr/.ehnl junger ist, als der erste Entwurf 
der Analytischen Mechanik, hat hiefur Zeugniss abgelegt. Die 
Bewegung ist die allgemeinere Voraussetzung und das Gleich- 
gewicht unrein speciellei Fall der Kräftecoinbiuationeu. Da man 
nun jede Bevvegungsgleichung nach rein algebraischen Grundsätzen 
auf Null bringen kann, indem man die Vorzeichen der auf der 
einen Seite befindlichen Glieder wechselt, so bedarf es eben nur 
einer. Auslegung dieses Wechsels, um denjenigen Satz zu erhalten, 
den man, obwohl historisch Dich! ganz exact, das d'Alembertsche 
Princif» zu nennen pflegt. IVA tendiert führte nämlich, wie wir 
früher (Nr. 131) bemerkt haben, nicht unmittelbar, wie Lagrange 
und vor ihm in einzelnen Fällen auch linier, die entgegengesetzten 
Bewegungen eiu, sondern hielt sich eng an das Gleichgewicht der 
verlorneu Kräfte. Diese letztere Wendung ist aber bei der Auf- 
stellung der dynamischen Grundgleichung Lagranges nicht, zu 
In a liehen. 

Wenn jede Gleichung durch Redueirüng auf Null die Form 
einer statischen Beziehung erhält, so könnte mau umgekehrt meinen, 
dass jede statische Grundgleichung in eine dynamische Beziehung 
verwandelt werde, wenn man einen Theil der virtuellen Momente 
mit gewechselten Vorzeichen auf die andere Seite bringt, und es 
könnte scheinen, als wenn einuuddieselbe Gleichung ebensogut der 
Ausdruck für das Gleichgewicht wie für die Bewegung sein könnte. 
Hieraus folgt aber nicht, dass dieselben Kräfte in derselben 
algebraischen Combination gegen den Unterschied von Gleich- 
gewicht und Bewegung gleichgültig blieben. Dieser analytisch 
wichtige ii ml interessante Fall erläutert sich an dem einfachen 
Beispiel des Parallelogramms der Kräfte. Nimmt man die Be- 
wegungsresultante in entgegengesetzter Richtung, so hat man das 
Gleichgewicht zwischen drei Kräften. Ist alter dieses (.»leidige« ich I 
gegeben, so kann mau irgend eine der drei Kräfte zur Bewegungs- 
resultante machen, wenn man sie in entgegengesetzter Richtung 
nimmt, d. b. wenn mau ihr Vorzeichen wechselt. Die Gleichung 
wird aber, rein analytisch betrachtet, für beide Fälle dieselbe 
bleiben, und der ganze Unterschied wird darin bestehen, dass mau 
die Glieder auf beiden Seiten verschiedentlich vertheilt und dem- 
gemüss die Vorzeichen nach algebraischen Grundsätzen verändert 
denkt. Man könnte aber auch von dieser Vertheilung Abstand 
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nehmen und dieselbe Modifikation der Vorstellung erreichen, wenn 
mau gehörigen Orts die Vorzeichen durch gleichwert Inge Com- 
l)iuationen, also z. 13. Plus durch ein doppeltes Minus ersetzt, oder 
die Operationszeichen unmittelbar zu den Kräften zieht, oder end- 
lich die Kräftevorzeichen iu Operationszeichen verwandelt und die 
Kräfte dann absolut nimmt. Unter allen Umständen können aber 
dieselben, ihrem Sinne nach genau bestimmten Kräfte in ihrer 
(lesammtcombination nur einerlei Resultat geben. Aendert man 
die Vorzeichen, und bezieht man diese Aendeimigen auf die Kräfte 
selbst, so führt man eigentlich ganz andere, nämlich die entgegen- 
gesetzten Kräfte ein. Man kann also nicht sagen, dass dieselben 
identischen Kräfte noch das Material der Relation bilden. Aendert 
man %, B. alle Vorzeichen, was algebraisch erlaubt ist, so hat 
man ein äquivalentes Kräftesystem, für welches ebenfalls Gleich- 
gewicht besteht, wenn es vorher bestand. Die algebraisch mög- 
lichen Relationen, die bei übrigens gleichen absoluten Grössen der 
Kräfte aus einer und derselben Gleichung durch Aenderuug der 
Vorzeichen und durch Trennung der Glieder auf zwei Gleichungs- 
seiten formirt werden können, werden daher die verschiedensten 
Auslegungen gestatten. Man wird allerdings die Gleichung des 
Gleichgewichts durch Abtlieilung der Glieder iu eine Gleichung 
der Bewegung' verwandeln können, wenn nicht etwa zufällig die 
abgetheilten Gliedergruppen auch für sich allein gleich Null und 
im Gleichgewicht sind. Diese Verwandlung jeder rein statischen 
in eine dynamische Gleichung geht aber nur vor, indem eine An- 
zahl Kräfte in entgegengesetzter Richtung genommen wird, so dass 
also die Kräfte nicht dieselben bleiben. Da sich nun der Sach- 
verhalt analog stellt, wenn man eine dynamische Gleichung auf 
Null bringt, so ist klar, dass zwar kein Grund vorhanden ist, 
analytisch zwischen den Bewegungsgleichuugen und den Gleichungen 
des Gleichgewichts einen Unterschied zu machen-, dass aber, sobald 
man nicht blos auf die absoluten Grössen der Kräfte, sondern auch 
auf deren gegebene Richtungen und mithin auf die ihnen an- 
haftenden Vorzeichen Acht hat, die Bewegung oder das Gleich- 
gewicht an den Operationszeichen erkennbar werden müssen. Wir 
lassen uns jedoch auf diese Untersuchung hier nicht ein, da es 
uns an dieser Stelle auf das analytisch Gemeinsame der statischen 
und dynamischen Gleichungen weit mehr ankommt, als auf das 
Unterscheidende. 

Die neue Gattung von Gliedern, durch deren Sichtbarmachung 
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die dynamische Grundgleiehnng von der statischen unterschieden 
ist. wird von Lagränge sofort in Beziehung auf Axen ausgedrückt. 
Die Besehleiiniguiigen nach diesen Axen ninlliplieirt mit der Masse 
stellen die Kraft vor. welche der Bewegung auf der Ate entspricht. 
Setzt man die Verschiebung nach Richtung der Axe noch als 
Factor hinzu, so hat man das virtuelle Moment derjenigen Kraft, 
welche der wirklichen Bewegung entspricht. Eine Summe solcher 
Ausdrücke vermehrt nun die Glieder der statischen Gmudgleichiiiig 
und zeichnet sich zugleich durch den Wegfall der Symmetrie aus, 
indem die gegebenen Kräfte auf ihre eignen Richtungen, die den 
Bewegungen entsprechenden Kräfte aber auf \xen bezogen sind. 
Redueirt man die Gleichung auf Null, so kann dies in zweierlei 
Art geschehen, indem man entweder den statischen Bestandteil 
mit ümkehrung aller seiner Vorzeichen auf die Seite des dyna- 
mischen, oder den letzteren auf die des ersteren bringt. Genauer 
ausgedrückt, könnte man nur von einem statisch aussehenden Be- 
standteil, d. h. derjenigen Glied ergruppe reden, welche, wenn 
der dynamische Theil gleich Null wäre, Gleichgewicht bedeuten 
würde und übrigens in der Form der statischen Grundgleiehnng 
bezeichnet ist. 

Je nachdem mau eine dieser Verfahrungsarten wählt, ent- 
spricht auch die Vorstellungsart der gewöhnlichen, oder einer 
andern ebenfalls möglichen Auffassung. Anstatt nämlich die 
resultirende Bewegung in entgegengesetzter Richtung zu nehmen 
und so eine Gleiehgevvichtsvorstelluug zu erzeugen, kann man auch 
sämmtlicbe Bewegimgscomponenteu, d. h. die gegebenen Kräfte 
in entgegengesetzter Richtimg nehmen, wie schon der einfache 
Fall des Parallelogramms der Kräfte veranschaulicht. Im Wesent- 
lichen entspricht zwar auch diese zweite Anschauungsweise der 
ersten: aber man lernt aus ihr noch besonders den Geist der 
Beziehungen kennen, vermöge deren jede Gleichung zwischen 
Kräften ohne Weiteres als eine Aequivalenz von zwei Gruppen 
von Bewegungssummen angesehen werden kann, die, sobald sie 
gegen einander wirkend gedacht und daher von einander subtrahirt 
werden, ein Gleichgewichtssystem ausmachen. 

153. Nach dem Vorangehenden würde der Streit, ob eine 
statische Grnndgleichung in der dynamischen Fassung oder aber 
eine dynamische Grundgleichnng in der statischen Reductiou der 
zutreffendste Gesichtspunkt für die Auffassung 4er mechanischen 
Fuudameiltalheziehuug werden müsse, ganz müssig sein. In Wahr- 



hteit giebt es weder ein» 1 ausschliesslich statische noch specifisch 
dynamische Grundbeziehung, sondern kurzweg eine allgemeine 
Kräftegleichung, die mit ihrer Allgemeinheit aber den zufälligen 
Gegensatz des Statischen und des Dynamischen hiuausreielit. Sind 
die Kräfte, oder, was wesentlich dasselbe ist, deren virtuelle 
Momente gegeben und zwar auch dem Vorzeichen nach genau 
bestimmt, so wird die Zusammenfassung dieser Kräfte durch die 
Operationszeichen geregelt. Das Resultat dieser Zusammenfassung 
ist wiederum eine Kraft oder deren Moment , und wenn dieses 
Resultat seiner unentwickelten Form, d. Ii. den zusammenzufassenden 
Kräften gleichgesetzt wird, so ist dies die fundamentale Kräfte- 
gleichung, die man übrigens noch auf Null bringen kann. Gleich- 
gültig aber bleibt es, mit welcher realen Vorstellung man diese 
Reduction hegleite. Zieht man das gewechselte Vorzeichen nicht 
als Zubehör zum Resultat, also nicht zur Kraft oder zur Bewegung, 
sondern nimmt man es als abgelöstes Operationszeichen, so bedeutet 
auch die reducirte Form nicht nothwendig ein Gleichgewicht, 
sondern stellt nur die Thatsache dar, dass zwei absolut vor- 
gestellte Bewegungen einander gleich sind und mithin zur Differenz 
Null haben. Analytisch ist also die Hineinlegung einer Gleich- 
gewichtsvorstellnn^ nicht nothwendig, sondern nur möglich und 
hängt davon ab, dass man die Vorzeichen unmittelbar zu den 
Kräften ziehe, um sie so im Sinu^ einer entgegengesetzten Wirkung 
interpretiren zu können. 

Nach Lagranges Anschauungsweise ist die allgemeinste 
Formel die dynamische und zwar unter der Voraussetzung, dass 
sie einen statischen Sinn erhalte. Die Verallgemeiueruugsproceduren, 
welche durch unmittelbare Berücksichtigung der Bedingungs- 
gleichungen vermittelst der unbestimmten Kräftecoefricienteu für 
die statische Gruudgleichtmg statthatten und deren Gliederzahl 
vermehrten, werden auch auf die dynamische Grundgleichung über- 
tragen , ). Eine besondere Nachweisung wäre hiefür nicht einmal 
nöthig gewesen, da ja die dynamische Grundgleichung direct als 
statisch und nur indirect als Bewegnugsgleiehung angesehen wird. 

Obwohl Lagrauge erst die Statik und dann die Dynamik 
darstellt und obwohl er die dynamische von der statischen Grund- 
gleichung unterscheidet, so behandelt er, wenn auch nicht aus- 
drücklich, so doch thatsächlich eigentlich nur eine einzige, für die 
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gesamnitc Mechanik gültige, universelle Kräftegleichung. Audi 
haben wir gesehen, dass er iu der Functionentheorie in der frag- 
liehen Beziehung von vornherein keinen Unterschied zwischen Statik 
und Dynamik macht. In der Analytischen Mechanik zeigt der 
äussetiiclie Parallelismus der Abschnitte und Gegenstände, die in 
der Statik und Dynamik mit der vollkommensten Analogie und 
unter Wiederholung derselben Gesichtspunkte einander entsprechen, 
dass die Strenge der Systematik viel gewonnen haben würde, wenn 
die allgemeinen Eigenschaften des Gleichgewichts als besondere 
Folgerung aus der allgemeinen Kräftogleicluing und mithin iu der 
engsten Beziehung zu den allgemeinen Ilgens chaften der Bewegung 
entwickelt worden wären. Der rein analytische Gesichtspunkt wies 
hierauf hin. Namentlich würde die Darlegung der Methoden, 
nach denen die beiden Grundgleichiingeii zu bearbeiten sind, sich 
auf diese Weise nur auf eine einzige Kräftegleichung zu be- 
ziehen gehabt haben. Die Verdoppelungen dieser methodischen 
Angaben wären vermieden worden, und das Allbeherrschende der 
einfachen Yerfahrungsgruudsätze wäre noch entschiedener sichtbar 
geworden. 

Wir gehen die Hauptregel an, nach welcher Lagrange au. 
der GntEdgleichung (in beiden Formen oder in beiderlei Sinn) die 
allgemeinsten Wahrheiten der Mechanik entwickelt und alle be- 
sondern Probleme wenigstens in die Gestalt einer zur Lösung 
genügenden Gleiehungsgruppe gebracht wissen will. In der uni- 
versellsten Ausdrucksart der Fundamentalgleichung, nämlich in 
derjenigen mit den Coefficienten, sind die Verschiebungsvariationen 
überall an sich selbst als frei, d. h. als unbestimmt zu betrachten, 
und ihre nähere Bestimmung liegt erst in dem Gedanken der Ver- 
bindung der verschiedeneu Glieder dieser universellen, bereits 
Alles enthaltenden Gleichung. Indem man diese Gleichung bear- 
beitet und nach den verschiedenen Versehiebmigsvariatiouen ordnet, 
wird man zugleich erkennen, welche virtuellen Verschiebungen 
unabhängig und willkürlich bleiben. Indem man dann nach rein 
algebraischen Grundsätzen die Factoren jener arbiträren Elemente 
gleich Null setzt, erhält man die Particulargleiehungen, aus denen 
man dann noch die unbestimmten Kräfte zu eliminireu hat. 

Leichter übersehbar, wenn auch meist nicht bequemer, ist 
der Grundsatz, nach welchem mit der Grundgleichung verfahren 
wird, wenn dieselbe nicht die universelle Form der Ausstattung 
mit den unbestimmten Coefficienten hat. Alsdann sind die virtuellen 



Verschiebungen nicht als die willkürlichen, wie sie für freiwirkende 
Kräfte statthaben, sondern als bedingt vorzustellen, und diese 
Bedingtheit ist in den Bedinguugsgleichungen zu suchen, welche 
die Systemverfassung vorstellen und als Data des Problems noch 
neben die allgemeine Grundgleichung zu netzen sind, um derselben 
überhaupt erst einen bestimmten Sinn zu ertheileu. Die Be- 
ilinguugsgleichungen werden nun Relationen zwischen den virtuellen 
Verschiebungen liefern, ludern man diese Relationen benutzt, um 
durch Substitution und Elimination die virtuellen Variationen der 
H\ uudgleichung auf eine geringste Zahl unabhängiger und willkür- 
licher Verschiebuugselemente zu reduciren, erhält man wiederum, 
wie im ersten Fall, die Particulargleichungen der besondern Auf- 
gabe. In jedem Fall t heilt sich also die Ausgangsgleichung nach 
Maassgabe der l'edingungsgleiohungen, in eine Anzahl particulärer 
BTräftegleichungeu, deren jede dadurch entsteht, dass der Coefficient 
eines willkürlichen VariationselemÄtttB gleich Null gesetzt werden 
iniiss, um der Gesammtgleichung zu genügen. 

154. üiti einen Begriff von der Systematik zu geben, die 
der Analytischen Mechanik von Lagrange zu Grunde liegt, mögen 
einige äüsserliöhe Angaben vorangehen. Jede der beiden Ab- 
bheilungen, durch welche die Mechanik in die Statik und Dynamik 
gesondert wird, ist in den vier ersten Abschnitten vollkommen 
analog ausgeführt. Sowohl der Statik als auch der Dynamik geht 
eine historische Skizze über die Prinzipien voran, die sich ana- 
lytischer Ausführungen, ja überhaupt des Gebrauchs von Formeln 
mit einer einzigen, in der zweiten Ausgabe hinzugekommenen 
Ausnahme enthalt. Diese Ausnahme betrifft höchst bezeichnender- 
weise den Flaschenzugbeweis des Princips der virtuellen Geschwindig- 
keiten. Uebrigens drückt Lagrange in diesen beiden historisch 
principiellen Einleitungen auch die specifisch analytischen Begriffe 
fast ausnahmslos in blossen Worten aus. Aehnliche Skizzen sind 
dann noch für Hydrostatik und Hydrodynamik bei dem Uebergang 
zu diesen beiden Verzweigungeu der Mechanik eingeschaltet. 

Die eigentliche Systementwicklung beginnt sowohl in der 
Statik als in der Dynamik erst mit dem zweiten Abschnitt. Die 
zweiten Sectionen enthalten nämlich die Aufstellung der Fundamental- 
gleichung und einige Hülfsoperationen zur Erläuterung der Be- 
standteile derselben in ihrer statischen und in ihrer dynamischen 
Gestalt. Die dritten Sectionen enthalten die allgemeinen Eigen- 
schaften des Gleichgewichts und diejenigen der Bewegung, wie sich 



dieselben aus den Gnmdgleiehungen herleiten lassen. In der Statik 
sind es also die drei Gleichungen, welche die Möglichkeit einer 
translatorischen Verschiebung des Systems ausschliessen, die zuerst 
nach der allgemeinen Regel entwickelt werden. Dann folgen die 
drei Gleichungen, welche die rotatorische Verschiebung unmöglich 
machen. Mit diesen bekannten sechs Gleichungen sind die ganz 
allgemeinen Bedingungen des Gleichgewichts verzeichnet. Der 
Mangel einer Bewegimg der Fortsehiehung nach den drei Dimen- 
sionen des Raumes ergiebt eine Art von Gleichgewicht, neben 
welchem eine Rotation bestehen könnte. Um auch die letztere 
auszuschließen und so das Gleichgewicht vollständig zu machen, 
iiiuss der Mangel der Bewegung in Rücksicht auf die ebenfalls 
nach den drei Dimensionen denkbare Rotation festgestellt sein, und 
dies geschieht in Beziehung auf drei Axen wiederum durch drei 
Gleichungen. Da die Dreizahl von den drei Dimensionen des 
Raumes herrührt, so ist eigentlich nur eine fundamentale Doppel- 
heft von Bedingungen vorhanden. Auf diesen Dualismus der 
Translation und der Rotation mnss mau von vornherein achten, 
um die Ebeumässigkeit in der Gliederung und Ableitung des 
mechanischen Wissens zu beurtheilen. 

Wesentlich ist in dem fraglichen dritten Abschnitt ausser 
der Herleitung der sechs Gleichungen des Gleichgewichts noch die 
Erörterung der Beziehungen zum Schwerpunkt, ganz besonders aber 
die Darlegung der Maxima oder Minima, welche im Fall des 
Gleichgewichts statthaben, und von denen wir bei der Erörterung 
des Prmeips der geringsten Wirkung (Nr. 129) gesprochen haben. 
Der unumgängliche Inhalt des den allgemeinen Eigenschaften des 
Gleichgewichts gewidmeten Abschnitts beschränkt sich jedoch auf 
das, was den sechs Gleichungen entspricht. Weiss man dies, so 
wird man den Parallelabschnitt in der Dynamik und dessen Ana- 
logien besser verstehen. 

Der eben erwähnte Farallelabschnitt, d. h. die dritte Section 
der Dynamik, behandelt an erster Stelle die Bewegung des Schwer- 
punkts eines beliebigen Systems und das Priueip der Flächen. 
Diese beiden Gegenstände begreifen für ein bewegtes System die 
genaue Analogie dessen, was für ein G leidige wiehtssystem jene 
sechs Gleichungen oder mit andern Worten die Bedingungen der 
Nichttranslation und der Nichtrotation bedeuteten. Lässt man also 
den Schwerpunkt als blossen Hülfsbegriff und die engere Fassung 
des Flächeuprincips zur Seite, so wird man eben nur die allge- 
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ineinsteu positiven Eigenschaften der vorhandenen Bewegung eines 
beliebigen Systems gekennzeichnet erhalten, und diese positiven 
Charaktere der Bewegung eines beliebigen Systems, die sich eben- 
falls in sechs Gleichungen ausdrücken, werden sich in ihrer un- 
mittelbaren differentiellen Form von den Norminmgen des Gleich- 
gewichts nur durch die Interpretation der Vorzeichen unterscheiden. 
Das specifisch Dynamische, was im Princip der Bewegung des 
Schwerpunkts und im Princip der Flächen ausgesagt wird, ergiebt 
sich erst mit den Integrationen. Abgesehen von diesen Integra- 
tionen fallen die Norminmgen für Statik und Dynamik in den 
sechs charakteristischen Gleichungen analytisch zusammen und 
drücken eine gemeinsame Beziehung aus, die jedem mechanischen 
System für einen Zeitpunkt eigen sein muss. Die Hinweisung 
auf den besondern Fall des Gleichgewichts beruht, wie gesagt, auf 
nichts weiter als auf der Auslegung gewisser Vorzeicheu, die man, 
anstatt sie zu dem Ausdruck der Kräfte oder Beschleunigungen 
zu ziehen, als blosse Operationszeichen isolirt, so dass gewisse 
Kräfte die wirklieben, d. h. die resultirenden Bewegungen vertreten. 

Bei der Bewegung eines Systems im Allgemeinen wird von 
dem besondern, innern und gegenseitigen Veränderungen abstrahirt. 
Aus diesem Grunde kann die allgemeine Eigenschaft der Bewegung 
eines Systems eben nur eine Eigenschaft der Bewegung des 
Schwerpunkts sein, welcher das System als Ganzes repräsentirt. 
Analog tritt nun das Flächenprincip oder mit andern Worten der 
Satz von den Kotatiousmonienten hinzu. Es ist also derselbe 
Dualismus der Translation und Rotation, der in der Dynamik mit 
der vollkommensten Analogie wiedererscheint und die ersten all- 
emeinen Eigenschaften der Bewegung ergiebt. Ausserdem erinnere 
man sich noch des Satzes von der Constanz der auf eine beliebige 
Ase reduoirteii und so summirten Bewegungsgrössen, Mau wird 
alsdann einsehen, dass es zwei Grundeigensehaften der Bewegung 
eines beliebigen Systems giebt, die als punktuell attfgefasst, offenbar 
mit den Grundformen der Kräfteverhältnisse im Gleichgewicht 
zusammenfallen. Ein weiteres Eingehen auf diese wichtigen 
(Jebereinstimmungeu ist hier überflüssig, da wir auf die fraglichen 
Analogien schon bei der Besprechung der verschiedeneu Principieu 
(Nr. 124) hingewiesen haben. 

Ausser den Differentialgleichungen, durch welche sich die 
allgemeinen Eigenschaften der Bewegung eines beliebigen Systems 
kennzeichnen, werden in der dritten Sectiun der Dynamik noch 

24* 
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diejenigen Eigenschaften entwickelt, welche das Prineip der 
h'l 'endigen Kräfte und dasjenige der geringsten Wirkung vorstellen. 
Die Ausführung der Eigenschaften der Bewegung in Beziehung 
auf die Hanptaxeu ] ) ist eigentlich nicht als die Herleitung einer 
neuen fundamentalen Eigenschaft, sondern nur als eine Ergänzung 
der Grnndvorstelluugeu über die Rotation zu betrachten. Die 
Hauptaxen bilden einen Begriff, den man als Correlat desjeuigen 
vom Seinverpunkt betrachten kauu. Aus diesem Grunde haben 
wir uns nach den Fundamentalgleichungen nur noch um di 
Gleichung der lebendigen Kräfte und um die Eigenschaften i 
Beziehung auf Maxima und Minima zu bekümmern. In diese 
beiden neuen Füllen sind es Integrationen der allgemeinen Kräfte- 
gleichuug der Mechanik, welche die neue Form der Beziehungen 
ergeben. Indem mau von den virtuellen Geschwindigkeiten oder 
vielmehr von den etil sprechenden Verschiebungen derartig ausgeht, 
dass mau diese Geschwindigkeiten oder Verschiebungen als die Be- 
tätigungen der Kräfte selbst betrachtet, gewinnt man, wie wir 
früher gezeigt haben, nach der Integration die halben Quadrat 
der Geschwindigkeiten. Leber die besondere Voraussetzung, di 
hier von Lagrange gemacht wird, ist ebenfalls schon (Nr. 112 
gehandelt. Hier interessirt uns auch nur der Umstand, dass eine 
Integration der allgemeinen Kraft egleiehung das Erhaltungspriucip 
ergeben kann. Die Vurfabruugsart zur Ableitung eines Princips 
der geringsten Wirkung beruht dann wiederum nur auf einer Be- 
arbeitung der Gleichung der lebendigen Kräfte. Jedoch ist das 
Prineip der geringsten Wirkung trotz der besondern Fassung, die 
ihm Lagrange (vgl. unsere Nr. 129) gegeben hat, noch imme 
eines derjenigen, dessen Ableitungsart am wenigsten auf di 
Systematik von Eiufluss werden darf. Es eignet sich also auc 
nicht, in positiver Weise über die Güte einer Systemanordnung zu 
entscheiden. In negativer Hinsicht tnuss es aber einem Lagrange 
als Vorzug ausgelegt werden, dass er dasselbe unter den all- 
gemeinen Eigenschaften der Bewegung an letzter Stelle auf- 
geführt hat. 

Da Integrationen, welche die Beziehungen zwischen endlichen 
Bewegungsgrössen oder zwischen lebendigen Kräften aufstellen, in 

*) Zuerst in Eulers Theoria motus corporum solidorum, 17<i5, neue Ann. 
1/90 (vgl. dort besonders Art. 446—447), während die erste Vorstellung vou 
der Existenz der drei freien Axen auf Segner, Specimen tkeoriae turbinuni. 
Halle 1765, zurückgeführt wird. 



der Statik nur indirect oder als ausschliesslich infinitesimale 
Grössen betreffend vorkommen, so ist der Parallelismus zwischen 
Dynamik und Statik insoweit vorhanden, als es sich in beiden 
Gebieten nur um die dem Augenblick entsprechenden Eigenschaften 
eines Kräftesystems, also in Beziehung auf das Verhältniss von 
Bewegungsraum und Zeil um Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung handelt. Das, was die Dynamik specifisch zu enthalten 
hat, betrifft die Bestimmung der Geschwindigkeiten und der Räume, 
also im Allgemeinen erste und zweite Integrationen der Ausgangs- 
gleichungen, die man sehr charakteristisch Momentaiigleichungen 
nennen könnte. 

Die beiden vierten Sectiouen entwickeln jene universelle Form 
der allgemeinen Kräftegleichung, die sich durch die Einverleibung 
der Bedingungsgleichungen mit den unbestimmten Coefficienten 
ergiebt und mithin die System Verbindungen iu ein Kräftesystem 
auflöst. Hiedurch erhält die ganze Combination den Charakter 
einer Gruppe von Kräften, die an sich frei sind, uud sich nur 
gegenseitig beschränken. 

Mit den erwähnten vier Abschnitten sind für die Statik wie 
für die Dynamik die allgemeinen und principiellen Lehren ab- 
geschlossen, und es beginnt mit den folgenden Sectionen das 
Gebiet der besondern Aufgaben, die mit der speciellen Beschaffen- 
heit einer gegebenen mechanischen Combination von Kräften und 
Verbindungsarten zusammenhängen. Die Auflösungsmethode beruht 
auch hier auf der allgemeinen Regel, die unabhängigen und will- 
kürlichen Verschiebungsvariationen zu ermitteln, indem man nach 
Maassgabi' der Bodingmigsgleiehimgeti in der einen oder andern 
Art die erforderlichen Eliminationen durchführt. 

155. In der Statik beginnt Lagrange die besondern Auf- 
gaben mit dein Fall, in welchem sich das mechanische System 
auf einen einzigen Paukt reducirt. Die Hegel der Zusammen- 
setzung der auf einen Punkt wirkenden Kräfte erscheint hier als 
als eine Specialisiraug 1 ) der allgemeinen, für jedes beliebige 
System entwickelten Gleichgewichtsbedingungeu. 

In der Dynamik treten an die Stelle der besondern Aufgaben 
zunächst noch Specialfälle von allgemeinerem Charakter. Die 
analytisch so wichtigen Approximationen und der Typus derjenigen 
Bewegung, bei der nur kleine Schwingungen eines Systems in 



l ) Mec. anal. Bd I (1811) Statik Sect. V Art. 7 fg. 



— 374 — 

Frage kommen, bilden den Uebergang. Alsdann folgt der für die 
kosmische Mechanik normgebende Fall eines freien Systems von 
Körpern, die als Punkte betrachtet werden können und von 
Attractionskräften afficirt sind. Hierauf gelangen dann die un- 
freien Bewegungen und endlich noch die schwierige Theorie der 
Rotation zur Behandlung. 

In der Statik, wo der Punkt den Anfang der besondern Auf- 
gaben machte, bildet natürlich der Körper von beliebiger Gestalt 
den Schluss. Dazwischen liegen die verschiedenen Verbindungs- 
arten durch biegsame Fäden und starre Linien, sowie die hieher 
gehörigen unter diese Schemata fallenden Einzelprobleme. wie das 
des Gleichgewichts am Seilpolygon und in der Ketteulinie. Für 
unsern Zweck ist jedoch die genauere Erwähnung der besondem 
Anwendungen überflüssig. Von Interesse sind in Rücksicht auf 
die Principien und das System nur die allgemeinen Methoden 
selbst, vermöge deren, abgesehen von den neuen Specialaufschlüssen, 
die alten Lösungen der besondern Aufgaben mindestens eine neue 
Form erhalten und, was das Wichtigste ist, in einen systematischen 
Zusammenhang treten, wie er früher noch nie in gleicher Voll- 
kommenheit sichtbar geworden war. Im Hinblick auf Lagranges 
Analytische Mechanik kann man behaupten, dass die besten Be- 
staudtheile der Darstellungsform, die sich bis heute in den Lehr- 
hüchern und Cursen dieser Wissenschaft antreffen lassen, oder in 
einzelnen Abhandlungen bekundet haben, die Grundgestalt der 
Auffassungsart iudirect oder direet jenem Fundamental werk ver- 
danken. Hiemit soll jedoch nicht gesagt sein, dass die systemati- 
sirenden, die Methode und den iuuern Zusammenhang aufklärenden 
Wirkungen der Leistung Lagranges abgeschlossen und erschöpft 
seien. Im Gegentheil scheint die Frage, inwieweit die universell 
umfassende Behandlmigs- und Auftässuugsart Lagrauges ohne Ein- 
schränkungen oder gar noch mit Erweiterungen durchdringen 
könne, that sächlich und geschichtlich noch nicht vollständig er- 
ledigt zu sein. 

Am welligsten hat sich die innige Verbindungsart Hahn ge- 
brochen, vermöge dereu Lagrange die Hydrostatik und die Hydro- 
dynamik am Schluss der Statik und Dynamik mir als besondere 
Anwendungsfälle der allgemeinen Mechanik behandelt uud bei 
diesen Zweigwissenschaften die zwar historische, aber rationell 
unhaltbare Aufstellung speciffscher Principien ausgeschlossen hat. 
Die besondern Eigenschaften, welche bei den Flüssigkeiten oder 
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bei" 'den Gasen gewisse sehr allgemein« Verhältnisse ihres Gleich- 
gewichts und ihrer Bewegung ausdrücken, sollen aus den allgemeinen 
Prineipien der Mechanik abgeleitet, aber nicht postoüirt werden. 
Das Einzige, was nach Lagrange als gegeben vorausgesetzl werden 
in ii ss, ist die besondere Gestaltung der Aggregation und der Ver- 
bindungsart zwischen den T heilen des Systems. Die Flüssigkeiten 
werden daher von vornherein als Häufungen von Molekülen be- 
trachtet, und man hat sich vorzustellen, dass die angreifenden 
Kräfte jedes der Theilchen erstens direct und zweitens noch indirect 
vermöge der gegenseitigen Beziehungen der Moleküle afliciren. 

Offenbar isl es eine unumgängliche Forderung der wissen- 
schaftlichen Technik, die Mechanik der Flüssigkeiten soweit als 
möglich zu einer blossen Consequenz der allgemeinen mechanischen 
Prineipien zu inachen. Schon lange vor Lagrange, ja schon bei der 
Grundlegung der modernen Wissenschaft hatte man angefangen, 
einzelne der allgemeinen mechanischen Gesichtspunkte unmittelbar 
auf das Verhalten der Flüssigkeiten zu übertragen. So hatte 
namentlich Galilei das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 
in dieser Richtung zur Anwendung gebracht. Indessen trotz aller 
Anläufe, die zur Geueralisiruug hätten führen können, hatte sich 
vorherrschend die alte, in der Verfahrungsart von Archimedes 
wurzelnde Ueberlieferung behauptet, demifolge gewisse speeifische 
Axiome den Eingang zur Mechanik der Flüssigkeiten eröffnen und 
so zugleich die Kluft offen halten mussteu, durch welche bis auf 
und nach Lagrange die Statik und Dynamik der Flüssigkeiten 
eine verhältnissmässig isolirte Wissensabtheilung bildete. Es ist 
nun das grosse Verdienst des Verfassers der Analytischen Mechanik, 
die Tragweite seiner allgemeinen Kn'iftegleicluiug über das Bereich 
der Flüssigkeiten erstreckt und so erst das Reich der Mechanik 
oder vielmehr ihrer allbeherrschenden Grundgesetze vervollständigt 
zu haben. 

156. Solauge die Statik der tropfbaren und der gasförmigen 
Flüssigkeiten noch besondere speeifische Prineipien zur Lösung 
ihrer Aufgaben voraussetzt, muss dies auch die Dynamik dieses 
Gebiets in demselben Maasse thuu. Denkt mau sich nämlich auch 
immerhin die Hydrodynamik vermöge des d'Alenibertschen Prineips 
auf die Hydrostatik, d. h. die Beweguugsgesetze der Flüssigkeiten 
auf die Gleichgewichtsbedingungen derselben zurückgeführt, so 
müssen mindestens die speeifiseh statischen Axiome, die man für 
da* Gleichgewicht der Flüssigkeiten zu Hülfe nimmt, auch in 



— 376 — 

der Dynamik der Flüssigkeiten eine, wenn auch nur mdirecte 
Grundlage abgeben. Hiezu kommen aber noch thatsächlich be- 
sondere Voraussetzungen der Hydrodynamik, welche dahin wirken, 
dass diese schwierige Wissenschaft als von der allgemeinen Mechanik 
ziemlich isolirt erscheint. 

Ohne hier wieder auf die besondern hydrostatischen Axiome 
von Archirnedes zurückzukommen, sei nur an den tastenden Zu- 
stand erinnert, in welchem sich die Hydrostatik in Kücksicht auf 
die Fassung ihrer Grimdprincipien sogar noch in der Mitte des 18. 
Jahrhunderts und selbst unter den Händen desjenigen Schriftstellers 
befand, der zuerst zu den allgemeinen Gleichungen des Gleich- 
geAvichts der Flüssigkeiten gelangte. Untersucht man nämlich 
Clairauts *) berühmte Arbeit über die Erdgestalt auf die Fassung 
der darin gebrauchten oder kritisirteu Principien der Hydrostatik, 
so fiudet man das Ringen nach einer einheitlichen Auffassung und 
namentlich nach einer Zurückfiihrung der Gleichgewichtsverhältnisse 
auf die gewöhnlichen statischen Principien nur erst bei einem sehr 
massigen Anfang. Zunächst handelt es sich nur um die Unter- 
ordnung der Huygheusschen Voraussetzung, dass zum Gleichgewicht 
der Oberfläche die Perpenticularität der centralen Kraftresultanten 
gegen diese Oberfläche gehöre, und der Newtonsehen Forderung 
eines Gleichgewichts der centralen Flüssigkeitssäulen unter ein 
umfassenderes und vollständigeres Princip. Es ist dies bei Clairaut 
das gleich an die Spitze gestellte 2 ), welches ausspricht, dass es 
zum Bestehen des Gleichgewichts nöthig sei, dass ein beliebiger 
canalförmiger Theil der Flüssigkeit, welcher dieselbe durchschneidet, 
für sich selbst im Gleichgewicht sei, so dass also in ihm alle 
Bestrebungen der Theilchen, sich vermöge der afficirenden Kräfte 
zu bewegen, einander aufheben. Dieser Canal kann mit seinen 
offenen Enden an der Oberfläche münden oder auch, wie Clairaut 
besonders deducirt, in sich selbst zurückkehren. Bouguer 3 ) hatte 
es in unzureichender Weise mit einer blossen Oombination der 
Huygheusschen Voraussetzung und des Newtouschen Kriterium.« 
versucht. Maclaurin dehnte das Newtonsche Merkmal, welches im 
Gleichgewicht der centralen Flüssigkeitssäulen bestand, dahin aus. 



l ) Theorie de la ngure de laterre, tiree des principe« de l'hydrostatique. 
Paris 1743 2. Aufl. 1808. ! > ibid. erste Abth. § 1. 

3 ) Comparaison des deux lois etc. in den Memoire* de l'Academi« 4es 
Sciences, 1734, S. 21. 
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dass um jeden beliebigen Punkt, d. h. um jedes Flüssigkeits- 
theilchen alle nacb der Oberfläche hin führenden Flüssigkeits- 
säulen gegen dasselbe einen gleichen Druck ausüben müssten. 
Weit allgemeiner war der erwähnte Ausgangspunkt Clairauts, und 
nach seinem Princip des beliebigen Canals gelangte er zur Auf- 
stellung der bekannten partiellen Differentialgleichungen, welche 
die Bedingungen des Gleichgewichts der Flüssigkeiten einschliessen. 
Das anregende Problem, in dessen Interesse man sich bis auf 
Clairauts in einem gewissen Sinn abschliessende Arbeit an der 
Bemeisterung der Gleichgewichtsbedingungen einer Flüssigkeits- 
masse mit jenen unzureichenden Principien versucht hatte, war 
die Bestimmung der Erdgestalt, d. h. das Verständniss der allgemeinen 
Form ihrer Oberfläche gewesen. Diese Form niusste sich aus 
rein hj'drostatischen Principien begreifen lassen, sobald mau im 
Allgemeinen die Aufgabe gelöst hatte, die Körperform anzugeben, 
in welcher eine Flüssigkeitsmasse dauernd im Gleichgewicht bleibt, 
wenn jedes ihrer Theilchen unter dem Einfluss der in diesem 
Fall fraglichen Kräfte der Schwere und der centrifugalen Rotations- 
antriebe steht, 

An Stelle des Clairautschen Canalpriucips kann inan un- 
mittelbar ein weit einfacheres setzen, welches an die erwähnte 
Maclauriusehe Idee erinnert. Man kann nämlich von dem Grund- 
satz der Gleichheit des Drucks in allen Richtungen ausgehen, sieh 
die Flüssigkeit in differentielle rechtwinklige Parallelepipeden zer- 
legt denken und für jede zwei einander gegenüberstehende Seiten- 
flächen Druck, Gegendruck und Kraft in Anschlag bringen. Die 
Antriebe müssen nach beiden Richtungen gleich sein, und man 
erhält so für drei Coordinatenaxen die Gleichungen des Gleich- 
gewichts. Dies ist die Art, auf welche zuerst Euler die seitdem 
üblich gewordene Ableitung der Gleichungen bewerkstelligte. Wae 
Euler in dieser Weise in den Memoiren der Berliner Akademie 
(von 1755 Bd. XI) vorgezeichet l ) hatte, und wonach man sich noch 
heute häufig richtet, genügte jedoch dem rastlos nach Ver- 
allgemeinerung strebenden Lagrange keineswegs. Dieser sah viel- 
mehr das Princip der Gleichheit des Drucks in jedem Sinne, 
welches die Eigenschaft der im Gleichgewicht befindlichen Flüssig- 
keit ausdrückt, als einen entbehrliche]] Erfahrimgssatz an *). Nach- 

') Prinöipes geueraux de l'&at de l'equilibre des fluides. 
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dem er der geschichtlichen Ueberlieferung zunächst dadurch ein 
gewisses Zugeständniss gemacht hatte, dass er in seiner an die 
.Spitze gestellten analytischen Darlegung das Gleichgewicht eines 
beliebigen Canals im Sinne Clairauts zum Ausgangspunkt machte, 
Hess er hierauf die völlig selbständige Ableituugsart der Gleich- 
gewichtsgleiehungen unmittelbar aus der universellsten Form der 
allgemeinen Kräftegleichung folgen. Diese Herleitung ') beruht 
einzig und allein auf einer geschickten Aufstellung der allgemeinen 
Form der Bedingungsgleiclumg, deren Variation, mit einem un- 
bestimmten Coefficienten versehen, dasjenige virtuelle Gesammt- 
moment ergiebt. welches zur Herstellung der universellsten Form 
dei fundamentalen Gleichgewichtsgleichimg nach der von uns 
(Nr. 151) auseinandergesetetzten Methode erforderlich ist. Lagrange 
unterscheidet biebei zwischen den als uuzusammeiid rückbar voraus- 
gesetzten und den gasförmig elastischen Flüssigkeiten. Im Fall 
der ersteren besteht für die übrigens als unabhängig von einander 
und tu jedei- Richtung frei beweglich vorausgesetzten Moleküle die 
Notwendigkeit, die Dichtigkeit ihrer gegenseitigen Lagerung bei- 
zubehalten. Das differeniielle Körperelemcnt wird also constant 
bleiben müssen, * und hierin besieht die Bediiigungsgleiehung. 
welche die besondere Form des Systems betrifft. Die Un veränder- 
lichkeil des Yolu in en trotz der Veränderung der Gestalt wird also 2 ) 
dadurch ausgedrückt werden, dass man <i.r<f>/(h — const. =0 als 
Bedingungsgleiclumg für die besondere Form des Systems ansieht und 
mithin die Variation dieses Ausdrucks, d. Ii. kurzweg die Variation 
des Volumeuelements mit einem unbestimmten Muiliplicator als 
Glied in die allgemeine Fundamentalgleichung einführt. Alsdann 
zeigt die blosse Gestalt dieser Gleichung unmittelbar das Ver- 
hältniss zwischen Statik und Hydrostatik an, indem sie bemerken 
lässt. dass die Beziehungen, welche für ein System freier und 
isolirter Punkte gelten, nur durch das der Voluineiiconstanz ent- 
sprechende ßediuguugsglied der Gleichung bestimmter gestaltet 
werden. Ja man könnte behaupten, dass sich fast keine einfachere 
Anwendung der allgemeinen Fmidamentalformel und des Princips 
der virtuellen Geschwindigkeiten denken lasse, als diejenige auf 
flüssige Systeme. 

157. Liegt dagegen der Fall eines elastischen Fluidum vor, 
so tritt au die Stelle diu- Volumeiiconstanz das Bestreben zur Ans- 



') Ibid. Sect. VII Art. 10 fg. 3 ) Ibid. besonders Art. Ii. 
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dehnung des Volumens. Man kann nun diese Elasticitüt entweder 
als eine Kraft mit ilirem virtuellen Moment den sonst gegebenen 
Kräften hinzufügen, wie es Lagrange tluit, oder man kann, um 
auch in der logischen Vorstellungsart die Ebenmässigkeit nicht zu 
verlassen, in der gegebenen Determination der Theilchen zur gegen- 
seitigen Abstossung ebenso eine besondere Systembedingung sehen, 
wie es im Fall der unzusammendrückbaren Flüssigkeiten die Volumen- 
eonstanz war. Alsdann erhält das sich in jedem Fall ergebende 
Ergänzungsglied der allgemeinen Gleichung nicht blos eine analytisch 
für beide Flüssigkeitsarten übereinstimmende Form, sondern auch 
einen entsprechend übereinstimmenden Sinn. Es ist nämlich auch 
für den Fall der gasförmigen Flüssigkeiten die Variation des 
Volumeuelements mit einem Coeftieienten zu den übrigen virtuellen 
Momenten in die allgemeine Fundamentalgleichung' einzuführen. 
Der sonst unbestimmte Coefficient ist aber in diesem Fall die mit 
dem System selbst gegebene Elasticität M. Auch Lagrange verfehlt 
nicht, diese Verwandtschaft der Form hervorzuheben: aber es 
scheint, dass er sich davor scheute, gegebene Kräfte, die nicht 
nach Art der Vorzeichuung fester Bahnen oder der Entgegensetzung 
fester Hindernisse wirken, sondern den äussern Kräften gleichartig 
sind, als eigentliche Systembediugungen gelten zu lassen. Indessen 
hat er selbst am meisten zur Ausgleichung dieses Unterschieds 
beigetragen, indem er durch die Einführung iler die System- 
verfassung ausdrückenden Glieder seiner universellen Kräftegleichung 
grade die Systembedingungen in eine Gombination unbestimmt er 
Kräfte von bestimmten Verhältnissen autlöste. Wo nun einmal 
zufällig die Syst ein Verfassung in Gestalt einer Krall, welche das 
Verhältniss der Theile des Systems gegen einander bestimmt, un- 
mittelbar gegeben ist, darf dieser Umstand uicht bindern, die Vor- 
stellungsart und Methode beizubehalten, vermöge deren in der 
allgemeinen Gleichung die Systemveifassung die ihr zugewiesene 
analytische Vertretung jederzeit in sichtbarer Weise haben QraSS. 
Ein System völlig freier Punkte, die überdies in gar keiner gegen- 
seitigen Beziehung stehen, genügt niemals, um die gegebenen 
Kräfte, die auf das System wirken sollen, von einem Punkt zum 
andern in irgend welche Relation zu bringen. Es isl daher noth- 
wendig, irgend eine innere Beziehung als Systeinverfässung anzu- 
sehen. In der universellen Gleichung Lagrauges sind die Variationen, 
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welche die Factoren der gegebenen Kräfte bilden, zunächst absolut 
willkürlich gedacht, d. h. jeder Angriffspunkt kann nach allen 
Richtungen mit einer der angreifenden Kraft entsprechenden, also 
völlig freien Geschwindigkeit verschobeu gedacht werden. In 
Rücksicht auf das Virtuelle und Verhältuissmässige dieser Ge- 
schwindigkeiten ist es sogar ganz unnöthig, noch besonders an 
diejenige Geschwindigkeit zu denken, welche einer freien Wirkung 
der gegebenen Kraft entsprechen würde. Man kann also sagen, 
dass die betreffenden Variationen, abstract betrachtet, zunächst 
völlig arbiträr sind, und dass erst die der Systemverfassung ent- 
sprechenden Bedingungsglieder der Gleichung die Einschränkungen 
ergeben. 

Im Geiste dieser Auffassung muss nun aber jegliche 
Flüssigkeitssystem, mag es unzusammeudrückbar oder elastisch 
sein, als eine Gruppe von materiellen Punkten angesehen werden, 
die in jedem Sinne beweglich sind und absolut frei sein würden, 
wenn nicht als besondere Systembeschaffenheit eine innere gegen- 
seitige Beziehung hinzuträte, vermöge deren das Volumen, welches 
diese Punkte einnehmen, jederzeit bestimmt ist. Die Bestimmungs- 
art des Volumens, d. h. der Entfernungen, in denen die Theilchen, 
wohin sie sich auch bewegen mögen, auf einander wirken, und die 
an ihnen thätigen Kräfte auf einander übertragen; — diese Be- 
stimmungsart gestaltet sich nun verschieden, je nachdem die eine 
oder die andere Art der Fluida vorliegt. Die Bediugungsgleichung 
wird aber in jedem Fall das Gesetz der Constanz oder der Ver- 
änderung des Volumens betreffen, und denkt man sich im letzteren 
Fall diese Veränderung durch eine Bewegungsgleichimg ausgedrückt, 
so wird sich der unbestimmte Coeffieient ihrer Variation schliesslich 
als Kraft der Elasticität näher bestimmen müssen. Im Gleich- 
gewicht thut die Expausivkraft offenbar nichts weiter, als dass sie 
gewissen zusammendrückenden Gegenkräften die Waage hält. 
Eben dasselbe tlmt aber aus einem gewisse« Gesichtspunkt auch 
die Unzusammeudrückbarkeit. Der Unterschied ist nur der, dass 
im letzteren Fall die hervorgerufene statische Ifeaction. die dem 
unbestimmten I loeffieienten entspricht, eben in einer blossen Rück- 
wirkung gegen die angreifenden Kräfte bestellt und daher einen 
blosse« Widerstand «ach Maassgabi' dieser Kräfte entwickelt, 
während im Fall der Gase ausser irgend einem Maass des Wider- 
standes, der die Zusammendrückuug irgendwo hemmt, zugleich 
auch das positive Bestreben zur Expansion vorhanden ist. Dieser 
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Umstand betrifft aber nur die Vorzeichen des Ooefficienten und 
deren Interpretation. Es begreift sieb also auf eine sehr einfache 
Weise, wie das von der Bedingungsgleiehung herrührende Wied 
der universellen Formel für das (leidet der tropfbaren und der 
gasförmigen Fluida wesentlich einerlei (iestalt annehmen uiuss. 
Auch beruht hierauf allein der -Triumph der höchsten Verall- 
gemeinerung, indem ohue diesen Zusammenhang die gemeinsamen 
ßestaiidtheile fehlen würden . welche sowohl der Theorie der Gase 
als derjenigen der tropfbaren Flüssigkeiten angehören. Müsste 
man von der allgemeinen mechanischen Kräftegleieliung ohne Eiu- 
sehaltung sofort zu einer von beiden Arien der Flüssigkeiten über- 
gehen, so wäre dies ein Sprung, der die Existenz einer wirklieb 
allgemeinen Theorie des Gleichgewichts der Fluidu ausschlösse. 
So aber führt mau die willkürliche Beweglichkeit aller Theilchen 
ein und denkt dieselbe nur durch eine Oisaebe bestimmt, welche 
das Volumen verzeichnet. Diese Vorzeichnung des Volumens ist 
nun das eine Mal einem festen Hinderniss ähnlich, und besteht 
das andere Mal in einer Kraft, die sich mit andern Kräften messen 
kann. Diese Verzweigung der Voraussetzungen beruht aber nur 
auf Quantität und Sinn der unausgesetzten inuern Beziehungs- 
kräfte. Ob man die zwischen den Thejlen wirkende Kraft in dem 
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einen Fall als positives Bestreben zur Expansion denkt, in dem 
andern Fall aber dieses Bestreben gleich .Villi setzt, dafür aber 
den ideell als unüberwindlich vorgestellten Widerstand gegen die 
Zusammendruckung einführt: — diese Verschiedenheit der Ge- 
staltungen ändert nicht die allgemeinste Form eines flüssigen 
Systems. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass die Vorstellung von der 
allseitigen Beweglichkeit der Theilchen die axiomatisehe Hypothese, 
dass für das Gleichgewicht der Druck um einen Punkt in allen 
Richtungen gleich sein müsse, überflüssig macht, sobald man mit 
Lagrange diese durchgängige Beweglichkeit und zugleich die 
iunern Beziehungen der Volumenbestimniiing nach den gewöhn- 
lichen mechanischen Grundsätzen in die allgemeine Gleichung 
aufnimmt, Alsdann ist diese Gleichheit des Drucks nicht eine 
Voraussetzung, sondern ein Ergebniss, nicht ein Hülfsmittel zur 
Ableitung des Gleichgewichts, sondern ein aus den festgestellten 
Gleichgewichtsbedinguugen herausgehobener Specialsatz. Der Begriff 
der völligen Beweglichkeit der Theilchen ist also hinreichend, und 



es bedarf nicht noch des Axioms von dem gleichen Druck, um 
die Grundlagen der Hydrostatik logisch streng zu ordnen. 

158. Mit der Unterordnung der gesaminten Hydrostatik 
unter die allgemein mechanische G rundgleich ung ist auch dit* 
Stellung der Hydrodynamik entschieden; denn genau dieselbe Ver- 
fahrungsart, welche aus der statischen Fundamentalgleichung die 
hydrostatische hervorgeben lässt, macht es auch möglich, die all- 
gemeine dynamische Gleichung in eine hydrodynamische zu ver- 
wandeln. In den letzten Sectionen der Analytischen Mechanik 
hat Lagrange auch diese Aufgabe ausgeführt. Er hat es sogar 
vorgezogen, das Hauptgewicht auf die unmittelbare Entwicklung 
der Beweguugsgleichung der Flüssigkeiten aus der allgemeinen 
mechanischen Bewegungsgleiehung zu legen, anstatt sich mit der 
Wendung zu begnügen, im Sinne seiner eignen Fassung des 
d'Alembertschen Priucips einfach in die fertige hydrostatische 
Grundgleichuug die den wirklichen Bewegungen entgegengesetzten 
Kräfte einzuführen. Nach Alledem, was wir über die Einheit 
von Statik und Dynamik und über die allgemeine Kräftegleichuug 
früher (Nr. 153) gesagt haben, wäre es überhaupt nicht nöthig 
gewesen, eine getrennte Behandlung eintreten zu lassen. 

Um die Bedeutung der von Lagrauge vollzogenen Einver- 
leibung der Hydrodynamik in die allgemeine Grundgestalt der 
uiechaui scheu Kräftebeziehungen zu ermessen, ist es erforderlich, 
auf die Entwicklung der hydrodynamischen Principien einen Blick 
zu werfen. Eigentlich wissenschaftliche Probleme hydrodynamischer 
Art finden sich natürlicherweise noch später ein, als diejenigen der 
allgemeinen Dyuamik, deren Lösung von ihnen vorausgesetzt wird. 
Torricelli konnte bei dem Aufsteigen der Flüssigkeiten aus kleinen 
Oeffnimgen bis annähernd zur Niveauhöhe der Gefässe seine wissen- 
schaftliche Auticipatiou über die Ausflussgeschwiudigkeit offenbar 
nur machen, insofern ihm die allgemeine dynamische Beziehung 
zwischen ursprünglicher Aufsteigungsgeschwiudigkeit und zugehöriger 
Aufsteigungshöhe geläufig war. Da er, nach den Thatsachen der 
Erfahrung, voraussetzen musste, dass, abgesehen von secundären 
Hemmungen und Einselin'iiikungim, das vcrtieale Aufsteigen aus 
sehr kleinen Oeffnimgen bis zur Niveauhöhe reiche, so war der 
Schhtss, dass die an der Ausströmungsstelle wirksame Geschwindig- 
keit der Quadratwurzel der Niveauhöhe proportional sei, nur ein 
allgemein dynamisches Zubehör des Erfahrungssatzes von dem 
Aufsteigen. In der That vermochte er auch nicht, seinen nach 



Anleitung der Erfahrimg anticipirteu Satz aus mechanischen Prin- 
cipien zu beweisen 3 )- Auch Newton brachte keine exacte Deduction 
zu Stande 2 ), indem er die unzutreffende Voraussetzung machte, 
dass bei der Bewegung nach der Oeffuung hin ein Theil der 
Flüssigkeit gänzlich ruhe. Es war also nicht die bekannte Cou- 
traction des Strahls, ilurch deren Berücksichtigung der Fehler der 
Vorstelluugsart gehoben werden konnte. Was diese Vorstellungs- 
art anbetrifft, so hatte zwar vor Newton schon Varignon eine be- 
friedigendere Erklärung aufgestellt, welche darauf beruhte, dass der 
Druck der Flüssigkeitssäule, die der Oeffnung entspricht und bis 
zum Niveau reicht, der in der Oeffnung befindlichen Flüssigkeits- 
masse die fragliche Geschwindigkeit ertheile. Indessen war diese 
Idee noch nicht dynamisch genug gehalten gewesen, indem sie 
annahm, dass die Geschwindigkeit unmittelbar entstehe, und über 
die Zeit keine Rechenschaft gab. Die erforderliche Verbesserung 
liess sich leicht dadurch vornehmen, dass man sich vorstellte, der 
Druck der Flüssigkeitssäule wirke während des Durchgangs durch 
die Oeffnung auf die betreffenden Massentlnule als beschleunigende 
Kraft. 

Mit einer Erläuterung jenes Torrieellischen Satzes war nun 
aber nur der besondere Fall verhältnissmässig sehr kleiner Oeff- 
nimgen behandelt, da ja zur annähernden Erhaltung eines gleichen 
Drucks auch eine annähernde Constanz des Niveaus im Gefäss 
vorausgesetzt werden tnusste. Stellte man sich dagegen die Auf- 
gabe, die Bewegungen der Flüssigkeiten in Bohren zu bestimmen, 
so war diese von ganz anderer Natur. Daniel Bernoulli gab die 
Losung derartiger Aufgaben in seiner von uns schon Nr. 101 be- 
sprochenen Hydrodynamik unter Benutzung des Principe der Er- 
haltung der lebendigen Kräfte. Setzt man bei der vertiealen 
Bewegung in der Bohre voraus, dass eine horizontale Schicht der 
Flüssigkeit au die Stelle der andern tritt und sich in allen Punkten 
mit übereinstimmender Geschwindigkeit wie ein Ganzes bewegt, so 
werden an den verschiedenen Stellen der Röhre in Rücksicht auf 
deren verschiedene Weite die Geschwindigkeiten im umgekehrten 
Verhältnis» der jedesmaligen Querschnitte stehen müssen. Man 
halle daher auch unmittelbar diese von der Systemverfassung her- 
rührende Notwendigkeit sammt der zugehörigen Ausgleichung der 
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an den verschiedenen Theilen der Flüssigkeit wirkenden Kräfte 
ebenso behandeln können, wie es schliesslich bei dem Problem 
des zusammengesetzten Pendels geschehen war. Man hätte die 
verlornen und gewonnenen Kräfte bestimmen und so unmittelbar 
die Fnndamentalbeziehnng normiren können, indessen wurde, wie 
gesagt , thatsäehlieh das Princip der lebendigen Kräfte zum 
Ausgangspunkt der Lösung derartiger Aufgaben gemacht. Erst 
d'Alembert ersetzte in dieser Art von Aufgaben das Princip der 
Erhaltung der lebendigen Kräfte durch die seiner bekannten all- 
gemein dynamischen Wendung entsprechende Rücksicht auf die 
verlornen Kräfte. Er legte alter hiebei znnäehst, d. h. noch in 
seinem Traite" des fluides (1744) die vorher erwähnte Voraus- 
setzung des Parallelismus der ScMifoten zu Grunde, welche nur 
für verhältnissmässig enge Köhren zulässig ist. Zu einer ganz 
allgemeinen Auflösiiugsnorra der hydrodynamischen Probleme ge- 
laugte d'Alembert erst ein halbes Dutzend Jahre später, indem er die 
hydrostatischen ( Heidi uugeu ( 'InirauK durch allgemeine hydro- 
dynamische, (Heiehuugen ergänzte und sein eignes Princip der Znrück- 
führung der Dynamik auf die Statik auch für die Bewegung der Flüssig- 
keiten geltend machte. So gelängte er in seinem Essai d'une uouvelle 
theorie de la resistance des fluides (1 752) zur Aufstellung der partiellen 
Differentialgleichungen füi dieBewegung von tropfbaren und von expan- 
siven Flüssigkeiten '). Di«' vollkommenste Form dieser Gleichungen 
wurde jedoch erst von Euler 1 7-">ö in den Memoiren der Berliner 
Akademie 2 ) gegeben, so dass also diesem Deutschen Mathematiker, 
wie wir (Nr. 156) gesehen haben, zugleich die abschliessende 
Deduction und Aufstellung der hydrostatischen und der hydro- 
dynamischen Grundgleichungen zuzuschreiben ist. 

Von nun au war Alles insoweit befriedigend gestaltet, als 
mau nicht etwa daran Anstoss nahm, dass noch immer die Gleich- 
heit des Drucks in allen Richtungen um einen Punkt als speeifisches 
Axiom für die Hydrostatik und mithin mittelbar auch für die 
Hydrodynamik zu Grunde lag. Lagrange lehrte, wie man dieses 
Axiom ausmerzen könne, und hiemit wurde auch seine Theorie 
der Bewegung der Flüssigkeiten zu einer blossen Consequenz der 
allgemeinen Kräftegleichung. Es braucht also wohl kaum noch 
ausdrücklich wieder hervorgehoben zu werden, dass die allgemeine 
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hydrodynamische Gleichung genau dasselbe Bedingungsglied wie 
die hydrostatische enthalten mugs, und dass der einzige Unterschied 
die Einführung der den wirklichen Bewegungen entgegengesetzten 
Kräfte betrifft. Die Gasse von Gliedern, durch welche diese Kräfte 
bezeichnet und ausgezeichnet werden, hat aber hier nicht im Min- 
desten einen andern Sinn, als in der allgemeinen dynamischen 
Gleichung, und wir brauclu-n daher von denselben nicht besonders 
zu reden. 

Im Allgemeinen sieht mau, dass der geschichtliche Ent- 
wicklungsgang, durch welchen man zu den allgemeinsten Priucipien 
der Hydrodynamik gelangt ist, sich in wesentlicher üebereiustimmung 
mit den Fortschritten in der Vertiefung der allgemeinen dynamischen 
Priucipien befunden hat. Ehe mau zu den abstracten Auffassungen 
gelangte, hatte man sieh mit dem Princip der Erhaltung der leben- 
digen Kräfte beholfen. Erst mit der d'Alembertsehen Wendung, 
deren allgemeiner dynamischer Sinn nur eine Verallgemeinerung 
der Gesichtspunkte war. die Jacob Beruoulli für das zusammen- 
gesetzte Pendel geltend gemacht hatte, — erst mit dieser Wendung 
war der Weg eröffnet, dieselbe Verfahr uugsart. vermöge deren 
man in der allgemeinen Mechanik auf die letzten Priucipien zurück- 
geht, auch in der Hydrodynamik zur Anwendung zu bringen. 
Lagrang! 1 hat in dieser Richtung den formellen Ahschluss vollzogen, 
indem er die Consequenzen seiner allgemeinen Anschauungsweise 
der inerhaniselien Beziehungen auch für die Mechanik der Flüssig- 
keiten geltend machte. Nach diesem Ahschluss kann man aus 
einem gewissen Gesichtspunkt sogar behaupten, dass die Mechanik 
der gasförmigen Systeme einen einfacheren Fall repräsentire als 
etwa die Mechanik fester Körper und besonderer maschinenartiger 
System Verfassungen . Je freier nämlich die einzelneu Theile oder 
Punkte des Systems gedacht werden, um so einfacher ist es. Nun 
besteht das ideelle Schema eines gasförmigen Systems in lauter 
frei beweglichen Theilchen oder Punkten, deren einzige System- 
verbindung in einer Repulsivkraft besteht, welche sich bestrebt, 
das Volumen zu vergrössern. Ein solches Systemschema ist nun 
aber das einfachste, welches sich nur erdenken lässt; denn eine 
Gruppe völlig freier Punkte ist an sich noch kein verbundenes 
System, und das Mindeste, was man noch ausserdem fordern 
mtiss, ist irgend eine Kraft, durch welche die Theilchen in Be- 
ziehung treten. Nur vermöge einer solchen iunern Kraft fällt die 
absolute Isolirimg fort, die sonst zwischen den getrennten Theilchen 
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statthabon würde. Eine Gruppe mechanisch isolirtor Punkte kann 
nur in dem Siune ein System heissen, in welchem man etwa auch 
Null eine Grösse nennt. Iu Wahrheit zerfällt, eine solche Gruppe 
in so viele Systeme, als sie Punkte hat; denn jeder Punkt ist, 
insofern auf ihn mehrere Knill i' wirken und dadurch genöthigt 
werden, einander zu beschränken , allerdings in einem gewissen 
Sinne ein System. Der Punkt repräsentirt an sich eine als tui- 
theilbar vorgestellte Verbindung, und in der That unterliegen die 
an sich freien virtuellen Verschiebungen um den Punkt einer Ein- 
schränkung, sobald man auch nur eine von etwa zwei Kräften als 
Repräsentanten der Systemfnrni betrachtet. Der Umstand, dass 
sich der Punkt nicht theileu kann, und dass daher nicht jede von 
beiden Kräften ihren eignen, mechanisch isulirteu, wenn auch 
örtlich mit demjenigen der andern Kraft zusammenfallenden An- 
griffspunkt hat, macht den mechanisch einheitlichen Punkt selbst 
zu dem einfachsten mechanischen System. Wenn man nun in 
diesem Sinne zugestehen muss, dass eine Gruppe völlig freier und 
isolirter Punkte, wenn mau von aller mechanischen Verbindung 
absieht, selbst kein System ist, sondern in so viele Systeme als 
Punkte zerfällt, so ist auch klar, dass der erste rationelle Schritt 
in der Mechanik darin bestehen muss, den einfachsten Begriff 
eines aus mehreren Theilen bestehenden Systems darzulegen, 
welches den Angriffsgogenstand beliebiger Kräfte bilden soll. 

159. Der eben erörterte Gedanke führt uns von dem Ende 
der Mechanik Lagranges auf deren Anfang zurück. Der Ausgangs- 
punkt war die Vorstellung einer Anzahl von Angriffsörteru für 
beliebige Kräfte, und der Inbegriff dieser Angriffsörter vertrat die 
noch ganz unbestimmte Idee eines mechanischen Systems oder, 
wie man auch sagen könnte, einer mechanischen Anordnung. Jede, 
besondere Anordnung beruht auf dem Vorhandensein irgend einer 
Art von Verbindung zwischen den Theilen, und das Vorhanden- 
sein irgend welcher Beziehungen, die einen Zusammenhang und 
eine Abhängigkeit der Theile von einander ergeben, wird auch 
überall stillschweigend vorausgesetzt. Andernfalls hätte es z. B. 
gar keinen Sinn, die virtuellen Momente für verschiedene Punkte 
zu addiren; es müsste vielmehr das Gleichgewicht für jeden 
einzelnen Punkt ermittelt werden, und von einem Gesammtsystetn 
wäre aus Mangel an mechanischem Zusammenhang gar nicht die 
Rede. Höchstens könnte man phänomenal und rein geometrisch 
danach fragen, welches Gesammtbild der Lage, Bewegung und 
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Grnppirung aus der Vereinigung des Verhaltens der einzelnen 
Punkte in einer Gesammtanschauung entstünde. 

Was ist nun aber die logisch genauste Art und Weise, den 
Zusammenhang zwischen den Augriffsörtern der Kräfte ganz im 
Allgemeinen vorzustellen, ohne dabei an eine specielle Verbindungsart 
denken zu müssen? Der abstracte Gedanke der Abhängigkeit der 
Bewegung eines Angriffspunktes von derjenigen eines andern An- 
griffspunktes scheint eine genügende Vorstellung zu sein; aber 
exaeter ist es, anstatt der Bewegung die Lage zu setzen; denn 
diese Vorstellungsart gilt auch für die Kühe und das Gleichgewicht. 
Die Lage eines Angriffspunkts ist also ihrer Möglichkeit nach und 
zwar in Rücksicht auf Dauer oder Veränderung durch diejenige 
eines andern Angriffspunkts bestimmt, so dass sowohl das statische 
als das dynamische Verhalten der verschiedenen Punkte sich gegen- 
seitig beschränkt. Auf diesen Beschränkungen beruht die Gestalt, 
welche die Wirkung der gegebenen, äussern, unmittelbar auf jeden 
einzelnen Angriffsort als wirksam gedachten Kräfte annehmen kann. 
Auf diesen Beschränkungen beruht also, um das eben Gesagte nur 
noch in andere Worte zu fassen, die mögliche, d. h. virtuelle 
Kräftewirkung. Zugleich sieht man aus dieser rein rationellen 
Ableitung, wie ein Princip der virtuellen Kräftewirkung das un- 
mittelbare Zubehör des Gedankens von der Einwirkung des System- 
zusamnienhaugs sein müsse. Man kann den einen Begriff nicht 
vollständig denken, ohne zugleich die andere Vorstellung fassen 
zu müssen. Auf diese Weise erscheint ein Princip der virtuellen 
Veränderung als eine innere rein rationelle Notwendigkeit; denn 
die mögliehe Wirkung im Spielraum eines gegebenen Zusammen- 
hangs muss doch offenbar in den Schranken dieses Zusammen- 
hangs ihr Maass rinden. Nun ist aber ein Princip der virtuellen 
Veränderung an sich selbst noch nicht das Princip der virtuellen 
Geschwindigkeiten. Um den Satz, dass die virtuellen Veränderungen 
die Kräfte Wirkung repräsentiren, in den Satz zu verwandeln, dass 
die virtuellen Geschwindigkeiten oder Verschiebungsvariationen zu- 
sammen den Effect differentiell vorstellen, muss gezeigt werden, 
dass diese virtuellen Geschwindigkeiten oder Verschiebungsvaria- 
tionen auch wirklieh die Beschränkungen mechanisch messen, die 
sich der verändernden Wirkung der gegebenen äussern Kräfte ent- 
gegenstellen. Diese Nachweisung ist aber sehr leicht, sobald mau die 
Systemverbindungen, d. h. die mechanischen Abhängigkeiten der 
gegenseitigen Lagen der Angriffsörter durch Gleichungen aus- 
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gedrückt denkt. Die betreffenden Functionen worden sieh alsdann 
auf die Oerter oder vielmehr deren Coordinaten beziehen, und die 
Veränderungsmöglichkeiten der in diesen Functionen enthaltenen 
variablen (Quantitäten werden für einen einzelnen punktuellen Zu- 
stand des Panetionensysteins offenbar nach rein analytischen Grund- 
sätzen durch die ersten Ditleremnileoethcieuten oder vielmehr über- 
haupt durch die ersten Differentialgleichungen uormirl werden. Be- 
zieht man die Lage jedes Punkts auf die Zeit, was man formal auch 
für den Fall des Gleichgewichts kann, da hier die Eiuerleiheit der 
Lage während des Zeit Verlaufs wesentlich isl, so kann man sagen, 
dass die möglichen Veränderungen und die zugehörigen noth- 
wendigeu Beziehungen für den nächsten Lauf der Function durch 
die Kelatinnen der ersten Differentiale! WBfficienl en bestimmt werden. 
Diese rein analytischen Relationen bedürfen aber nur einer mecha- 
nischen Interpretation, um als Verhältnisse der möglichen Ge- 
schwindigkeiten und als Aiaasse der virtuellen Geschwindigkeit 'ii 
erkannt zu werden. Wenn Newton den Begriff der Geschwindig- 
keit brauchte, um die. Veränderung einer Function zu kennzeichnen, 
so ist es um so mehr erlaubt, das, wodurch die Veränderungs- 
möglichkeit inner Function charakterisirt wird, in dem speciellen 
Fall, dass diese Function einen mechanischen Zusammenhang be- 
deutet, als die Veründorungsmöglichkeit dieses mechanischen Zu- 
sammenhangs aufzufassen und als virtuelle Geschwindigkeit zu 
bezeichnen. Ein Begriff, den man schon für abslracte Funetionen- 
systeme, in denen man nur allgemeine Quantitäten denkt, geltend 
machen kann, ist in einem gewissen abstracten Sinn schon gerecht- 
fertigt, ehe er auf mechanische Verhältnisse angewendet wird. 
Jede Gleichung zwischen Veränderlichen kann als eine Bedingungs- 
gleichung angesehen werden, vermöge deren die durch eine gegebene 
Gleichung ganz allgemein und unbestimmt normirten Beziehungen 
eine Einschränkung erfahren. Es wäre daher möglich, sich sogar 
rein analytisch ein Princip der virtuellen Geschwindigkeiten für 
die Combination der Gleichungen zu construiren, indem man an 
den Xewtonschen Begriff der Geschwindigkeit des Wachsens oder 
Abnehmens einer Variablen anknüpfte. Doch diese Andeutungen 
sollen nur zeigen, von welchem richtigen Tact Lagrange geleitet 
wurde, als er das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten als 
dasjenige hinstellte, mit welchem die analytische Verfahrungsart am 
bequemsten uud natürlichsten zu vereinbaren sei. 

160. Das virtuelle Princip folgt einerseits aus dem Kraft- 



begriff und andererseits aus dem Begriff der Systemverbindung. 
Die letztere Fasst sich analytisch in das Gewand von Bedingungs- 
gleichungen. l T ni dahin- die analytisch«' Grundlage von vornherein 
in eineni einziges Ausdruck sichtbar zu machen, ist jene universelle 
Kräftegleiehiing nöthig. die Lagrange erst in den beiden vierten 
Sectionen seiner Analytischen Mechanik aufgestellt hat, und welche 
das Bedingnngsglied oder aberhaupt die Classe der Bedingungs- 
glieder mit den anbestimmten Coeffieienten enthält. Auch hätte 
er sofort diese Gleichung constrüiren und von ihr schön an der 
Spitze des Werks ausgehen können, wenn er den Begriff eines 
mechanischen Zusammenhangs zwischen den übrigens frei gedachten 
Punkten untersucht und ohne Weiteres durch einen allgemeinen 
analytischen Ausdruck repräsentirt hätte. Die Allgemeinheil der 
leitenden Vorstellungsart würde hiedurch erheblich gewonnen haben. 
Hüter einer solchen Voraussetzung wäre übrigens das Beispiel der 
gasförmigen Systeme, wie schon erörtert . eines der einfachsten 
geworden. Der schöne Zusammenhang, der die Mechanik in alle 
ihre Anwendungen auf besondere Anordnungen hegleitet, muss am 
deutlichsten hervortrelen. wo sofort an erster Stelle die allgemeine 
Idee der von der Verbindungsari herrührenden Bezieiningen in 
sichtbarer Abstraetion an die Spitze tritt und als Fundamental- 
schema für die Behandlung aller besondere Gestaltungen gleichsam 
vorbildlich stehen bleibt. 

Hiemit ist gezeigt, wie die Gesichtspunkte Lagranges, die 
ausdrücklich oder stillschweigend von dem allgemeinen Charakter 
einer mechanischen Anordnung ausgehen, und dieselbe schrittweise 
in ihre Mamuchfaltigkeiten verfolgen, auch der natürlichsten theore- 
tischen Systematik entsprechen. Das System der Mechanik muss 
sich demnach analog gliedern, wie diejenigen Anordnungen oder 
Veranstaltungen, welche man. mit einem im Lauf unserer gegen- 
wärtigen Erörterung zweideutigen Ausdruck, mechanische Systeme 
nennt. Die Systemverfassung der mechanischen Theorie und die 
Systemverfassnng im Sinne eines mechanischen Arrangements von 
Massen und Verhindnugskräften sind mithin zwei Begriffe, die 
zwar nur zufällig im Namen, aber aus Innern Gründen in der Sache 
wesentlich zusammengehören. Lagrange hat dieser Zusammen- 
gehörigkeit .dadurch entsprochen, dass er nicht nur von dem virtuellen 
Princip ausging, sondern auch die allgemeinen Eigenschaften des 
Gleichgewichts und der Bewegung als Typen von Beziehungen 
auffasste. die von der besondern Systembeschaffeuheit unabhängig 
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sind. Ausserdem sind auch die Specialentwieklungen, die den 
besondern Syslcmconihinationen angehören, meist im Sinne einer 
natürlichen Stufenfolge von der einfachen zur verwickelten Anordnung 
ausgefallen. 

Um die ganze Tragweite der Allgemeinheit in den Auftässungs- 
aiten zu erkennen, erwäge man unter Anderm, wie die beiden 
Haupteigenschaften der Bewegung, die sieh um das Prineip von 
der Bewegung des Schwerpunkts und um dasjenige 1 der Flächen 
gruppiren, auf blosse Veränderungen der Coordiuatenaxen bezogen 
werden und mit Recht so erscheinen, als weuu man mit ihnen 
nichts als die Gleichgültigkeit einer Translation des Systems der 
Coordiuatenaxen und der Rotation der Coorclinateiiebenen um die 
jedesmal zugehörigen Axen ausgedrückt hätte. Diese Betrachtungsart, 
die den Geist Lagranges ganz besonders kennzeichnet, ist in der 
That dasjenige Mittel, durch welches die Abstraction von der be- 
sondern Beschaffenheit eiuer mechanischen Anordnung so sichtbar 
als nur irgend möglich vor Augen gestellt wird. Die innern Be- 
ziehungen mögen nämlich beschaffen sein wie sie wollen, so wird 
in ihnen niemals etwas ausgedrückt sein, was auf absoluten Ab- 
ständen oder absoluten Drehungslagen gegen die Coordiuatenaxen 
beruhte. Nur die gegenseitigen Abstände und Lagen kommen in 
Frage, und es bleibt in allen Veränderungen des Systems mithin 
etwas Gemeinsames bestehen, was sich bei der Variation der 
Coordiuatenaxen herausstellen muss. Der Grad von Abstraction, 
welcher in einer solchen Art von Raisonnemen t liegt, ist nun ganz 
besonders Lagrange und seiner durchgängig analytischen Ver- 
fahrungsart eigen gewesen. 

Auch darf nicht vergessen werden, dass die durchgreifend 
analytische Methode in den Händen Lagranges auf einem Hülfs- 
mittel beruht hat, ohne welches alle sonstigen Veranstaltungen 
wenig gefruchtet haben würden. Bs ist dies nicht etwa der specielle 
Variationscalcül, der von Euler eingeleitet, erst recht eigentlich 
von Lagrange begründet und ausgeführt worden ist '); — nicht die 

*) In seinem Essai d'mie nouvelle rnethode ponr detenniner les maxium 
et les minima des tonmües integrales indefinies, Miseollanea Taurinensia vol. II 
(17150—17611 nebst der darauf folgenden umfassenden Abhandlung über die 
dynamischen Anwendungen; beide auch in Oeuvres de Lagrangc vol. 1 (18(57) 
S. iwJ5 — 468 ; übrigens vgl. auch Lagrange, Lecons sur le calctil des fouetions, 
2. Ausg. 1806, 21. Lection, wo auch gegen Ende (S. 487) eine ganz kurze 
Kennzeichnung des Grundschema der Variationsmethode in iler gewöhnlichen 
Bezeichnnngsart gegeben wird. 



\" a ri a t i< i li.-rot'linung in ihrer [Tnentbehrlichkeit für besondere mecha- 
nische Probleme, sondern mindestens ebensosehr die allgemeine 
Gewandtheit in dem Gebrauch verschiedener Differenzirungs- und 
Variatiimsgosichtspunkle und der entsprechenden charakteristischen 
Zeichen ist es, wodurch die mechanischen Entwicklungen des 
grossen Analytikers möglich und mit soviel Abstraction, Zu- 
sammenhang und Geschmeidigkeit ausführbar geworden sind. Ohne 
dies wäre es nicht einmal möglich gewesen, in Bewegungssystemen 
die virtuellen Moniente auch nur gehörig auszudrücken und die 
abstracteren Variationen von den gewöhnlichen Differentialen zu 
unterscheiden. 

Auch hat die weitere Entwicklung der Methoden und Vor- 
stellungsarten der Analytischen Mechanik schon eiuigcrmaassen 
gezeigt, welche Kraft in der freieren Handhabung der Variations- 
gesichtspunkte liege. Der Irische Mathematiker W. R. Hamilton, 
der Lagranges Universalformel mit grosser Achtung betrachtete 
und die daraus hervorgehende Gestaltung der Analytischen Mechanik 
als „eine Art von wissenschaftlichem Gedicht/' (a kind of scientific 
poem) bezeichnete 1 ), hat selbst, wie sich später zeigen wird, durch 
die freie Art und Weise, in welcher er die Variationsgesichts- 
punkte handhabte, nicht unerhebliche Ergebnisse gewonnen, die 
auch zum Theil das allgemein Priucipielle betreffen. Das Gesammt- 
urtheil Hamiltons über Lagrange ging einfach dahin, dass derselbe 
unter den seit der Newtonsehen Zeit hervorragenden Analytikern 
wohl am meisten gethan habe, die deduetiven Untersuchungen 
auszudehnen und in Harmonie zu bringen. 



Fünftes Capitel. 

Philosophische Einwirkungen. 

161. Ideen philosophischer Art sind für die Mechanik in 
doppelter lf tchtung wirksam geworden. Einerseits sind die Theoretiker 
der Mechanik mehr oder minder auch von philosophischen Ge- 
sichtspunkten ausgegangen und andererseits haben die Philosophen 
in den Principienfragen der mechanischen Vorstell ungsarten ihre 



*) Philosuphical Trausactions, 18o4, S. Ü47. 
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Stämme abzugeben nicht immer unterlassen. Im Gegentheil ist im 
18. Jahrhundert mit den Versuchen zu einer eigentlichen Natur- 
philosophie auch die Neigung hervorgetreten, die Principieu der 
Mechanik vom rein metaphysischen Standpunkt ans zu entwickeln. 
Unter besondern Umständen sind beide Kinu irkungsarten in einer 
und derselben Person vereinigt gewesen. eine Erscheinung, die 
noch bei Oartesius als naturwüchsig bezeichnet werden kann, 
indem es 1'iir die ersten Autäuge sein begreiflich war. dass all- 
gemeine Philosophie und primitive Priin-ipienmcchanik Hand in Hand 
gingen. Jedoch haben wir früher gesellen, wie bedenklich grade 
in diesem Kali gewisse Einseitigkeiten der metaphysischen Aus- 
gangspunkte gewirkt hatten, und wie das Maass von philosophischer 
Anschauungsweise, welches ein Galilei zur Teilung gebracht hatte, 
der exaden und rationellen Fassung der mechanischen Principieu 
weit günstiger gewesen war. als die V erhalt ungsart des Cartesius. 
Der Fall, dass ein Metaphysiker zugleich Mathematiker war und 
in die Gestaltung der mechanischen Principieu erheblicher eingriff, 
wiederholte sich bald in Leibuiz. Jedoch glauben wir von den 
Ideen des Letzteren, auch insoweit sie eine philosophische Bei- 
mischung haben, bereits hinreichend im unmittelbaren Anschluss 
an das speeifisch Mechanische derselben gehandelt zu haben. 

Um daher an die Schicksale der philosophischen Einflüsse 
bis auf Newtons Zeit, zu erinnern, sei nur noch hervorgehoben, 
dass diejenigen Philosophen, die nicht zugleich auch mechanische 
Theoretiker wareu. bis zu dem fraglichen Zeitpunkt hin für unsere 
Aufgabe gar nicht in Betracht kommen können. So möchte es 
z. B. sehr schwer fallen, ein einziges mechanisches Princip anzu- 
geben, bei dessen Fassung oder Kritik etwa ein Thomas Hobbes 
(1588 — 1679) betheiligt erschiene: und doch war grade Hobbes 
derjenige unter den uachbaconischen Englischen Philosophen, dem 
eiue gewisse mathematische nnd physikalische Betrachtungsall 
nicht blos im Hinblick auf die Natur sondern auch in Küeksicht 
auf das gegenseitige Verhalten der Menschen eigen war. Auch 
zeichnete er sich, von einigen Seltsamkeiten abgesehen, durch einen 
erheblichen Grad von Sinn für rein mathematische Vorstellungen 
aus. Dennoch konnte er aber für unsern Zweck hier nur erwähnt 
werden, um den Schein einer unabsichtlichen Uebergehuug auszu- 
schliessen. In noch weit höherem Grade ist dies aber mit John 
Locke, dem Zeitgenossen und Freunde Newtons der Fall, indem 
dieser für die Untersuchungen des menschlichen Verstandes so 
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hochwichtige Denker gradezn an einer Art Unvermögen litt, einem 
spezifisch mathematischen Gedankengang höherer Gattung auch 
mir au folgen. Trutz der speciellen Hülfe Newtons, der ihm die 
HauptacMtsse mögliohsl einfach und populär bearbeitete M. konnte 
er die Richtigkeit des mathematischen Zusammenhangs nur auf 
Auiniität. nämlich auf diejenige von BJiyghens annehmen und die 
wenigen Beziehungen r/wischen den mechanischen Principien. den 
Kigenschaften der Ellipse und dem Attractionsgesetz nicht selb- 
ständig begreifeu. Jedoch glaubte er eingesehen zu haben, dass, 
wenn die mathematische Verkuüpfungsu vi an sieh selbst richtig 
»«i., die realen und so zu sagen physischen Principien anerkannt 
werden (nüssten. Aus diesem Gesichtspunkt wurde er ein Anhänger 
Newtons und der physikalischen Vorstellungen desselben. Kr 
stimmte also grade in den Punkten zu. die allein streitig bleiben 
konnten, während ihm das Unstreitige, nämlich das rein Mathematische 
des Uaisonnements. etwas Fremdartiges und nicht zu Bewältigendes 
blieb. Es versteht sich von selbst, dass seine Art von Einsicht in 
die nicht mathematische Seite der Sache sehr mangelhaft gewesen 
sein muss. da grade das Zwingende der Erkenntniss auf der 
mathematischen Handhabung der Attraetionsvorstellungen und 
überhaupt der mechanischen Principien beruhte. Ja die fraglichen 
Vorstellungsarten der Naturmechanik konnten ja selbst erst durch 
die quantitativen Uebereinstimmimgen. also durch wesentlich mathe- 
matische Einsichtsformen ermittelt und verbürgt werden. 

Ganz anders stellt sich die Rolle der blossen Philosophen, 
wenn man nicht eine direete Behandlung der mechanischen Prin- 
cipien. sondern den indirecten Einfrass verschiedener Richtungen 
der Denkungsart in Erwägung zieht. Von diesem Staudpunkt aus 
kann man behaupten, dass die Ideen von Hobbes und später die- 
jenigen von Locke durch ihren Gegensatz gegen eigentlich trans- 
cendente Speculationen den Sinn für das Erfahrungsmässige auch 
mittelbar im Gebiet der mechanischen Principien fragen gefördert 
haben. Hatte man einmal die Begriffe mit Locke auf ihren Ur- 
sprung ansehen und nach ihrer Entstehungsart prüfen gelernt, so 
konnte die Verbreitung einer solchen kritischen Gewohnheit auch 
hei den grossen Theoretikern der Mechanik nicht ohne Couse- 
quenzen bleiben. Auch treffen wir in der That auf die Folgen 

l ) Vgl D. Brewster, Menwirs of fchfl life of Newton, 2 Bände London 
1856, Bd. I Cap. XII S. 330 - 40. 
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dieser philosophischen Antriebe in der Mitte und zweiten Hälfte 
Eies 1-8. Jahrhundert.«, indem wir linden, dass d'Aleiribert und 
Lagrange derjenigen philosophischen Anschauungsweise huldigten, 
deren Verbreitung in Frankreich zum gi'igsfen Theil auf die von 
dein Lnekesehcn Ideen kreis ausgegangenen Anregungen zurückgeführt 
werden kann. 

Newton selbst hatte sich iunerhalh der Mechanik gegen die 
Metaphysik wesentlich ablehnend verhalten, und sich nur gelegentlich 
bei der Berührung der Grenzen seines Gravilationssystems auf andere 
als die rein cansalen Gesichtspunkte berufen. So z. Ii. hatte er 
im Schlussscholium seines Grundwerks 1 ) neben vielem Fremdartigen 
auch die Behauptung aufgestellt, dass sich die Form des Planeten- 
systems, d. k. die gegenseitigen Verhältnisse der Oerfer der 
Himmelskörper nicht aus mechanischen Ursachen und nicht aus 
der Attractionstheorie begreifen Hessen, sondern auf Finalursachen 
und eine besondere, von Aussen leitende Intelligenz zurückgeführt 
werden müssten. Sei einmal die Anordnung gegeben, so lasse sich 
der beständige Fortgang der Erscheinungen nach mechanischen 
Grundsätzen aus der Gravitation vollständig erklären; die Ent- 
stehung der Anordnung selbst bleibe aber mierklärbar und lasse 
sich nicht auf mechanisch wirkende Ursachen reduciren. In der 
That begrenzte Newton hiemit die Tragweite seiner eignen Ideen 
und bezeichnete genau den Punkt, bis wohin seine Attractionslehre 
reichte; aber er schloss auch zugleich Vorstellungsarten aus, die, 
wie wir später sehen werden, in nettster Zeit nicht ohne einigen 
Erfolg den Gedanken nahe gelegt haben, dass es gleichartige Ur- 
sachen sind, welche die räumlichen Distanzen und die Bewegungen 
in diesen Distanzen nach rein cansalen Gesetzen reguliren raussten. 
Vergleicht man Newtons Art und Weise in rein philosophischer 
Beziehung mit derjenigen Galileis, so niuss man dem Letzteren die 
grössere Reinheit der Auffassung von fremdartigen Nebenvorstellungen 
zuerkennen. Doch bleibt bei Newton immer der wichtigste Um- 
stand, dass dessen eigentliche Mechanik an und für sich nur wenig 
Spuren des Einllusses einer fehlgreifenden Metaphysik zeigt. Im 
Allgemeinen kann man behaupten, dass Newton, soweit seine 
Methode auch übrigens von den unbrauchbaren Baconischen Ge- 
sichtspunkten entfernt war, doch immer au derjenigen wissenschaft- 



1 ) Phil. nat. princ. niath. Scholium am Ende des dritten Buchs. Ausser- 
iteni auch am Scliluss der Optik, Quaestiou 23. 
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liehen Ueherlieferuug Fesöü^t, durch welche, abgesehen von der 
Mathematik, di<' Erfahruagspriiieipiön als die einzig mögliche 
Grundlage der Naturerkenntniss angesehen, die willkürlichen Hypo- 
thesen und Voraussetzungen verborgener Kigenschaftcu verworfen, 
und überhaupt. die Tliatsachen zum Maass der Vorstellungen 
gemacht wurden. Hieuach ist auch bei Newton nirgend, wo es 
etwa an einer ausdrücklichen Angabe fehlt, daran zu zweifeln, dass 
ihm jedes mechanische Fundameiitalpriiicip, soweit es nicht etwa 
reine Mathematik enthielt , also im eigentlich mechanischen Bc- 
standtheil als Datum der Erfahrung gegolten habe. Nur darf man 
nicht verlangen, dass ein so gesteigertes Bewnsstscin dieses Gegen- 
satzes zwischen Erfahrung und apriorischem Wissen zu Grunde 
liege, wie man es ein Jahrhundert später schon mit mehr Recht 
voraussetzen kann, und wie es sich im Entwicklungsgange der 
Erkenntnisstheorie und in der Bearbeitungsart der rationellen 
Mechanik immer schärfer auszuprägen gesucht hat. 

162. Das vorher Gesagte wird uns rechtfertigen, wenn wir 
unmittelbar das 18. Jahrhundert und zwar die Zeit nach Newtons 
und Leihnizens letzter Wirksamkeit eist als den eigentlichen 
Gegenstand der philosophischen Charakteristik betrachten. Tu 
Rücksicht auf die Principien der Mechanik lässt sich nämlich 
gradezu behaupten, dass die Periode Galileis und Descartes' die 
erste philosophisch erhebliehe Aera vertritt, wogegen die zweite 
Epoche, in welcher die Philosophie einen umfassenderen und zugleich 
heilsamen Eiufluss auf die Principiengestaltung und Systematisirung 
der Mechanik erlaugt, erst mit der zweiten Hälfte des 18. Jahr- 
hunderts in bestimmterer Physionomie sichtbar wird. Die Haupt- 
ursache hiefür ist darin zu suchen, dass ein paar tonangebende 
Förderer der Specialwissenschaft auch zugleich philosophischen Sinn 
in ungewöhnlichem Grade besassen, ja dass der eine von ihnen 
sogar als eigentliche]; Philosoph gelten muss. Der Kiufluss 
d'Alemberts auf die spätere vou den Franzosen vollzogene Form- 
gebung der Mechanik möchte in philosophischer Hinsicht noch 
jetzt meist ebensoviel unterschätzt werden, als der Bang und die 
Bedeutung sowie die Originalität des nach d'Alembert benannten 
mechanischen Princips überschätzt zu werden pflegen. Die philo- 
sophischen Gesichtspunkte d'Alemberts haben auf Lagrange erheblich 
eingewirkt, und die Richtung der Denkweise, die man bei dem 
Letzteren antrifft, ist zum grossen Theil auf die Ueberlegungeu 
und Vorstelluugsarten des Ersteren zurückzuführen. Lagrange selbst 
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hatte weit weniger Neigung und Geschick, sich mit philosophischen 
Zergliederungen der Fnndamentalbegritl'e und Hauptsätze der 
Mechanik zu befassen, als sein älterer, in den verschiedensten 
Theilen der allgemeinen Philosophie heimischer Zeitgenosse 1 ;. 
Lagrange hatte in seinem hesoudern Öebiel allerdings auch philo- 
sophisch in einem höhern Grade den Tact für das Richtige, aber 
er beherrschte die technische Form der logischen Zergliederung 
nicht in einem solchen Maasse. wie es ihn etwa hätte von allen 
rein philosophischen Anlehnungen unabhängig machen können. Ans 
diesem Grunde ist unter den specifisehen Theoretikern der Mechanik 
für das 18. Jahrhundert d'Alembert als Hauptvertreter einer frucht- 
baren philosophischen Betrachtungsart anzusehen. 

Wen vielleicht die Erinnerung an Maupertuis und dessen 
Bemühungen um ein Princip der geringsten Wirkung veranlassen 
sollte, vornehmlich in dieser Richtung die philosophischen Antriebe 
zu suchen, niuss zuvor erwägen, dass zunächst nur von der 
specirischen Pflegern der Mechanik und zwar von denjenigen di • 
Rede sein soll, durch welche anerkanntermaasseii die besonder ,> 
positive Wissenschaft in bedeutender Weise gefördert worden ist. 
Maupertuis befindet sich dagegen in einer etwas zweifelhaften Mitte 
/wischen den eigentlichen Metaphysiken! und den speeifisch 
mechanischen Theoretikern. Es ist bei ihm das Philosophische 
nicht speeifisch und klar genug, und ebenso sind hei ihm diejenigen 
Vorstellungen, die eigentlich mechanisch und mathematisch sein 
sollen, zu vage, als dass sie als Typen für eine fruchtbare Corn- 
bination der philosophischen mit der mechanischen Virtuosität 
gelten könnten. Der Umstand, dass er Fermate Idee in einer 
Weise wieder aufnahm, durch welche das Princip der geringsten 
Action mehr verdunkelt als aufgehellt worden ist, würde höchstens 
für den seitlich ableitenden Einfluss der fraglichen Gattung des 
Philosophirens als Instanz zu gebrauchen seiu. Hätten wir nicht 
die Formulirungen von Euler und Lagrange einerseits und die in 
sich wenigstens unzweideutige Ueberlieferung von Fermat her, 
so w r ürde man gar nicht wissen, was man bei dem Princip der 
Minimalaction exaet zu denken hätte. 

Eine andere Beurtheilungsart ist möglich, sobald wir uns 
den rein ausgeprägten Philosoph emen gegenüberbefinden, denen ein 
Anspruch auf Detaileinlassuug fernliegt, und durch welche sich 



'1 D'Alembert 1717—17*3; Lagrange 17,% -1813. 
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die allgemeinen Denker nur wollten über die letzte prinzipielle 
Auffassung der mechanischen < i rund Vorstellungen vernehmen lassen. 
In dem Kreise dieser universellen Denker waltet ein analoges, 
wenn auch in einem gewissen Sinne umgekehrtes Verhiütniss zur 
Mechanik oh, wie wir es bei den speeitischen Theoretikern der 
Mechanik bezüglich der philosophischen Haltung der letzteren ge- 
kennzeichnet haben. Wie etwa für einen Lagrange, ja selbst für 
d'Alembert, wenn er die verschiedenen Zweige der Mechanik be- 
handelt, die philosophischen Gesichtspunkte blosse Hülfsiiiittel sind, 
um die besondere (ieslaltuug der Speeialwisseuschaft hier und da 
aufzuklaren. — ebenso sind für die allgemeinen Denker, deren 
Interesse an logischen Uegriffeu und an Kategorien zur Xmur- und 
Weltbetrachtung haftet, die Grund Vorstellungen der Mechanik vor- 
nehmlich nur Hülfsmiltel und Schemata, durch deren Benutzung 
und Erläuterung sie auf weit allgemeinere Oönceptionen, /.. B. aul 
diejenige der Causalität, ein bestimmteres Licht fallen lassen. Hiebei 
ereignet es sich denn auch wohl, dass diese Philosophen, von den 
Schwierigkeiten der mechanischen Hüll's begriffe gereizt, über ihr 
ursprüngliches Ziel hinausgehen und sich an einer Klarstellung der 
specifiseh mechanischen ( rrundvorstellungen derartig versuchen, als 
wenn sie selbst inmitten der mechanischen Probleme ihre An- 
regungen empfangen hatten. Nun ist es ganz gewiss, dass die 
specielleren Begriffe in den allgemeinem Deukbegriffeu ihre Wurzel 
haben, und hieraus erklärt es sich, dass der rein logische Philosoph, 
auch bei mangelhafter Einlassung mit dem besoiideru Inhalt der 
Mechanik, in einzelnen Richtungen zutreffende Anschauungsweisen 
zu vertreten vermag. Dieses Umstandes müssen wir uns erinnern, 
wenn wir für die zweite Hälfte des 18. Jahrhunderts die gelegent- 
lichen Bemerkungen Humes und die besondern Bemühungen Kants 
ins Auge lassen. Diese beiden grossen Philosophen, die in so 
vielen Beziehungen zusammengehören, haben sich jedoch in dem 
Verhalten zu den mechanischen Principien erheblich unterschieden. 
David Hume, der sich keine besondere Mühe um das specifiseh 
Mechanische gab, ist ganz nebenbei und im Anschluss an seine 
Causalitätstheorie zu sehr treffenden Bemerkungen über den einzig 
möglichen Sinti gewisser mechanischer Grundbegriffe und Grund- 
sätze gelangt, ohne etwa den besondern Anspruch zu erheben, die 
wissenschaftliche Verfassung grade im Gebiet der Mechanik refor- 
nüren zu wollen. Immanuel Kant, der sich schon als junger Mann 
mit einer besondern Schrift über die Schätzung der lebendigen 



Kräfte versuchte, hat im reiferen Alter, ja selbst noch in jener 
späten Phase, welche von den Philosophen als seine kritische 
Periode bezeichnet wird* nicht abgelassen, theils die mechanischen 
Grundansehauuugcu vom Weltsystem zu behandeln oder eine 
»Schematik der von ihm vorausgesetzten Daseins- oder Wirkiuigs- 
formen der Materie zu entwerfen, theils aber auch einzelne mecha- 
nische Grundbegriffe in besondern Aufsätzen und Untersuchungen 
zu bearbeiten. Wenn auch hiezu nicht noch der weit wichtigere, 
indirecte Einfluss der allgemeinen Kautischen Transcendental- 
philosophie auf die späteren Formen der wissenschaftlichen Denk- 
gewohnheiten käme, so würde uus dennoch schon die blosse Tkat- 
sarhe, dass ein so epochemachender Denker sich mit den Principieu 
der Mechanik in nähere Berührung gesetzt hat, dazu uöthigen, den 
fraglichen Unternehmungen eine besondere Aufmerksamkeit zu- 
zuwenden . 

Hienach wird auf Seiten der philosophischen Theoretiker der 
Mechanik d'Alembert und im Bereich der mechanisch theoreti- 
sirenden Philosophen Kant für die Kennzeichnung des 18. Jahr- 
hunderts den Hauptplatz einzunehmen haben. 

163. D'Alembert unterscheidet sich in der Auffassung der 
mechanischen Prineipien dadurch von den übrigens weit unzweifel- 
hafteren und klareren Pormulirungen Lagranges, dass er trotz 
seiner Entschiedenheit gegen die Filialursachen und überhaupt gegen 
die Voraussetzung von Gesichtspunkten der Intelligenz, dennoch 
von eiuer rein rationellen Beglaubigung der Fundamentalaxiome 
ausgeht. Wie die Einleitung und die erste Abi heil img seiner 
Dynamik *) zeigen, will er die gesammte Mechanik auf drei Prin- 
cipieu, nämlich das der Trägheit, das des Kräfteparallelogramms 
und eine dritte Voraussetzung gegründet wissen, die er das Princip 
des Gleichgewichts nennt. Diese letztere Voraussetzung, bei deren 
Namen man nach der gewöhnlichen Ueberlieferung einfach an den 
Hebel zu denken hätte, ist bei d'Alembert etwas wesentlich Anderes, 
woraus der Satz vom Hebel erst abgeleitet wird. Sie besteht 
nämlich in der Vorstellung, dass zwei Kräfte im Gleichgewicht 
seien, wenn sie gleich und entgegengesetzt sind, d. h. wenu sieh 



>) Traitö de dynamique (zuerst Ü4B) spätere Ansg. 1796, Discours 
preliminaire und die drei nächsten Capitel, welche den drei Hauptprincipien 
entsprochen. 
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die eventuellen Geschwindigkeiten, in denen sieh ilire Bewegungs- 
fcendeazen, ausdrücken, umgekehrt wie die Massen verhalten. 

Die Priucipieu, auf welche d'AIembert die Mechanik zurück- 
führt, sollen nun keineswegs, wie die Axiome der Mathematik, 
schon unmittelbar vermöge der blossen Vorstellung ihres Inhalts 
überzeugen, sondern selbsi bewiesen werden. Ks versteht sich 
aber von seihst, dass der d'Alembeilsche Versuch, die Trägheit 
als eine Notwendigkeit des blossen Kaisonuements erscheinen zu 
lassen, eben auf einen blossen Schein hinauslaufen niusste. Aehnlieh 
verhält es sich mit den vermeintlich rein rationellen Beweisen der 
übrigen Priucipien. Dennoch ist aber aus diesen Erläuteruugs- 
versucheii wenigstens soviel zu entnehmen, dass in der Vorstellung 
der einfachsten mechanischen Axiome rein rationale Bestandteile 
enthalten sind, die sich absondern lassen. Ist nun auch d'Alembert 
in der Sichtbarmachung der wirklich rationalen Seiten nicht immer 
zu dem wirklich Haltbaren gelaugt, so hat er doch das Verdienst, 
jene logischen Elemente der Priucipien wenigstens gesucht zu haben. 

Bezüglich der Aufgabe, welche die Berliner Akademie in die 
Frage gekleidet hatte, ob die Priucipien der Mechanik nothwendige 
oder zufällige Wahrheiten wären, liisst sich d'Alembert 1 ) dahin 
aus, dass er eine solche Frage nur dann verstehe, wenn er sie auf 
den Gegensatz von spekulativer Notwendigkeit und gegebener 
Erfahrungstatsache zurückführe. Der Philosoph habe sich zu 
fragen, was unter Voraussetzung von Materie und Bewegung not- 
wendig sei. Er habe alsdann diese rationalen Notwendigkeiten, 
d. h. die durch Raisonnement aus der Voraussetzung der Materie 
und Bewegung abgeleiteten mechanischen Priucipieu mit denjenigen 
Priucipien oder Fundamentalthatsachen zu vergleichen, welche sich 
in der Erfahrung wirklich betätigt fänden. Stimmten nun diese 
letztern erfahrungsmässigen Gesetze mit den rationell abgeleiteten 
übereiii, so seien sie notwendig, d. h. der schaffende Grund der 
Natur, wenn man einen solchen Begriff zu Hülfe nehmen wolle, 
habe an die Materie und Bewegimg keine andern Gesetze geknüpft, 
als diejenigen, welche aus diesen beiden Voraussetzungen oder, mit 
andern Worten, aus der blossen Existenz der Materie und Bewegung 
schon ohne besondere Einrichtung von selbst folgten. Es versteht 
sich, dass d'AIembert seiner ganzen Geisteshaltung und philo- 
sophischen Anschauungsweise zufolge die principiellen Gesetze der 
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Möchanik nur als Consequenzen von Materie und Bewegung gelten 
Iii hs t und sieh daher dafür entscheidet, dass diese Principien not- 
wendige Wahrheiten seieu. 

In diesem Sinne bemüht er sieh denn auch überall tun 
Deduetiouen, die nichts als die Materie und Bewegung zum realen 
Ausgangspunkt haben sollen. Nach unserer heutigen Ausdrucks- 
weise müssen wir also sagen, er sei von den Begriffen der Materie 
und Bewegung ausgegangen und habe zugesehen, was aus deren 
Zergliederung und Vereinigung folge. Bei der Materie dachte er 
vornehmlich an die Undiirchdringlichkeit. Setzte er nun z. B. den 
Fall voraus, dass die Vorstellung der Bewegung der Körper gegen 
einander mit deren Ündurchdringlichkeit in Conflict gerathe, so 
konnte er allenfalls die rationelle Gestaltung dieses Oonflicts aus 
den vorausgesetzten Begriffen zu kennzeichnen und so die prin- 
cipiellen Nothwendigkeiten zu gewinnen versuchen. Doch mussten 
hier gewisse Unzulänglichkeiten bestehen bleiben, die daher rühren, 
dass die zu Grunde gelegten zwei Haupt begriffe, uämlich Materie 
und Bewegung, ihrem gedanklichen Inhalt nach nicht schart' und 
sichtbar genug bestimm) und umgrenzt worden waren. Wir werden 
später sehen, dass der in derartigen Unterscheidungen und Be- 
griffsbestimmungen soweit vorgedrungene Philosoph Kaut sich 
dennoch vergebens abgemüht hat, den Begriff der Materie, der 
seine einzige Voraussetzung bildete und die bewegende Kraft schon 
in sich enthalten sollte, in einer Weise zu fassen und zti construiren, 
dass sich aus ihm die Grundgesetze der Mechanik ableiten liessen. 
Hier sei jedoch zugleich daran erinnert, wie d'Alembert und Kant 
das Bestreben gemein haben, aus der Existenz oder dem Begriff 
der Materie alle mechanischen Principien hervorgehen zu lassen. 

Es Messe über die Schranken unserer Aufgabe hinausgehen 
und in ein ziemlich unfruchtbares Detail gerathen. wenn wir 
d'Alembert in seine einzelnen Beweisvers uehe folgen wollten, Nur 
aei bemerkt, dass er bezüglich des Trägheitsgesetzes vornehmlich 
den Begriff der gradlinigen und gleichförmigen Bewegung als etwas 
Gegebenes ins Auge fasst und die Hauptbemühung darauf richtet, 
ans der blossen Vorstellung einer solchen Bewegung auf deren un- 
beschränkte Fortdauer zu schliessen. Jedoch tritt dasjenige rationelle 
Element, welches sich vor und nach d'Alembert als das gewichtigste 
geltend gemacht hat, nämlich die Berufung auf die Vorstellung 
der Einerleiheit und Beharrlichkeit eines nur durch seine eigne 
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einfache Ursache bestimmten Zustandes nicht einmal deutlich genug 
hörvor. Allerdings findet sich in den d'Alem herrschen Beweisen 
direct oder indirect ein häutiger Gebrauch von der Wendling ge- 
macht, welche besagt, es fehle an einem Grunde, warum dies oder 
dies eher in dem einen als in dem andern Sinne von dem Ver- 
halten abweichen sollte, welches grade in Frage ist. So wird z. B. 
auch von d'Alemhert gellend gemacht, es fehle an einem (irunde, 
warum die Resultante von zwei Kräften eher nach der einen als 
nach der andern Seite der H-bene dieser Kräfte gelegen sein sollte, 
und sie müsse daher in diese Rhene der Kräfterichtungeti selbst 
fallen. Mit einer solchen Wendung wird aber positiv nichts er- 
wiesen, und was wir bei der Krläuferuug der Trägheit nach Maass- 
gabe dieser Wendung antreffen, kommt noch kaum auf die Be- 
rufung hinaus, dass es an einem Grunde mangele, aus welchem 
die Ruhe oder Beliarrungsbewegung eher in dem einen als in dem 
andern Sinne, also in Küeksicht auf die Mannichfaltigkeiten einer 
nach Bahn und Geschwindigkeit verschiedenen Bewegung, aus 
einem der möglichen Gesichtspunkte mehr als aus einem andern 
verändert werden sollte, und dass sie daher gar nicht verändert 
werde. Eine unmittelbare Berufung auf das Causalitätsgesetz in 
ganz positiver Weise würde hier entscheidender geworden sein. 
Setzt man nämlich den Begriff der Ruhe oder der in allen ihren 
Theilen sich selbst gleichen Bewegung als gegeben voraus, so be- 
darf man, um aus diesem Begriff etwas Anderes zu machen, als 
er ist, oder als er an sich selbst enthält, offenbar eines neuen 
Begriffselemeuts, das sich zu dem ersteren Begriff als abändernder 
Grund seines Inhalts hinzugesellt. Dieser neue Grund oder diese 
neue Ursache ist aber in dem Begriff eines eine Zeit lang sich 
selbst gleichen Zustande* nicht mitgedacht, und es kann mithin 
der Grund des Aufhörens der Ruhe oder der Beharrungsbewegung 
nur von ausserhalb jenes Begriffs kommen. Kdne derartige Wen- 
dung, wie die eben gekennzeichnete, ist sehr scheinbar, obwohl 
auch sie uicht zureicht. Der logische Grundsatz, dass keine Ver- 
änderung aus Nichts, sondern nur als Wirkung einer zugehörigen 
Ursache zu statuiren sei. ist das allgemeinere Axiom, unter welches 
man das Trägheitsgesetz als eine speciell mechanische Gestaltung 
snbsniiliren kann. Wie weit eine solche Rechenschaft zur Be- 
gründung ausreichen mag, kann jedoch erst im besondern Hin- 
blick auf die Kantischen Vorstellungen erwogen werden. D'Alembert 
ist thatsächlich nicht soweit gegangen, unmittelbar, positiv und 
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ausdrücklich den logischen Gehalt des Oausalitätsgesetzes für das 
Beharrungspriueip in Anspruch zu nehmen. 

164. Wen es befremden sollte, dass d'Alembert ausser dem 
Parallelogramm der Kräfte noch ein besonderes Gleichgewichts- 
prineip als dritten Ausgangspunkt nüthig zu haben glaubte, wird 
in der eigentümlichen Rulle, «reiche die Gleichgewichts Verhältnisse 
in dem Ideeiikreis d'Alemberts spielen, eine Erklärung und noch 
überdies einen tiefem Aufschluss über den Zusammenhang der 
Grundanschauungeu linden können. Das Princip, welches mit dein 
Namen d'Alemberts geschichtlich unabtrennbar verknüpft ist, liefert 
in seinem philosophischen Begtandthei] den Schlüssel zum Ver- 
stäudniss der systematischen Gesammtansehauung seines Autors. 
W ir haben früher (Nr. 131) gesehen, dass die Methode, an einem 
bewegten System die im Gleichgewicht befindlichen Bestandteile 
der bewegenden Kräfte besonders ins Auge zu fassen und nach 
den Kegeln der Statik zu behandeln, ihre Grundlage von Jacob 
Bernoulli erhalten habe. D'Alembert verallgemeinerte diese Grund- 
lage; aber er konnte dies nur. indem er sie mit einem philosophisch 
abstracten Gesichtspuukl ausstattete. Hierin bestand sein eigen- 
thüuiliches Verdienst, und dies erschein! in einem um so volleren 
licht, je mehr man einsieht, dass der Autor wirklich ein Kechl 
hatte, zu behaupten, das philosophische Nachdenken über die letzten 
Principien der Mechanik habe ihm den Weg zu seiner neuen 
Methode eröffnet. 

In der Thal sieht man deutlich, dass d'Alembert ') die 
dynamische Wirkung einer Kraft, welche auf statische Hem- 
mungen stösst, ganz im Allgemeinen in ihrem freien und in ihrem 
reducirteu Verhalten vergleicht, die Beductiou als das Erleiden 
eines Verlustes betrachtet und so den Begriff der verlornen Kraft 
gewinnt. Da er die statische Hemmung nicht selbst als eine freie 
Kraft sondern wesentlich als ein mehr oder minder constantes 
Hindcrniss denkt, so entstehen ihm hiedurch zwei, nach seiner 
Voraussetzung entscheidend ungleichartige Ombiuationen. Das 
Zusammenwirken einer freien Kraft mit einer andern freien Kraft 
erfordert demnach das gewöhnliche Zuaammeusetzungspriiicip der 
Kräfte, während die Combination einer Kraft und eines Hinder- 
nisses eine eigentliche Gleichgewichtsbeziehuug weit unverkenn- 
barer bemerken lässt und daher ein besonderes Gleichgewichtsprineip 
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zu erfordern scheint. Hat man gleichsam an dem einen Ende des 
Hergangs die freie, auf den Körper oder Punkt wirkende Kraft, 
und auf der andern Seite die wirkliche Bewegung des Körpers 
oder Punktes vor Äugen, und vergleicht man diene wirkliche Be- 
wegung mit derjenigen, die entstanden sein würde, wenn der Körper 
in seiner Bewegung nirgend behindert gewesen wäre, so ist klar, 
dass der Unterschied, um welche die wirkliche Bewegung geringer 
ist als die hypothetische, als ein Verlust oder Abzug gedacht 
werden muss, der von der Einschaltung des statischen Hindernisses 
herrührt. Ein Theil der Kraft ist gleichsam statisch gebunden 
worden, und dies ist der für die Bewegung in der That als ver- 
loren zu liezeicl ude Bestandlheil. Wenn nun mehrere Kräfte 

auf ein gemeinschaftliches Hinderniss treffen, welches ganz im 
Allgemeinen Systemverfassuug heissen kann, so ist klar, dass 
sämmtliche verlorne Kraftehesfaüdtheile, die sieh an dem System 
so zu sagen gebrochen haben, in ihrem statischen Zusammenwirken 
an diesem System oder, wie man auch sagen kann, an dieser 
Gruppe, von statischen Hemmungen im Gleichgewicht sein müssen. 
Es ist also nicht nur jede einzelne Kraft au jedem Angriffspunkt 
als zu einem Theil aufgewogen anzusehen, sondern alle diese auf- 
gewogenen Bestamltheile oder, um mit dem herkömmlichen tech- 
nischen Ausdruck zu reden, die gesammten verlornen Kräfte 
müssen unter sich vermöge der Systemanordnung im Gleichgewicht 
sein. Dies ist historisch genau das d'Alembertsche Priiif.jp, während 
die Einführung der den wirklichen Bewegungen entgegengesetzten 
Kräfte, wie schon frühe) bemerkt, in prinoipieller Ausdehnung erst 
von Lagrange benutzt worden ist. 

Aus dem philosophischen Gesichtspunkt ist die Absonderung 
des Gleichgewichts innerhalb der Bewegung eine ebenso aus- 
gezeichnete als natürliche Wendung. Setzt man aber einmal diese 
Sonderuug voraus, so lag es auch sehr nahe, Angesichts der 
traditionellen Trennung der statischen und der dynamischen Vor- 
steUungen, jeder der beiden Sphären ihr besonderes Prineip zu- 
zutheilen, und die Znsammensetzung der Kräfte, die vorherrschend 
als Zusammensetzung der Bewegungen gedacht wurde, für die Com- 
bination der gegenseitigen Heseln -anklingen fest zu halten, dagegen 
für die statischen Hindernisse ein besonderes Prineip des Auf- 
wiegens nach Alaassgabe der Massen und eventuellen Geschwindig- 
keiten einzuführen. Allerdinga ist d'Alembert bisweilen sei Ii i 
nahe daran, den fraglichen Dualismus durch eine einheitliche 



Vorstellungsart an ersetzen; aber that sächlich streift, er diese 
wichtige Wendung nur, ohne ihr irgend eine ernstliche Folge zu 
geben. Unterscheidet mau nämlich einmal zwischen der freien 
Wirkung einer Kraft, die sieb vollständig als Bewegung eines 
freien Körpers oder Punktes äussert, und derjenigen BewegungS* 
Wirkung, welche nach Einschaltung einer einschränkenden Ursache 
übrig bleibt, so liegt es schon im Bedürfnis» der möglichsten 
Allgemeinheit des Denkens, bei dieser hinzukommenden Einschrän- 
kung uicht Mos an feste Hindernisse der gewöhnlichen statischen 
Art, sondern auch an jede Kraft zu denken, welche als eine zweite 
zu der ersten hinzutritt, ohne mit ihr etwa ganz in demselben 
Sinne zu wirken. Nach dieser Vorstellungsart wird das Parallelo- 
gramm der Kräfte nur zu einer besondern Gestaltung der allgemeinen 
Idee gemacht, welche voraussetzt, dass eine Kraft durch das Hinzu- 
treten einer iiiodificirenden Ursache gehindert wird, diejenige Wir- 
kung zu entwickeln, die statthaben würde, wenn jene Kraft frei 
und unbeschränkt nur ihrem eignen Inhalt und Gesetz folgte. 

Da nun das Parallelogramm der Kräfte nicht blos eine Zu- 
sammensetzungsart phänomenaler Bewegungen sein soll, und da 
sich der Fall der Kraft reduetiou auf eine unabänderlich fest vor- 
geschriebene Richtung oder Bahn jenem Prineip zuordnen lässt. 
indem man an Stelle der einen Seitenkraft die Bahn setzt, — ja 
da sich auch umgekehrt die Kraftreduetiou auf die feste Richtung' 
oder, mit andern Worten, das was man gewöhnlich Prineip der 
schiefen Ebene nennt, auch zum Ausgangspunkt für das Ver- 
ständniss des Parallelogramms der Kräfte machen lässt, so bedarf 
es keines doppelten Princips, um die Wirkung einer Kraft unter 
einschränkenden Umständen zu begreifen. Die Kraft wirkt ent- 
weder mit ihrer vollständigen Grösse zur Bewegung, und dann 
ist gar keine Einschränkung vorhanden: oder aber sie wirkt nur 
mit einem Theil ihrer Grösse oder gar nicht zur Bewegung, und 
alsdann ist ihr anderer Theil oder ihre ganze Grösse zum statischen 
Aufwiegen einer entgegengesetzten Kraft verwendet worden. Der 
statische Gesichtspunkt greift also auch in dem Schema des 
Parallelogramms Platz, indem das, was mau als Resultante der 
Bewegung vor Augen hat, eben nur die wirkliche Bewegung vor- 
stellt und diejenigen Bestandteile der Seiteukräfte nicht enthält, 
welche sich senkrecht zur Resultante von vornherein aufgewogen 
und gleichsam statisch gebunden haben. Diese ungewohnte Vor- 
stellungsart, auf die wir schon bei mehreren Gelegenheiten als auf 



ein Princip des partiellen Gleichgewichts hingewiesen haben. i-t 
der d'Alembert sehen Anschauungsweise am nächsten verwandt und 
bildet, da sie dieselbe ergänz! und vertieft, auch deren wirksamste 
Kritik. Man sieht ans dieser Vorstellnngsart. wie die Idee des 
partiellen Gleichgewichts und der verlornen Kraftbestaiultheile oder 
kurzweg der Begriff der verlornen Kräfte, um dessen Ausbildung 
sich d'Alembert ao verdient gemacht hat, BCbon in die Vorstellung 
der Bewegiingsresultante zweier Kräfte gehörl und sich nicht auf 
den Fall der Corubination einer Kraft mit testen Hindernissen be- 
schränken lässt. 

165. Hm die Beziehungen zu erkennen, die in Lagranges 
eigentümlichen Ideen auf vorangehende Vorstellungen d'Alemberts 
zurückdeuten, muss man beachten, dass die statische Einschränkung 
der Kräfte Wirkungen, mit der sich d'Alembert als einem Grund- 
schema der Mechanik vorzugsweise beschäftigt hatte, dem Princip 
der virtuellen Geschwindigkeiten so nahe als möglich steht. In 
diesem letzteren Princip ist ausser dem Krafthegriff und der gegen- 
seitigen Kräftemessung durch die. gleichzeitigen elementaren Wege 
nur noch die Rücksicht auf die Wirkungsbeschränknngeii der 
Kräfte durch eine System Verfassung wesentlich: ja dieser letztere 
Gesichtspunkt ist zuerst die specifische Kigenthümlichkeit des 
Princips gewesen und hat auch später fast ausschliesslich dafür 
gegolten. Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten setzt die 
Kräfte derartig reducirt voraus, dass nicht etwa die beliebigen, 
sondern die vermöge der Systemverfassung wirklich zulässigen 
Verschiebungen die Bahnen bilden, auf denen ausschliesslich irgend 
welche Bewegungen entwickelt weiden könnten. Nun müssen diese, 
an sich möglichen Bewegungen ebenfalls einander aufheben, wenn 
Gleichgewicht vorbanden sein soll. Die virtuellen Momente im 
engern oder ursprünglichen Sinne sind also bereits Kräftereductionen. 
Hiemit leuchtet die Verwandtschaft der beiden Anschau nngsarten 
von selbst ein. D'Alembert war gewohnt gewesen, sich überall 
die Reductionsart der Kräftewirkungen durch die Systemverfassung 
als eine Zerlegung vorzustellen; Lagrange hielt an dem allgemeinen 
Gedanken fest, alle mechanischen Probleme durch eine ähnliche 
Conception zu beherrschen. Auf diese Weise hat das d'Alembertsche 
Princip offenbar dazu beigetragen, auch demjenigen der virtuellen 
Geschwindigkeiten jene allgemeine schematische Anwendung zu 
verschaffen, die von Lagrange ausgegangen und für die fernere 
Gestalt der Mechanik typisch geworden ist. 
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Diese geschichtlichen Annäherungen der Vorstellungsent 
Wicklung würden venlunkell werden, wenn man im d'Aleiubert scheu 
Princip mir den Zweck und den Nutzen als Flülfsmittel, nicht aber 
das ihm eigenthümliche Vorstelluugsschema an sich selbst beachten 
wollte. Jeuer Zweck geht darin auf, das Statische in der Com- 
bination der bewegenden Kräfte abzusondern und so über die 
Beziehungen der dynamischen Kräfte nach den Gesetzen der Statik 
urtheileu zu können. Der Satz vom Gleichgewicht der verlornen 
Kräfte liefert die Relationen und Gleichungen, die man sucht. 
Allein abgesehen von diesem Endzweck hat die d'Alembertsche 
Vorstellungsart auch noch ausserdem an sich selbst einen Werth, 
indem sie überhaupt ein allgemeines Princip aufstellt, die Kräfte- 
wirkung in Beziehung zu der Verfassung eines mechanischen 
Systems nach einem allgemeinen Schema durch drei deutliche 
Hülfshegrift'e zu denken und hiedurch jener Idee ein bestimmtes 
Gepräge zu ertheilen. Diese drei Hülfsbegrifle und Theilvor- 
stellnngen sind die hypothetisch ganz freie Wirkung, dann der im 
Gleichgewicht gegen das Hinderniss aufgehobene Kraftbestaudtheil 
und endlich die wirkliche Bewegung oder, mit andern Worten, 
der den .Bewegungsrest repräsentirende Bestandteil der Kraft. 
Eö ist also die Idee einer durch bestimmte Anordnungen und 
\ eranstaltuugeu modih'cirten Kräftecombination in ihrer grössten 
Allgemeinheit zum Inbegriff aller möglichen Formen des Zusammen- 
wirkens ausgeprägt, und es ist ausserdem der Versuch gemacht, 
die einfachen und principielleu Gestaltungen dieses Zusammen- 
wirkens durch zwei Hauptvorstellungen, nämlich die des Parallelo- 
gramms der Kräfte und die des Gleichgewichts, zu erschöpfen. 
Obwohl der letztere Dualismus, wie schon in der vorigen Nummer 
erläutert wurde, nicht haltbar ist. so leuchtet doch ein, dass in 
jener universellen Combinatiousvorstellung alle Principien des 
Zusammenwirkens der Kräfte wenigstens unentwickelt enthalten 
sein müssen, und dass jegliche Entwicklung derselben zunächst 
nichts Anderes liefern könne, als eine besondere Art oder einen 
besondern Haupt fäll, welcher ersehen lässt, wie die Wirkung einer 
zunächst als frei hethätigt zu denkenden Kraft durch eine ein- 
schränkende Ursache verändert werde. Da nun aller Entwicklung 
des Zusammenwirkens der Kräfte im weiteren Zeitverlauf ein 
streng punktueller und momentaner Zustand als vorangehend zu- 
geordnet werden kann, oder mit andern W orten, da sich die Kräfte 
in einem strengen Zeitpunkt gegenseitig bereits beschränkt und 



nach Gleichgewicht und Bewegimgsantrieb mit ihren Bestandteilen 
vertheilt haben müssen, ehe sich ein Effect von augehbarer Daner 
proäaeirl haben kann. — so wird alle Kräftozusammensetzung im 
weitesten Sinne dieses Begriffs, also überhaupt alles Zusammen- 
wirken der Kräfte auf solche Prinzipien zu bringen sein, die von 
den Mamüchfaltigkeiten der Kräfteentwicklung in der Zeit noch 
nichts enthalten. Dies ist der Grund, warum nicht der eigentlich 
statische, wohl aber der zeitlich punktuelle Zustand der Kräfte- 
verhältnisse für alles Uebiige als entscheidende Grundlage maassr 
gebend wird. Auf dieser Grundlage des Momentanen müssen sich 
die allgemeinsten Priucipien halten, welche der Statik und Dynamik 
gemeinsam sind. Auch ist es in der Thal hier, wo die d'AIembertsche 
Erläuterung des Zusammenwirkens der Kräfte und der modifieirendeu 
Bedingungen oder Einschränkungen ihren angemessenen Gegenstand 
hat. Weiterhin specificiren sich die Kräfte wirklingen durch die 
Dauer. Eigentliches Gleichgewicht ist da vorhanden, wo die 
Einerleiheit des Zustandes in Wirkung und Gegenwirkung eine 
angebbare Zeit hindurch sich selbst gleich beharrt, während eine 
dynamische Entwicklung der Bewegung neue Gesichtspunkte und 
auch neue Priucipien, namentlich aber dasjenige der Beharrung 
der einmal ertheilten Geschwindigkeit erfordert. Hier tritt dann 
das Galileisohe Schema der dynamischen Entwicklung einer Kraft 
ein, oder analytisch und modern geredet, es werden Integrationen 
nothig, die zu dem momentanen Verhältniss das zugehörige Ganze 
des dauernden Zustandes liefern. Doch unsere Andeutungen dieser 
schematischeii Grundverhältnisse haben hier nur den Zweck, die 
Universalität der d'Alemberfschen Anschauungsweise kenntlich, 
uud die Seite bemerklieh zu machen, von welcher Lagrange zu 
seiner Beherrschung der gesammten Mechanik mit einem einzigen 
Begriff und Prineip gelangen konnte. 

Ueber die Bedeutung des Princips der virtuellen Geschwindig- 
keiten bei Lagrange ist auch schon aus dem logischen Gesichts- 
punkt in dem vierten Capitel ausführlich gehandelt worden. Hier 
sei nur noch bemerkt, dass es das Hypothetische, also das, was 
nicht actuell geschieht, sondern virtuell geschehen könnte oder 
würde, mithin ein Umweg oder eine negative Wendung ist, wodurch 
das dem strengen Zeitpunkt momentan Entsprechende ermittelt 
wird. Diese logische Reflexion wird zwar von Lagrange nichi 
ausdrücklich gemacht: aber sie zeigt deutlicher, wie die Gewohn- 
heit d'Alemberts, die an sich möglichen von den unter Bedingungen 



möglichen Kräftewirkungen zu unterscheiden, einem Gedanken an 
die ausgedehnteste. Fassung und Anwendung des Principe der 
virtuellen ("{eschwindigke.iien günstig sein musste, Lagränge brauchte 
nur von jeder einzelnen Kraft als frei wirkend auszugehen und 
deren allgemeine Wirkungsmöglichkeit durch die speciell bedingte 
Wirkungsmöglichkeil redueirt zu denken, um das virtuelle Moment 
zu erhalten. Es ist also der Gang der d'Alembertschen Grund- 
anschauung, dem mau nur zu folgen brauchte, um sich einen all- 
gemeinen Ausdruck für die Rumrae des Zusammenwirkens aller 
Kräfte und der zugehörigen Bedingungen analytisch zu construiren. 
Hiemit ist also wenigstens soviel klar, dass die Unternehmung 
Lagrauges und der Begriff einer allgemeinen Kräftesumme oder 
einer universellen Kräftegleichung nicht ganz unvermittelt dasteht, 
sondern einige Züge von historischer Stetigkeit der Entwicklung 
aufzuweisen hat. Diese Stetigkeit bezieht sieb nicht etwa auf die 
Dynamik, wo das d'Alembertscbe Princip als Voraussetzung der 
Formel von Lagrange ganz offen und klar vorliegt; sondern sie tsl 
für den Fall geraeint, wo sie sich weniger aufgedeckt findet, 
nämlich für die blosse Statik, Wäre es auch nie zu einer be- 
soudern dynamischen Grundformel als zu einer Anlehnung an das 
statische Schema gekommen, sn würde sich dieses letztere an der 
Hand der d'Alembertschen Gesichtspunkte sehr wohl haben con- 
struiren lassen. Die Allgemeinheit des Denkens und dpr logischen 
Begriffe ruusste der analytischen Formgebung offenbar vorangehen, 
und diese Allgemeinheit des Denkens ist in einem hohen Maass 
von d'Alembert vertreten worden. Lagrange, der mit den Ideen 
zugleich das Bedürfnis? hatte, dieselben, wie logisch allgemein sie 
auch sein mochten, in die analytische Sprache zu übersetzen und 
dadurch anschaulicher und exaeter zu gestalten, hat hierin Un- 
übertroffenes geleistet. Er bat au der wahren Philosophie der 
Mechanik um so erfolgreicher gearbeitet, als seine Begriffe speculativ 
zurückhaltender formulirt wurden, als diejenigen d'Alemberts, und sich 
so der Vortheil einer vorangegangenen fremden Speculation mit der 
Weglassung ihrer Irrthümer oder IVberflüssigkeiten verbinden konnte. 

Ein äusseres Zeichen der eben erwähnten Zurückhaltung isi 
die Thatsache, dass Lagrange die historischen vier Princip ien der 
Statik, nämlich die Sätze vom Hebel, von der schiefen Ebene, 
vom Parallelogramm der Kräfte und von den virtuellen Geschwindig- 
keiten als wesentlich empirische Ausgangspunkte ansieht, von denen 
ein jeder unter Ausschluss der übrigen die Grundlage der weiteren 



statischen Entwicklungen bilden könne. Hiedurch liiilt er sich 
von dem d'Alerabertsehen Dualismus frei. Im eignen Systeöi 
wählt ei das Priucip der virtuellen Geschwindigkeiten als das 
zugleich einfachste, umfassendste und dem Calciil bequemste. In 
der Functioneiilheorie geht er, wie wir {Nr. 141) gesehen haben, 
einen andern Weg, indem er dort. Dynamik und Statik sich von 
vornherein verschmelzen lässt. Erwähnenswert b dürfte es sein, 
dass er hiebe] ausdrücklich die Vorstellung hervorhebt, dass die 
hinzutretende Einwirkung einer zweiten Kraft dasselbe Ergebnis? 
liefert, als wenn die erste Bewegung für sich allein eine Zeit 
hindurch ausgeführt worden und dann erst die zweite Bewegimg 
zur Bethätigung gelangt wäre. Diese Auffassungsart findet man 
so deutlich ausgesprochen 1 ), dass die metaphysische Bedeutung 
derselben nicht zweifelhaft sein kann. Ein vertical aufsteigender 
Körper soll also demnach so angesehen werden können, als wenn 
er zuerst vermöge seiner Anfangsgeschwindigkeit gleichförmig bis 
zum Doppelten der wirklichen Erhebung gestiegen und ausserdem 
noch während einer gleichen Zeit, d. h. um die einfache Höhe 
gefallen wäre. Es ist dieser Fall vielleicht das einzige Beispiel, 
in welchem Lagrange direct eine metaphysisch nicht gleichgültige 
Vorstellungsart als eigne Anschauungsweise von der innern Synthesis 
der Kräfte blicken lässt. während er sonst Alles ausschliesst, was 
rein metaphysisch als zweifelhaft erscheinen könnte. Im All- 
gemeinen ist ihm die rein causale Entwicklung das Grundgesetz, 
und nach diesem leitenden Gesichtspunkt, den er mit d'Alembert 
gemein hat, verwarf er ja auch, wie wir (Nr. 1 20) gesehen haben, 
die finale Passung des Princips der geringsten Wirkung. 

166. Bei Vergleichung der verschiedenen Verhaltuugsarteu 
der bald mehr bald minder metaphysisch gearteten Denker stellt, 
sich heraus, dass die Exactheit und Ungemischtheit der Ver- 
teilungen fast im umgekehrten Verhältniss zu dem Maass meta- 
physischer Einkleidung steht, welches man auf die Gestaltung und 
Erläuterung der mechanischen Grundbegriffe verwendet bat. Je 
naher die betreffenden Denker der BpeoMistisühen Erfalurung standen 
und je mehr sie derselben ausschliesslich vertrauten, um so be- 
friedigender und klarer haben sie ihre Ideen dargelegt. Ein 
glänzendes Beispiel hiefür ist grade Lagrange gewesen. Mau 
könnte nun meinen, die Nichteinlassung auf metaphysische 
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Deductionen sei der Grund für diese Sauberkeit des Denk- 
schematismus. Es sei leicht, konnte man sagen, sich vor Fehl- 
griffen der metaphysischen Art zu hüten, wenn man sich in dieses 
Reich der abstraeten Wesenheiten und Begriffsentwicklungen gar 
nicht erheblich einlasse. Allein im Denken ttber ein specielles 
Fach sowie in der Darlegung und im Gebrauch der diesem Fach 
eigenthümlicheu Principieu ist die logische Seite unumgänglich. 
Wenn daher der Autor eines durchdachten Systems der rationellen 
Mechanik sieh so verhalten hat, dass er der logischen und meta- 
physischen Anfechtung keine Blossen bietet, so nmss ein solches 
Verhalten auf einer Kritik und einem Tact beruht haben, der 
jede Abirrung der Vorst eil ungsart fernzuhalten vermochte. In der 
Thafc ist auch in solchen wissenschaftlichen Systemen, welche sich 
dieser ungemischten Klarheit in metaphysischer Beziehung erfreuen, 
stets eine Arl von logischer Kritik, aber in strenger Anlehnung 
an das Thatsäehliche der unzweifelhaften Beobachtungen uud der 
unumgänglichen Verstandesbegriffe maassgebend gewesen. 

Wollen wir im eignen Gebiet der Metaphysik das hervor- 
ragende Beispiel eines verwandten Verhaltens antreffen, so müssen 
wir die Gedanken David Humes über die Grundlagen und den 
Sinn der allgemeinsten mechanischen Principieu nicht unterschätzen. 
Dieser grosse Philosoph veröffentlichte seine allgemeinen Grand- 
au schaumigen zuerst ungefähr um die Zeit, als d'Alembert seine 
Dynamik herausgab, Obwohl Humo ein Dutzend Jahre früher 
starb, als Lagrange die erste Ausgabe seiner Analytischen Mechanik 
erscheinen liess. so sind doch die philosophischen Auffassungs- 
formen, für die der erstere gearbeitet hat, als eine Ergänzung 
uud als das am meisten verwandte Element zu rler mechanischen 
Principieu formulirung des letzteren zu betrachten. Hume formulirte 
philosophisch denjenigen allgemeinen Krafthegriff, den Lagrange im 
Einzelnen in der Mechanik zu Grunde legte, ohne dass etwa eine 
directe Abhängigkeit von der Humeschen Denkweise nachweisbar wäre. 

Nach dieser Erinnerung geben wir kurz die Ideen an, die 
Hume nur beispielsweise zur Erläuterung seiner allgemeinen Meta- 
physik und speciell seiner Causalitäfcstheorie in seinen Unter- 
suchungen über den menschlichen Verstand, die zuerst unter einem 
andern Titel erschienen waren, im Hinblick auf mechanische Fälle 
der Causalverkuüpfmig beigebracht hat, Dort 1 ) entfernt er aus 
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dem Begriff der Kraft jede Vorstellung, welche nicht durch die 
thatsächliehe Wirkung und die Beziehung eines Ereignisses auf 
eine Thatsache oder einen Umstand, dem es regelmässig und 
empirisch unabtrennbar folgt, oxact erläutert werden kann. Er 
behauptet also wesentlich dasselbe, was Lagrange und diejenigen 
mit Hecht wollen, welche die Kräfte mir durch die Wirkungen 
zu denken vermögen und ausser den Thatsachen und dereu 
Messung nicht noch besondere Gebilde als eigentliche Kräfte zu- 
lassen, deren Wesen man noch weiter zu ergründen hätte. Oer 
Sehluss von der Ursache über die Wirkung ist für Hume stets 
empirisch motivirt und seine Hiuweisung auf die Mechanik ist 
sogar seine entscheidende Instanz. Sein mehrfach gebrauchtes 
Beispiel von den Billardkugeln 1 ) soll erläutern, dass aus blossen 
Ideen oder rein ideellem Kaisonnniient die Wirkung nicht erkannt 
werde, welche der Htoss ausübt. In der Thai wird Niemand mit 
der Hülfe bloa logischer und inathematischer Begriffe ohne dir 
Anknüpfung an irgend ein Erfahrungselement herausbringen, dass 
bei centralem Stoss und bei gleicher Masse, Gestalt und Elasticität 
die bewegte Kugel der ruhenden ihre Bewegung mittheilt und 
selbst Stehen bleibt. Ein Mittheiluugsprincip der Bewegung ndei 
Kraft muss ans der Erfahrimg entnommen werden, und wenn es 
auch durch Zergliederung verwickelter Erfahrungsthatsacheu, also 
vermöge eines analysireuden Raisonnements gewonnen wird, so 
bleibt es aus diesem Grunde nicht weniger ein Erfahrungselemeut. 
Der Verstand hat alsdann das Princip nicht aus sich selbst, 
etwa wie ein mathematisches Axiom, hergegeben, sondern er hat 
es sieh um- aus dem Reiche der Erfahrung als einfaches Gruud- 
phänomen ausgeschieden und sichtbar gemacht. Ganz folgerecht 
behauptet denn auch Hume' 2 ), dass wir von dein iiinern Wesen 
der Mittheilung der Bewegung keinen Begriff haben könnten. An 
eben derselben Stelle, wo er das Mittheil nngsgesefz, dass der eine 
Körper soviel an Bewegung erhalte als der andere abgebe, für 
wesentlich empirisch erklart, bekundet er eine gleiche Ansicht 
auch über das Trägheitsgesetz. Man verhalte sich in Beziehung 
auf diese und ähnliche Begriffe zutreffend, wenn man in solchen 
Ausdrücken nichts als eine Bezeichnung der Erscheinungen erblicke. 
In einer derartigen Weise empfange auch die Newtonsche Gravi- 
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tation ihren genauen Sinn, indem sip nicht das Weaefl einer Kraft, 
sondern die Erscheinungen und nichts weiter repräsentiren solle. 
In einer ScMussanmerlning zum siebenten Essay bemerkt Hume, 
dass die Frage näßh der Kraftmessnng so gestellt sei, dass ihre 
Beantwortung voraussetze, man vermöge die Kraft an sieh selbst 
unmittelbar zum (Jegensland der Reken ntiiisa und Messung zu 
machen. Alle Denker wären aber einig, dass man die Kräfte 
durch die Wirkungen derselben zu erkennen und zu messen habe. 
Es beziehe sich also der Unterschied einer Messung durch das 
Quadrat der Geschwindigkeit oder durch die einfache Geschwindig- 
keit auf die Menge der verschiedenartigen, wahrnehmbaren Wirk 
samkeit. Eine Kraft sei immer, wie überhaupt jede Ursache, 
etwas Relatives und ein Begriff, der nur durch das ('orrelat der 
Wirkung seinen Sinn erhalte. Wie aber zwei Wirkungen mit 
einander nothwendig verknüpft seien, davon hätten wir keinen un- 
mittelbaren Begriff, sondern bildeten uns nur ans der Beobachtung 
der Beschaffenheit der Natur pine Kegel des Zusammenhangs. 

Vom Standpunkt der Humeschen Anschauungsweise wäre ein 
pi'bebhchpr und dauprndpr Streit über die Kräftemessung gar nicht 
möglich gewesen: denn üher die unmittelharen Wirkungsgrössen, 
d. h. über die Grössen der Phänomene lässt sich nicht lange ohne 
Entscheidung streiten, weil hier Mathematik und Erfahrung den 
offen vorliegenden Gegenstand bald unzweideutig kennzeichnen uud 
bemeistern müssen. Die statische Wirkung ist in ihrer besondern 
Artung nicht mit der dynamischen einerlei, und es ist etwas 
Anderes, eine Reihe aufgehäufter Wirkungen, oder aber das Element 
dieser Reihe messen. Der Maassstab ist überall einheitlich; aber 
die zu messenden Thatsachea sind verschieden. Hume ist in 
seinen Erläuterungen der mechanischen Begriffe nicht weit genug 
in die besondern Vornjelhuigen eingegangen, und nur aus diesem 
Grunde mussten wir uns auf das Gesagte beschränken. Man wird 
aber leicht einsehen, dass die Humesohen Priucipien, wenn sie 
nicht nach ihrer mechanisch unzureichenden Ausführung, sondern 
als leitende Gesichtspunkte für mögliche weitere (Konsequenzen be- 
trachtet werden, einer strengen Vorstellungsart von den Grund 
begriffen der Mechanik in hohem Grade günstig sind. 

1(57. Eine ausführliche Erstlingsschrift Kants befasst sich 
mit der Entscheidung des Streits über die Messungsart der leben- 



digen Kräfte 1 ). Dieses Jugeudwerk hängt au einem gänzlich 
metaphysischen Kraftbegriff' und zeigt überall die Spuren einer 
Vorstellungsart, die trotz des Eingehens auf die Literatur des 
fraglichen Streits nicht viel von der speeilisehen Denkweise der 
Theoretiker der Mechanik verrälh. Auch wird diese Schrift hier 
nur erwähnt, um anzudeuten, aus wie frühen und aus wie sonder- 
bar gearteten Anfängen sieh die späteren, weit berühmteren Ideen 
des Autors entwickelt haben. Zur Charakteristik sei daher nur 
erwähnt, dass /.. I>. zwischen der todten und der Ichendigen Kraft 
noch Mittelstufen angenommen werden, in denen die Kraft nicht 
ganz todt. aber auch noch nicht ganz lebendig sei -). Hieran wird 
eine Theorie der „Vivification" geknüpft und sogar auf ein eignes 
Experiment hingewiesen, demzufolge eine Fliutenkugel tiefer ein- 
dringen soll, wenn sie einige Schritte vom Ziel, als wenn sie in 
unmittelbarer Nähe vor demselben abgefeuert worden ist 3 ). Ja 
es wird ausdrücklich gesagt, dass die Entfernung von einigen Zollen 
im Vergleich mit derjenigen von einigen Schritten das fragliche 
Ergebuiss liefere. Nach der Kantischen Theorie genügt also ein 
Weg von einigen Schritten, um die Kraft der Kugel zu vivificiren, 
d. h. in einem höheren Grade oder vielleicht auch vollständig 
lebendig zu machen. Natürlich werden auch die Grenzen einer 
solchen Leheiidigmachung besprochen. Da aus diesen Anführungen 
schon abzusehen ist, dass sich an solche willkürliche und den 
mechanischen Grundvorstellungen zuwiderlaufende Ideen keine 
Schhissbehaudlung der Streitfrage knüpfen konnte, die man füg- 
lich auch nur als eigentlich unrichtig hätte bezeichneu können, so 
müssen wir zu späteren Versuchen Kants übergehen. 

Eine ungleich erheblichere Arbeit ist die fast 10 Jahre 
später veröffentlichte Naturgeschichte des Himmels , in welcher 
Kant unter ziemlich genauer Anlehnung an die Nevvtouscheu 
Gravifatiousvorstellungen seiue berühmte Hypothese durchführt, 
dass nicht blos das Planetensystem, sondern auch die Fixsternwelt 
aus einem ursprünglichen Urnebel. d. h. aus einer nebelartigen 
oder gasförmigen Zerstreuung der Materie im Weltraum durch die 
Wirkung einer allgemeinen Anziehungskraft consolidirt und zu 
Gruppen und festen Körperu gestaltet, zu den Unilaufsbeweguugen 
aber durch die seitlichen, aus deu gegenseitigen Hinderungen der 
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Theilchen entstandenen Abweichungen 1 ) veranlasst worden sei. 
Das Auszeichnende dieser Schrift ist, abgesehen von der An- 
schaulichkeit der besondem Auslühniugeii, die principielle An- 
wendung des blossen Mechanismus zur Erklärung der gegebenen 
Gruppirungeu und Gestalten der kosmischen Massen. Natürlich 
kann von siMr strengen Beschränkung auf die Begriffe des New- 
tonschen öravit a t i i mssystem nicht die Rede sein; denn Newton 
kennt keine Ursache des Seitlichen oder der tangentialen Be- 
harrung in den Umlaufsbewegungen. Die Gravitation erklärt nur 
die Annäherung und macht die Bahnen nur begreiflich, wenn man 
in einem Winkel gegen ihre Richtung eine anderswoher stammende 
Geschwindigkeit als Thatsache einführt. Kant denkt sich nun 
aber, gleich einen eigentlichen Kraftantagonismus, indem er die 
Theilchen einander hindern, also doch wohl einander ahstosse 
liisst. Hier ist der Keim zu seiner späteren Idee von eine 
allgemeinen Repulsivkraft, welche dadurch, dass sie der Attraction 
entgegenstehe, das Dasein der Materie Oberhaupt erst möglich 
mache. Noch in einer andern Beziehung weicht die Kautische 
Ableitung von der V erfahr ungsart der reinen Mechanik ab. Sie 
bestimmt Dämlich ihre ITrsprungsvoraussetzung nicht genau genug. 
Im Geiste eines streng mechanischen Raisonnenients würde es 
nöthig gewesen sein, die mechanische Anordnung des Urnebels, 
d. h. dessen Ausdehnung im Räume für einen bestimmten Zeit- 
punkt, ferner die entsprechende BegrenÄungsfiäche und namentlich 
die zweierlei zwischen den Theilchen wirksamen Kräfte in un- 
zweideutigen, mechanisch behandelbaren Begriffen anzugeben, d. h. 
wenigstens eine derartige exact vorstellbare Voraussetzung zu 
macheu; — kurz für eine völlig rationelle Entwicklung hätte der 
Urzustand als mechanische System-Verfassung charakterisirt sein 
müssen. Es fehlte aber hieran soviel, dass man nicht einmal die 
Analogie eines Gases auf die Kantischen Voraussetzungen anwenden 
kann; denn bei einem Gase kennt man doch wenigstens die Wir- 
kungsart der Repulsivkraft und hat eine klare Idee davon, wie 
n h diese und die Gravitation gegenseitig beschränken können. 
Gegenseitige Hinderungen der Theilchen und seitliche Ablenkungen 
sind aber sehr vage Vorstellungen; die ebensogut ohne moderne 
Mechanik möglich waren und in der That an das Alterthum und 
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namentlich an Epikur erinnern. Ferner bleibt die ursprüngliche 
Entstehung von Anziehuugsmittelpuukten, zu denen sich die Theilcheu 
vorzugsweise begeben sollen, mechanisch unmntivirt. Endlieb ist 
nicht klar, in welchem Sinne der Urnebet ursprünglich als bereits 
bewegtes System zn denken sei; denn ein vollständiges Gleich- 
gewicht dieses Nebels.vstems darf nicht vorausgesetzt werden, weil 
sonst nach dem Princip der Trägheit dieses Gleichgewicht noch 
heut unverändert bestellen müsste, falls niebl eine Kraft von 
Aussen, die dem Nebelsystem fremd wäre, störend eingegriffen 
hätte, was gegen die Voraussetzung ist. Der Umebel repräsentirt 
ja alle Kraft und Materie, die überhaupt denkbar sein soll; er 
tmiss also in jedem beliebigen Zeitpunkt bereits in Bewegung be- 
griffen gedacht werden, wenn irgend eine Spätere Bewegung in 
ihm als mechanisch motivirt gelten soll. Wie sieb aber Kant die 
dynamische Verfassung des Zustande* gedacht habe, von welchen] 
er als von einer hypothetischen Beschaffenheit der Natur ausgeht, 
ist einfach darum nicht ersichtlich, «eil der strenge Maassstab 
der Kennzeichnung der einzelnen Data einer mechanischen An- 
ordnung gar nicht angelegt ist. Trotzdem ist aber die fragliche 
Schrift Kants diejenige, welche sich noch am engsten au die 
speeifisch mechanischen Vorstell uugsarten anschliesst, und diesen 
Vorstelluugsarten annähernd so entspricht, wie es unter Berück- 
sichtigung der allgemeinen Haupt Vorstellungen der N ewtonsehen 
Attraetionstheorie in populärer Auffassung geschehen konnte. Es 
ist bekannt, dass in dieser Schrift die Notwendigkeit der Existenz 
von Planeten über den Saturn hinaus zuversichtlich angenommen 
wurde und mitbin zunächst eine Art Vorhersagung oder ideelle 
Vorwegnähme der Ilerschelscbeu Entdeckung des Uranus enthalten 
war. Weniger bekannt ist der nicht sehr mechanisch gedachte 
Grund dieser Annahme dass nämlich die Veränderung der 
Excentricitäten der verschiedenen plauetarischen Körper eine Art 
Stetigkeit befolgen müsse, und dass daher nicht vorausgesetzt 
werden könne, dass die gewaltige Excentricitäl der entlegensten 
Kometen ohne Einschaltung von mittleren Zwisehenformationeu 
erreicht werde. Kant denkt sich also das Sonnensystem so geordnet, 
dass die plauetarischen Excentricitäten von einem Planeten zum 
andern mit der Entfernung von der Sonne immer grösser werden 
müssten, um von der Gattung der Planeten durch eine Stufenleiter 
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zu derjenigen der Kometen zu gelangen. Fs wäre überflüssig, zu 
dieser Motivining etwas zu bemerken. Das Factum jener Kautischen 
Auticipatiou ist von uns nur deshalb in Verbinduug mit dem zu- 
gehörigen Grunde angeführt worden, um bemerklich zu machen, 
dass dieser Urtind nicht der später, bei der neusten, durch die 
Rechnung indieirteu Rntdeeknng des Neptun maassgefoend gewordene 
gewesen sei. Alle nach mechanischen Principien direct zu machen- 
den Schlüsse auf das Vorhandensein von Massen entspringen aus 
der Wahrnehmung von Gravitationskräften oder vielmehr von 
Gravitationswirkungen, deren lixistenz uichl erklärlich sein würde, 
wenn man nicht besondere Körper voraussetzte, von denen sie 
ausgegangen sein müssen. Die Störungen sind es also, die iu 
der planetarischen Mechanik den Sehluss auf uoch nicht berück- 
sichtigte Massen nothwemlig gemach! haben. Kaut war aber weit 
von einem solchen speciüsch mechanischen Schlüsse entfernt ge- 
blieben und hatte sich mir einem gewissen Gefühl der Analogie 
und Gesetzmässigkeit in der Abfolge der Grössen der Fxceutrieitäten 
überlassen, die thatsäehlich nicht einmal dieser hngirten Kegel 
mässigkeit entsprechen. 

168. Einige Jahre nach dem Erscheinen der Naturgeschichte 
des Himmels stellte Kaut in einem Aufsatz L ), dessen Inhalt er 
später an einer Stelle seiner mechauisch-metaphysischen Haupt- 
schrift M ) in gedrängterer Fassung wiedergab, einen neuen Begriff 
von der Ruhe und Bewegung auf, der nach seiner Ansieht au die 
Stelle der bisherigen mechanischen Vorstellungsweise zu treten 
hätte. In der Thal behandelt Kant hier eigentlich nur die Mit- 
theilung der Bewegung im Stoss und zwar in unmittelbarem Hin- 
blick auf deu Fall des unelastischen Stosses. Die Abänderung der 
Auflässuugsart soll in der Verwerfung der Vorstellung bestehen, 
dass der eine Körper soviel Bewegung erhalte, als der andere 
abgebe. Die liewegungsquantitäl soll vielmehr, wenn man die 
zwei Körper nur iu ihrer gegenseitigen Beziehung auf einander 
und nicht in ihren Verhältnissen zu einem umgebenden System 
betrachtet, auf beiden Seiten immer als dieselbe angesehen werden. 
In dieser Relativität des gegenseitigen Verhaltens sei es ganz 
gleichgültig, üb der erste Körper gegen den zweiten, oder der 

') Neuer Lehrbegriff der Bewegung und Ruhe etc. 1758. 
*) Metaphysische Anfangsgründe der Naturwissenschaft, 178ti, dritte* 
Hauptstüek, im Beweis vt>n Lehrsatz 4 betreffend Action uud Keactiou. 



»weite gegen den ersten bewegt gedacht werde. Erhebliche That- 
saehe sei mir die Annäherung oder die Minderung der Entfernung, 
und diese finde für beide Körper statt. Man dürfe daher die 
Geschwindigkeiten der gegenseitigen Annäherung im umgekehrten 
Verhältniss zu den Massen vertheilt denken. Alsdann brauche 
man aber nur das Gesetz der Gleichheit von Action und Reactiou 
darin zu erblicken, das? die Körper auf einander ruhen. Keiner 
giebt dem andern etwa einen Theil seiner Bewegung und dann 
wieder eineil Theil u. s. f. ab; die Annahme einer Stetigkeit, die 
dem Sedanken der Mittheilung der Bewegung sonst immer zu 
Grunde liege und unlösbare Schwierigkeiten enthalte 1 !, sei über- 
flüssig gemacht. Ob man annehme, dass die Kugel gegen die 
Mauei' oder die Mauer gegen die Kugel anlaufe, sei im absoluten 
Kaum gleichgültig, und zur Bestimmung des Verhaltens beider 
Körper gegen das umgehende System nach dem Stoss sei nur die 
ßrtheilung einer (phänomenalen) Bewegung nöthig, die derjenigen 
entgegengesetzt sei. welche man vorher dem einen Körper ent- 
zogen und dem andern beigelegt habe. 

Diese letztere Methode, dem einen Körper Bewegung zu- 
/.utheilen und diese Zutheilung durch eine entgegengesetzte Be- 
wegung des umgebenden Systems aufgehoben zu denken, war eine 
Wendung, die bereits von Huyghens in classiseher Form und mit 
weit grösserer Klarheit gebraucht worden war (vgl. unsere Nr. 7-1 
und 75). Uebrigens konnte sie aber zur Zeit Kants als eine ganz 
allgemeine gelten, indem man sicherlich nichts Neues in dem Ver- 
fahren sehen konnte, die Relativität der Bewegung zu benutzen, 
um die definitive Lageveränderung eines Körpers gegen feste 
L'ouidimitenebenen, oder auch die Oonstanz dieser [jage aus be- 
liebigen Bewegungen zusammenzusetzen, die man einerseits dem 
Körper und andererseits dem System, zu welchem er gehört, ein- 
schliesslich seiner selbst,, zuertheilt. In einem solchen Verfahren 
liegt also die in Anspruch genommene Neuheit des Begriffs von 
Kühe und Bewegung offenbar nicht. Es bleibt mithin als von 
dem Herkömmlichen abweichend nur die Behauptung übrig, dass 
keine suecessive Mittheilung der Bewegung stattfinde. Jeder Körper 
Unit nach dieser Blee genau dasselbe: zwischen der Keaction des 
etwa im gewöhnlichen Sinne ruhenden und der Action des im ge- 
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es ganz gleichgültig ist. was man als Actiou und was man als 
Keaction ansehen will. Soweit diese Gleichgültigkeit auch schon 
von der früheren Mechanik anerkannt winde, ist sie in der Ordnung. 
Indessen Kaut wollte augenscheinlich nur die Kräfteverhältnisse 
als real und absolut gelten lassen, dagegen die räumliche Be- 
wegiingserscheinuiig als eine phänomenale Nebensache behandeln, 
deren Bedeutung sich gänzlich verliere, wenn man die Bewegung 
noch ausserhalb der Relation der beiden Körper betrachte und 
auf einen absoluten Raum beziehe. Hier ist also wiederum ein 
Umstand vorhanden, der schon auf die später hervorgetretene 
Neigung des Philosophen deutet, das Räumliche als ideell und der 
objectiveu Realität entbehrend anzusehen. Grade weil die Orts- 
veränderung etwas Relatives ist, was nur in Beziehung auf Dinge 
im Räume real und mechanisch bestimmt sein kann, ist es um 
so mehr nothwendig, zu jede!' Bewegungserseheinung einen realen, 
auf die Kräfte bezüglichen Vorgang hinzuzudenken. Es lassen 
sich also die Begriffe von Ruhe und Bewegung ebensowenig zu 
einem einzigen Begriff ausgleichen und verschmelzen, als etwa die 
Begriffe von einer Constanz und einer Veränderung der Lage. 
Wenn Kanl dabei' die Vorstellung beseitigt wissen will, dass 
der eine Körper dem andern seine Bewegung allmälig mit- 
theile, so setzt er jedenfalls keine andere klar denkbare an dereu 
Stelle. Die Schwierigkeiten des Stetigen in jener Mittheilung. 
auf denen Kaut der gewöhnlichen Vorstellungsalt gegenüber haupt- 
sächlich fusst. sind bekanntlich gar nicht spezifisch mechanisch, 
sondern liegen schon in der rein mathematischen Sphäre des 
blossen Begriffs einer Ortsveränderung, ja schon desjenigen einer 
stetigen Grössenveräuderuag überhaupt. 

169. Alles, was Kant nach dem Erscheinen seiner „Kritik 
der reinen Vernunft" (1781, gearbeitet hat, fügt sich dem Rahmen 
dieses metaphysischen Grundwerks ein und wird als Ausfluss seiner 
eigentlichen, erst um jenem Hauptwerk zu datirenden Philosophie 
bei l achtet, in allem Frühereu hatte er noch nicht eine erhebliche 
eigne Metaphysik zur Geltung gebracht: von nun an nahm aber 
jeder besondere Wissenszweig, den er behandelte, das Gepräge 
seiner metaphysischen Logik, oder mit andern Worten, seiner 
Kategorienlehre an. Dies ist denn auch mit seiner metaphysischen 
Mechanik oder Naturphilosophie der Fall, in der er unter dem 
Titel von „Metaphysischen Anfangsgründen der Naturwissenschaft" 
(1786) die logisch metaphysische Kategorientabelle, die er in der 



Kritik der reinen Vernunft entworfen hatte, in ein Dutzend meeha- 
üischei' Principieii umwandelte. Den angedeuteten zwölf Kategorien 
oder Grundbegriffen des Veratandes lagen im Allgemeinen die 
Formen der logischen (Jrtheile M ({runde. Auf diese Weise 
wurden die Fundameutalprincipien der Mechanik, wie 3ie sich 
Kant dachte, den logischen Thätigkeiten der Begriffsverbiuduny 
untergeordnet oder wenigstens zugesellt. Der Philosoph ging 
davon aus '), es müsse in der allgemeinen Naturlehre Sätze gelten, 
die unabhängig von der Erfahrung erkannt iiuif abgeleitet, also 
ans Begriffen des Verstandes deducirt werden könnten. Diesen 
reinen Theil in der Erkeimtniss der Gesetze der Materie und der 
Bewegung habe er ausgesondert und hiemit gezeigt, wie gewisse 
Dinge a priori oder mit andern Worten, aus ihrer blossen Mög- 
lichkeit oder Denkbarkeit erkannt würden. 

Weit verbreitet ist die Bekanntschaft mit der Kautiseben 
Lehre von den unerlässlichen Vorbedingungen der Möglichkeit der 
Materie. Schon die blosse Deukbarkeit einer Materie überhaupt, 
d. h. von Etwas, was den Kaum in einer bestimmten Weise erfüllt, 
soll die Annahme von zwei Kräften nothwendig machen, deren 
Gegensatz, allein zur Existenz der Materie führe. Eine ausschliess- 
liche Anziehungski aft zwischen den Theilen würde die Materie auf 
einen mathematischen Punkt redlichen ; eine ausschliessliche Ab- 
stossungskraft würde sie ins Schrankenlose zerstreuen: in beiden 
Fällen würde der Kaum leer w r erden, oder wenigstens nirgend die 
Erfüllung einer gegebenen Ausdehnimg desselben denkbar bleiben. 
Aus diesem Grunde setze die Existenz oder der Begriff der Materie 
die Vereinigung einer Attractions- mit einer Repulsivkraft und 
zwar derartig voraus, dass diese beiden Kräfte zusammengenommen 
sowohl die punktuelle Concentration aller Materie als auch deren 
unendliche Zerstreuung verhinderten. Auf diese Weise wird von 
Kaut die Materie nicht als Gegenstand der Kräftebethätigung 
gedacht, sondern selbst in einen Kraftantagonismus aufgelöst, so 
dass man sich im Sinne des Philosophen die Materie nur als eine 
l'>füllung des Raumes mit den beiden Kräftearten vorzustellen 
hätte. Weuiger bekannt, als diese allgemeine Idee, ist die meta- 
physisch logische Grundlage oder vielmehr Anknüpfung derselben. 
Das bejahende und das verneinende (Jrtheil der gewöhnlichen Logik 



') Metaphysische Auraugstri'üude der Naturwisseusi-Iiaft, Vorrede bald 
nach dem Eiugang. 



liefen] nämlich Kant die metaphysischen Kategorien der Realität 
und der Negation, und hieran schliesst sich als Drittes die Limitation. 
Die Art oder der Grad, in welchem die Materie im Etantischei] 
Sinue ihren Raum erfüllt, soll jenen Kategorien entsprechen, und 
die Bätee des zweiten Hauptatücks der fraglichen .Schrift sollen 
nichts weiter als Anwendungen und Parallelen jener metaphysischen 
Begriffs Verhältnisse sein. 

Noch deutlicher lassen sich diese Beziehungen einer meta- 
physisch gewendeten Logik zur Mechanik im dritten Hauptstück 
erkennen, wo das Ti-ägheitspiincip auf das Gausalitätsgesetz zurück- 
geführt und dieses letztere wiederum als eine Folge der im hypo- 
thetischen l'rtheil enthaltenen Denkform angesehen wird. Es ist 
ganz richtig und schon vor Kant hemerkt worden, dass der Grund- 
satz, demzufolge zu jeder Veränderung eines Zustande* eine Ur- 
sache als Grund der Veränderung hinzugedacht werden muss, auch 
in dem Trägheitsgesetz in einer speciellen Anwendung enthalten 
ist. Der logische Grundsatz besagt jedoch nichts weiter, als dass 
etwas entweder sich seihst gleich beharren oder aber sich ver- 
ändern müsse. Die Veränderung bringt ein neues Element in 
den ursprünglichen liegritt' des Zustandes, und dieses neue Element 
kann daher nicht in dem Gedanken jenes beharrlichen Zustande* 
selbst mitgedacht worden sein oder in ihm au sich seihst gelegen 
halfen. Dies ist Alles, was die Deuknothwendigkeit mit sich bringt: 
ob es aber einen beliarrlichen Zustand der gradlinigen gleich- 
förmigen Bewegung in der Natur als fundamentale Thatsache gehe, 
ist durch Zergliederung der Erfahrungsphänomene in ihre einfachsten 
Bestaudlheile zu entscheiden. Kaut aber versuchte 3 ) etwas Aehu- 
liches wie d'Alembert und glaubte das Trägheitsgesetz speculativ 
aus dem CatiSalitätsgesetz abgeleitet zu haben. Der einzige Unter- 
schied zwischen dem logisch-metaphysischen und dem mechanischen 
Princip sollte darin bestehen, dass es sich bei der Materie nicht 
blos um die Forderung einer verändernden, sondern einer von 
Aussen verändernden Ursache handle, weil die Materie sich aus 
sich selbst nicht bestimmen könne und bei derselben keine innem 
Kräfte in Frage kommen könnten. Wie Letzteres mit der Con- 
struetiöü der Materie aus zwei Bewegungen zusammenstimmen 
könne, haben wir hier nicht zu untersuchen. 

Niehl blös das hypothetische ürtheil und der ihm zngeord- 



1 ) ibid. drittes; Haupta tück Lehrsatz 2 



oete Begriff der Causalität, sondern aue.li das kategorische und 
das disjunetivc Urthei! mit den zugehörigen Begriffen der Substanz 
und der Wechselwirkung erhalten Ihre metaphysisch mechanische 
Bedeutung. Per Grundsatz, der Beharrliclikeit der Substanz wird 
zu dem der Erhaltung dei selben Menge Materie, und der Grund- 
satz, dass alle Substanzen in der Welt in Wechselwirkung stehen, 
soll das Axiom ergeben, dass die mechanische Aetion und Reactimi 
in aller Mitteilung der Bewegung einander gleich sind. Vom 
heutigen Standpunkt ist es benierkenswerth, dass sich das kate- 
gorische Urtheil nebst dein zugehörigen Begriff der Substanz und 
dem metaphysischen Grundsatz der Beharrlichkeit der Substanz 
damals nur in ein Erhaitnngsprincip der Quantität der Materie, 
aber nicht im Entferntesten in ein Erhaltungsprincip der Kraft 
verwandelt halten. 

Da wir hier nicht auf die andern, weniger erheblichen Rubriken 
und Posten der sich in mechanische Gesetze verwandelnden, meta- 
physischen Kategorientabelle einzugehen vermögen, so sei nur noch 
bemerkt, dass in dem ersten Hauptstück eine als Phoronomie be- 
zeichnete Ausscheidung mechanischer Beziehungen als ein be- 
sonderes Gebiet hingestellt, wird, welches der logisch eu Quantität, 
also der Allgenieinheit oder Particularttäl der logischen Ui'theile 
entspreche. Diese Plioronomiö erledigt das Parallelogramm der 
Kräfte als eine Znsammensetzung von Bewegungen, und Kant 
meint einen neuen Beweis aufgestellt zu haben, indem er die eine 
der beiden zusammenzusetzenden Bewegungen nicht direct dem 
Punkt, sondern in entgegeugesetztsr Richtung dem umgebenden 
Kaum zul heilt. Ks ist dies eine ähnliche Wendung, wie die in 
der vorigen Nummer erwähnte. Der Name Phoronomie erinnert 
uns heute an ein Gebiet, welches, wenn es streng gelasst wird, 
gänzlich der reinen Mathematik angehört, indem es die Begriffe 
der Masse und der Kraft und hieiuit alles Empirische der Mechanik 
ausschjiesst, sich übrigens aber nur mit den Anschauungen der 
Orts Veränderungen der Punkte und geometrischen Gebilde beschäftigt 
und hiebei natürlich auf die Begriffe der Gesrhwhnligkcit und der 
Beschleunigung oder der mathematischen Gesetzesveränderung 
dieser rein phänomenal gedachten Grössen beschränkt bleibt. Diese 
Phoronomie bedarf keines einzigen Krfahnmgseleuients. sondern 
beglaubigt sich völlig a priori wie die übrige Mathematik. Nun 
fällt der Kantische Begriff von einer Phoronomie einigermaassen 
mit der eben gekennzeichneten Idee einer Lehre von blos mathe- 
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matisch zu construirenden Bewegungen zusammen nnd hat das 
Seinige dazu beigetragen, die Absonderung einer eigentlichen 
Phoronomie als einer at>ätraßten Einleitung in die Mechanik zu 
befördern. Dennoch war es aber gar nicht Kants Meinung gewesen, 
jenen abstraften Theil in seiner heutigen Bedeutung abzusondern; 
denn sonst hätte er die Materie, die in seiner Phoronomie als das 
den Raum Hinnehmende in Betracht kommt, als einen gar nicht 
in die Phoronömie gehörigen Begriff principielj fernhalten müssen. 
Aach in andern Beziehungen ist seine Vorstellung von der 
Phorotiomie nicht exact diejenige, welche sicli im 19. Jaurhunderi 
eingeführt und als wohlumgreuzt und haltbar erwiesen hat. 

Wenn man von Kant in Rücksicht auf die mechanischen 
Principien nicht wohl mehr behaupten kann, als dass er der specu- 
lativen Betracht ungsart derselben neue Unterstützungsmittel und 
Beispiele von logischen Reflexionen über die Principien und deren 
rein ideelle Bestandteile zugeführt, und das? er auch da, wo er 
et\va< Haltbares nicht hervorbrachte, wenigstens die Methode der 
metaphysisch logischen Untersuchung in einer gewissen sichtenden 
Art und Weise vertreten habe, so giebt es doch noch eine andere 
mehr indirecte Seite seines Einflusses auf die Mechanik, die 
vielleicht mehr zu bedeuten hat. als seine speciel] mechanischen 
Bestrebungen, Seine allgemeine Metaphysik hat mit ihrer Unter- 
scheidung des reinen Verstandes und der Erfahrung als der zwei 
Erkennthissfaetoren viel zur Aufklärung in allen Wissenschaften 
beigetragen, und sogar seine Kaum- und Zeitlehre, der er in seiner 
erwähnten naturphilosophischeu Hauptschrift keine unterscheidenden 
Consequenzen von sonderlicher Erheblichkeit für die Mechanik 
abgewann, hat durch die Tiefe ihrer Gesichtspunkte anregend auch 
auf die Pfleger der Mathematik und Mechanik gewirkt. Kant, der 
überall die Spuren davou blicken lässt . dass er den Begriff des 
Unendlichkleinen in seinen mechanischen Darlegungen in dem 
gewöhnlichen Sinn nicht anstössig findet, hat dennoch indirect 
durch seine Metaphysik dazu beigetragen, auch in dieser Richtung 
eine exäctere Begriffsfassung möglich zu machen. Aehnlich muss 
man sich das Verhältniss seiner Philosophie zur Mathematik und 
Mechanik auch in vielen andern Beziehungen denken. Der Geist 
dieser Philosophie hat in seiner allgemeinen erkeiinfuisstheoretischen 
Richtung auch auf die Vorstellungen von den theils ideellen theils 
empirischen Elementen der mechanischen Principien gewirkt und 
auf diese Weise w r ohl mehr Erfolge erzielt, als unter den Händen 
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spines eignen persönlichen Trägers-, der 'lie specifische Denkweise 
r]iT Mechaniker nicht genau genug im Detail kannte, um die 
wissenschaftliche Verfassung dieses Gelnets verzeichnen zu können. 
Auch haben ihn an einer solchen Vorzeichnung, die er mit den 
„Metaphysischen Anfangsgründen der Naturwissenschaft' - voll- 
zogen zu hahen glaubte, die zum Theil in ein willkürliches 
Spielen ausartenden Manipnlatinnen mit einer an sich seihst und 
von vornherein unhaltbaren Kategorien tahelle gehindert. 



Vierter Abschnitt. 



Das neunzehnte Jahrhundert 



Erstes Capitel. 

Erweiterung der mechanischen Grundbegriffe durch Foinsot. 

170. In den für die Prinoipienfass nag erheblichen Leistungen 
dns 10. Jahrhunderts ragen besonders zwei Thatsachen hervor. Die 
eine ist die Einführung des neuen Begriffs der Kräftepaare durch 
Poinsot 1 ) mit der sich daran knüpfenden neuen Passung und 
Bereicherung der Bötationstheorie, Die andere Thatsache bezieht 
sich auf die Ausgangspunkte, Polgen und Vorstellungsweisen. welche 
bezüglich der Entdeckung eines mechanischen Aequivalents der 
Wärme in Frage kommen. Die zeitlichen Ausgangspunkte dieser 
beiden Erweiterungen des mechanischen Denkens liegen um un- 
gefähr 10 Jahre von einander entfernt. An der Schwelle des 
Jahrhunderts wurde die bessere Grundlegung der Statik durch 
Poinsot vollzogen, und Anfangs der vierziger Jahre wurde die 
Entdeckung des mechanischen Aequivalents der Wärme zum ersten 
Mal veröffentlicht. Vornehmlich sind es die letzten zwei Jahr- 
zehnte gewesen, in denen sich die au J. K. Mayers Entdeckung 
angeschlossenen Modifikationen der mechanischen Anschauungs- 
weise und namentlich des Begriffs der Kraft und deren Erhaltung 
Verbreitet haben. Wenn man in dieser Hinsicht in runder Zahl 
die Zeit seit 1850 als diejenige der lebhaften Erörterung der neuen 
Anschauungsweise bezeichnen und sogar annehmen kann, dass die 
greifbarsten Seiten der Sache überallhin und sogar schon in die 
summarischen Darstellungen der Physik gedrungen sind, so ist es 
bezüglich der Poinsotschon Leistungen weit schwieriger, den Zeit- 
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räum anzugeben, seit welchem sie von der allgemeinen Mechanik 
angeeignet und von den Schriftstellern als unumgänglich /.u Grande 
gelegt wurden I" vollständiger Ausdehnung und erheblicher 
Conseqnenz konnten sie erst mit der Aufstellung von Poinsots 
neuer Hotationstheorie, also nach ls:i! zur Geltung gelangen. Die 
Üinfassendste und erheblichste unter den nach Lagrange erschienenen 
Gesammtüarstelluugen der Mechanik, nämlich die 2. Auflage von 
Poissons Traite de m^canique 1833) isl aber noch ein Jahr älter 
als die Poinsotsehe Rotationstheorie ^ und obwohl das Werk von 
PoissoD in statischer Beziehung den Begriff des Kräftepaars tiieht 
eibergeht, so ist es doch uoeh weit davon entfernt, der durch- 
greifend veränderten Anschauungsweise der Principieu Rechnung 
/n tragen. Noch viel weniger konnte es die Sache der rein 
analytischen Behandlungsari sein, allzu bald die edgenthlünlich 
synthetische Anschauung*- und Etttwiekluugsmetbode, welche Poinsot 
in die Mechanik übertragen hatte, zur Grundlage der analytischen 
Darstellung zu machen. Poinsot hatte nicht etwa das, was mau 
moderne synthetische Geometrie nennt, zu Hülfe genommen, sondern 
sich eine eigne einfache Verknüpfungsart der Ideen gebildet, welche 
ganz speeifisch nur der* Mechanik und deren Principien angehörte 
und als die erste Einleitung einer modernen synthetischen Mechanik 
gellen kann. Vielleicht hat dieser Gegensatz der Methode dazu 
beigetragen, die Ziehung der vollen Conseuuenzen der Poinsotschen 
Ideen zu verzögern. Erst in den spätem Jahrzehnten, etwa seit 
1840 hat sich, soweit eine solche Thatsache überhaupt zu um- 
grenzen ist, die vollständigere Reception der Poinsotschen Grund- 
lagen und Denkformen durehgesetzl 2 ). Udingens ist es bezeichnend, 
dass noch 1851 eine erweiterte, in dem ursprünglichen Desfand 
aber wörtliche ßeproduetion der Poinsotschen Rotationsthaoiie in 



'I Augnsl Cooite würdigte in seinem i'onrs de philosophie positive 
(b Bande Paris IS'-M) -12) bereits 18:>ü die Poinsotschen Verbesserungen voll- 
stiiudig nixl sagte wichtige Folgen für die Dynamik und speeiell für äie Ro- 
tatiimstlieorie voraus (Bi> 1 Iti. Vorlesung S. (512 und 615). Zugleich setzte 
et über aneli hinzu, dass die meisten Mathematiker noch nicht gebührend auf 
den Gegenstand eingegangen wären. 

■ Hie Aufnahine der Resultate findet sich bereits in einem Lehrbuch 
wie Navier, Resume des lecous de mecan'n[uo etc. Paris 1X41, während die Methode 
weit langsamer einwirkte. - Für das Vorhalten von Möbius zu den Poinsot- 
schen Anschauungen vgl. des ersteren Lehrbuch der Statik. 1837, und Ctelle 
Journal, Bd. 18 tl888) g, 189. 
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dein Französischen Haupljournal der Mathematik erscheinen konnte *). 
Die allgemeine Verselinielzuttg, welche in Beziehung auf synthetische 
Verfahrungsarten jeder Gattung mit den rein analytischen Gesichts- 
punkten stattgefunden, und mein und mein das gegenwärtige Stadium 
der Mathematik kennzeichnet, scheint auch für die Mechanik ein- 
geleitet /.n sein, und wir werden daher auf die Spuren zu achtes 
haben, welche auf neue („'oinbinatimieii in dieser Richtung deuten. 

171. Erinnern wir uns jedoch zunächst erst noch einiger 
Grundzüge des Zustandes, welcher den neuen Bestreitungen voran- 
ging und nicht aufgehört hat, noch immer deu Rahmen zu bilden, 
innerhallt dessen sich die wissenschaftlichen Erwerbungen des 
Jahrhunderts, soweit dieselben das bereits früher abgegrenzte 
Gebiet der ausschliesslichen Mechanik betreifen, zur Darstellung 
bringen. Dieser Rahmen ist, abgesehen von der sachlichen Er- 
weiterung durch die Wärmemechanik, also in Rücksicht auf das 
Mechanische, wenn es an sich selbst und nicht in neuen An- 
wendungen betrachtet, wird, noch immer durch Lagranges syste- 
matische Zusammenfassung und Coustituirung der Analytischen 
Mechanik vertreten. Keine nachfolgende Darstellung ist dieseui 
fundamentale)] Werk auch nur gleichgekommen. Weder der Abriss 
der Mechanik, den Laplace au die .Spitze seiner Mecanique Celeste 2 ) 
stellte und an den er die Specialausführungen und Rechenschaften 
über das in der planetarischen Mechanik von seinen Vorgängern 
und ihm Geleistete in einer Gruppe von Bänden 3 ) anschloss. noch 
die durch gewisse Eigenthümlichkeiteu und klare Ausdrucksweise 
ausgezeichnete Mechanik Poissons können als Darstellungen gelten, 
welche das grossartig entworfene Musterwerk in irgend einer 
wesentlichen Beziehung auch nur erreichten. Aber auch aus einem 
andern Gesichtspunkt ist Lägranges Analytische Mechanik das 
Fundamentalwerk geblieben, auf dessen Grande die wesentlichen 
rein analytischen Bereicherungen des späteren mechanischen Wissens 
zu Stande gebracht wurden. Es ist nicht die Aufgabe unserer 



') MouvilK Journal dos Mathemati<|iie«. Bd. XVI S. 9—129 u. S. 28fM*S&: 
*) Bd. I | zuerst 1 799"i in der neusten Ausg. der Werke ebenfalls Bd. I ( 184:> i. 

3 > Der and I. Band der Mecaninue eeleste erschienen 1804 — 5: der 
5. erst 1825. In den Werken von 181:; fg. s j n( j ß aiK ] i | } j s f, die Mec. Celeste. 
Dan Systeme du uionde, zuerst 1790, letzte Ausg. 1824, in den Werken Bd. VI, 
ist eine Darstellung ohne ('alcül und enthält ebenfalls die Prineipien der 



Schrift, die blossen [ntegrationsermöglichungen oder die Form - 
Veränderungen der dynamischen Gleichungen zn berücksichtigen, 
welche in ünserm Jahrhundert den Mathematikern, also z. B. einem 
{Hamilton and Jacobi gelungen sind, Insoweit solche Förmver- 
änderungen picht etwa neue FuidameEtalsätJse oder ßharäkteristiSChe 
Beziehungen von aligemein pnneipieJler Bedeutung ergehen haben. 
Doch müssen wir schon an dieser »Stelle bemerken., dass der 
strenge Begriff einer ausschliesslich analytischen Mechanik v«»u 
Lagrange geschaffen worden ist iind daher als der leitende Gesichts- 
punkt derjenigen historischen Entwicklung betrachtet werden nniss. 
die unler Festhaltung dieses reinen und ahstracten Begriffs nur 

die Bearbeitung der verschiedenen chaiiisohen Gleichungsformen 

im Auge hat. Diese besondere, in ihrer klaren Abgrenzung so 
mächtige DfecipllU der ausschliesslich analytischen Boarbeitnngsart 
der mechanischen Probleme hat im l!>. Jahrhundert einige ansehn- 
liche Bereicherungen erfahren; aber diese Fortschritte sind als 
Zweige au einem Baume 711 lud rächten, dessen Stamm und Haupt - 
gestalt ihren Repräsentanten in Lagrauge haben, 

Grade indem man zu Pöinsots ganz verschiedener Art und 
Weise übergehen will, inuss man sieh einen strengen Begriff von 
der specitisch analytischen Mechanik bilden. Nur so wird man 
den Gegensatz /.wischen den analytischen deberlieferungen und den 
mechanisch synthetischen Verfahrungsarten nicht missverstehen. 
Poinsot blickte mit einer gewissen < !eiiugthuung von seinen an- 
schaulichen und auf anschaulichem Wege gewonnenen Resultaten 
auf das. was er die ..langen Umschweife" 1 ) des Oalcüls nannte. 
Auch galten ihm die vier geschichtlichen Skizzen in Lagrauges? 
Analytischer .Mechanik als das Vorzüglichste a ), während er übrigens 
nicht umhin konnte, die ausschliesslich analytische ibleitungsärt 
bei jenem grossen Systematiker für etwas zu halten . was nicht 
auf sich selbst beruhe und was ohne das besondere Genie des 
Bearbeiters, der von einer richtigen Intuition geleitet worden sei. 
gar nicht in dem ebenmässigen Zusammenhang zu Stande gekommen 
wäre. .Jedoch benutzte er selbst jenen Calcül zur Darstellung und 
weiteren Vermittlung, sobald er seine Hauptgesich tspunkte fest- 

'i Mein, sjb la convpoaitioji des tnoments e$ des aires (gelesen 1804 1. 

unter II am Anfang. ilJas Memoire auch als Anhang zu vielen Ausgaben 
von Pöinsots Elements de statine abgedruckt). 

J ) Theorie aouvelle de la rotatiou des Corps, Paris 1834) S. ft3. In der 
Ausgabe von 1851 zweite Abth. Art. 23. 



gestellt hatte. Da nun die Frage nach der Tragweite der ana- 
lytischen Abstraotion und des reinen <'ah-üls von Wichtigkeit für 
die .Stellung und Fassung der Prinoipien und für die logische 
Ivangordmuig der mechanischen Wahrheiten ist. so mögen der 
Vorführung der Elemenle der .synthetische]) Mechanik einige Be- 
merkungen üher die reine Idee einer analytischen Mechanik vor- 
angehen. 

172. Da der alle Ausdruck rationelle Mechanik neuerlich 
wieder öfter gebraucht worden ist und sich z. P>. auch eine kurze, 
aber unter den Leliiteehern ausgezeichnetere Darstellung des vor- 
herrsidieud analytischen Stoffs') in dieser Welse betitelt hat, ho 
darf vor allen Dingen nicht übersehen werden, dass zwischen 
rationeller und analytischer Mechanik ein Unterschied besteht, 
sobald mau den Begriff der letzteren streng nimmt und demgemäß 
im Sinne Lagranges bestimmt. Die rationelle Mechanik kann sich 
verschiedener' Methoden bedienen, dieselben einzeln oder in Ver- 
bindung mit einander zur Vnuenduug bringen, und zeichnet sich 
nur vor dem mehr thatsächlichen und auf die unmittelbare Praxis 
bezüglichen Wissen durch das Vorherrschen der aus Principieu 
geführten Deductionen aus. Die rationelle Mechanik existirte 
bereits in ihren wesentlichen Grundlagen, ehe sie eine analytische 
< } estalt annahm. Die Vollendung dieser letzteren Des) alt verhält, 
sich nun zur rationellen Mechanik ungefähr so, wie die analytische 
Geometrie zur Geometrie überhaupt. Nur hat die analytische. 
Mechanik noch den Vortlieil voraus, bereits die ersten Elementar- 
sät/e zu beherrschen, während ein Theil der Flementargeometrie 
ausserhalb der analytischen Behandlung verblieben ist. Wie Alles, 
was über Gurvon und Flächen oder überhaupt über gesetzmässtge 
räumliche Gebilde zu entwickeln ist. in der analytischen Geometrie 
als Consequenz der abstracten Grössenrelatiouen dargelegt wird, 
die mau sich für irgend eine Art Gebilde oder für eine Classe 
oder einen allgemeinen Typus einfürallemal festgestellt hat; — so 
ist auch in der analytischen Mechanik die Gleichung oder das 
Gleichungssysfent der Ausgangspunkt, der, wenn er einmal gewonnen 
ist, zur weiteren CönsequeszeaZiebiing mir algebraische Operationen 
erfordert. Der Anfangs- und der Fndpunkt eines analytischen 
Verfahrens werden sich allerdings immer mit der speeifischen 



') Delauuay, Tratte de niecanunie rationelle I. Aufl. Paris txijd, deutsch 
von <t. Krebs, Wiesbaden 1808. 
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Wirklichkeit und der besondern Bedeutung 
berühren, die in dem jedesmal fraglichen liehiel den Gleichungen 
ihren Sinn geben. Zwischen diesen beiden Punkten muss aber, 
falls die Methode nicht gemischt ausfallen soll, nichts weiter als 
eine Reihe algebraischer Bearbeitungen der Relationengruppe an- 
zutreffen sein. Ursprünglich sind die realen Verhältnisse oder, mit 
andern Wullen, die bestimmten apecifiseben Voraussetzungen des 
Problems auf die Form der Gleichung zu bringen, und schliess- 
lich sind die Gleichungsförmen wiederum mit einem speclfischeu 
Silin /,u denken und gleichsam in die besondere Wirklichkeit der 
grade fraglichen tielatiouen zu übersetzen. Mit einer solchen 
Interpretation kann man die verschiedensten Stadien der alge- 
braischen Gestaltungen begleiten, und es ist hieraus ersichtlich, 
dass die Möglichkeit der analytischen Mechanik nicht blos auf 
gewissen vorbereitenden Acten, sondern überhaupt auf der Benutzung 
der doppelten Brücke beruht, die einerseits zu dem algebraischen 
Ausdruck und andererseits von demselben wieder zur unmittel- 
baren Erfassung der spezifischen ThatsäGhen führt. Die reine 
AiialysiS muss also den bestimmteren Boden des Gebiets, auf 
welches sie angewendet wird, zuerst mit dem einen Fuss berühren, 
um Haltung zu gewinnen, und dann wiederum den andern Fuss 
niedersetzen, um ihren Fortschritt zu bekunden. Ihr Gang ist von 
einem solchen Wechsel der Berührungen abhängig, und wenn ihre 
demonstrative, ja auch erfinderische Kraft in der Selbstgenügsam- 
keit der algebraischen Operationen zu suchen ist, so darf nicht 
vergessen werden, dass sie das Reich der höheren Abstraktion nur 
in dem Zwisrhensladium vorstellt, in welchem sie ihre Probleme 
bereits in ursprünglicher Weise gestaltel und ihre Resultate noch 
nicht in die bestimmtere Fassung des specirischen Falles zu über- 
setzen bat. Kein analytisch ist daher eine Entwicklung nur 
insofern, als sie blos algebraische Umwandlungen nach dem aus- 
schliesslichen Bedi'irfniss der gegebenen Functions- und Gloichungs- 
gruppen anwendet, ohne dabei ausser dem allgemeinen Zweck einer 
Ermittlung der Relationen der GrjJsseuverauderungeu noch andere 
leitende Gesichtspunkte von Aussen, d. Ii. aus dem weniger ab- 
stracten Gebiet zu Hülfe zu nehmen. Eine Solche Hülfe würde 
die Reinheit des Verfahrens ebenso alterireu. wie es geschieht, 
wenn Jemand behauptet, eine Sehlussreihe ohne Erfahrungs- 
elemeute durchzuführen und dabei dennoch sich solche Elemente 
unerkannt unterschiebt. Es versteht sieh von selbst, dass bis jetzt 
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kein Werk über analytische Mechanik existirt, welches nicht mehr 
oder minder die fremden Hülfsgesichtspunkte auch in das mitt- 
lere streng • analytisch zu haltende Sladium der Operat innen ein- 
mischte. Doch hat Lagrange in unvergleichlichem Maass die reine 
Entwicklung aus blos aualy tischen Schematen geübt, und man 
kann im Hinblick auf sein Beispiel und dessen historische Cön- 
seqnenzen behaupten, ilass eine rein analytische .Mechanik im 
engem Sinne dieses Worts wirklich existirt. wenn auch übrigens 
das durchschnittliche und übliche Verhalten keinen Austoss dara 
nimmt, die rein analytische Bewegungsari der Entwicklung nicht 
principieU festzuhalten, sondern nach Conveuienz und Kürze mit 
anderweitigen Eiuschaltungen zu fördern. Die Frage nach der rich- 
tigen Combination der Methoden zu einer einheitlichen, in sich nicht 
heterogenen Verfahrungsart, in welcher jeder Gattung ihre Stellun 0 
und ihr Maass angewiesen wäre, ist noch nicht vollständig erledigt. 
Aus diesem Grunde ist aber im Interesse der Principien und de 
Systematik die eingehendere Beachtung des Methodischen an 
Poinsots Leistungen nicht über deren materiellen Inhalt zu ver- 
uaehlässigen. 

173. Der principieU neue und für die Ordnung der Elemente 
der Mechanik hochwichtige, ja zur Vollständigkeit der fundamen- 
talen Nachweisungeu unentbehrliche Begriff, den Poinsot auffand, 
ist der des Kräftepaars. Diese für das Verständnis* aller Botations- 
effecte oder Rotationsbestrebungen soviel Licht uud Klarheit bringende 
Idee wurde von Poinsot zunächst in seinen Elements de statique l ) 
auseinandergesetzt: aber man ersieht ihre nächste Tragweite am 
leichtesten aus der schon angeführten Abhandlung über die Theorie 
der Momente. Die Fruchtbarkeit des Begriffs zeigte sich aber in 
besonders glänzender W eise erst mit der neuen, in einem Memoire 
von 1834 niedergelegten Rotationstheorie '-). 

Zwei gleiche, parallele, aber entgegeugesetzle Kräfte, deren 
Angriffspunkte man sich beliebig an einer gradeu Linie denken 
mag, lassen sich durch keine dritte Kraft aufheben. Während im 
Allgemeinen drei Kräfte, die an einer graden Linie in derselben 
Ebene wirken, nach dem Gesetz des Hebels immer so genommen 
werden können, dass zu zwei gegebenen die dritte ein Gleich- 



J j Zuerst 1«04; eiue y. Ausgabe von 1K-1S. die als Aiihaug die wich- 
tigsten Memoire abgedruckt enthält. 

a ) Auch bes.mdery als Theorie uouvolle de la rutatiou des corps. Paris» IBa«, 



gewichtssystem formirt. also der Kesultaute der beiden andern ent- 
gegengesetzt ist. fällt diese Möglichkeit in einem besondern 
Fall fort. In diesen) Fall haben die zwei gegebenen Kräfte gar 
keine Resultante, und man kann sie daher auch nicht durch eine 
einzelne Kraft aufgehoben denken, welche dieser Resultante gleich 
und entgegengesetzt wäre. Oer Einfachheit wegen wollen wir uns 
denken, dass die Kräfte unter einem rechten Winkel augreifen, 
zumal da es sich niemals um diejenigen Uestandtkeile der Kräfte 
handeln kann, welche auf die Angriffslinie projicirt längs der 
letzteren wirken und sich dabei' gegenseitig aufheben. 

Nennt man nun mit Poinsot zwei gleiche, parallele, abei 
entgegengesetzte Kräfte, die an einem gemeinschaftlichen System 
wirken, also durch irgend eine Verbindung in Beziehung gedaeht 
werden, ein Kräftepaar, so entsteht das anschaulichste Bild von 
dessen Wirksamkeit dadurch, dass mau sich die beiden Kräfte an 
irgend einer der vielen gleichen, sie rechtwinklig schneidenden 
Abstandsliuien angreifend denkt. Geht man von dem ideellen 
Hebel oder der starren Linie aus, so hat mau sich dasselbe Bild 
zu machen, indem man die an zwei Punkten derselben nach ent- 
gegengesetzten Eichtungen in derselben Ebene angreifenden Kräfte 
sofort rechtwinklig denkt. Poinsot fixirt die Vorstellung nicht in 
dieser Weise, sondern lassl die Manniehfaltigkeit der Neigungen 
der parallelen Kräfte offen, was jedoch der Sichtbarkeit des ent- 
scheidenden Pmstandes nur hinderlich ist. Der Prehungseffeet in 
Beziehung auf die Pinie oder überhaupt auf die Rhene der Kräfte 
ist immer in Frage. 

Poinsot will bei seinem Begriff vom Kräftepaar nichts weiter 
als das Zusammen (eusemble) der beiden Kräfte gedacht wissen 
und bestimmt im Allgemeinen und priucipiell gar nichts über die 
Art, wie man sich dieses Zusammen etwa als eine mechanische 
Beziehung in Form einer die gegenseitige Hinwirkung vermittelnden 
Verbindung zu denken habe. Thatsächlich führt er allerdings die 
Distanz der beiden Kraft rieh tun gen als mechanisch erheblich ein: 
es geschieht dies aber auch in keiner andern Weise, als in welcher 
die frühere Mechanik die Moniente als die analog wie au einem 
Hebelarm wirksamen Kräfte auffasste und ausdrückte. Das Product 
aus der Kraft, die auf eine Ebene reduoirt ist, in den Abstand von 
irgend einer gegen diese Ebene verticalen Axe. bildet in Beziehung 
auf diese Axe das Moment der Kraft. Dieser Begriff ist derjenige 
der älteren Mechanik, und Poinsot selbst geht auch von der wesent- 
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liehen Identität der Kräftepaare und der Momentgebilde aus. 
Sein Kräftepaar hat das Produet aus einer der beiden gleichen 
Kräfte in ihren gegenseitigen Abstand zum Maass, und wie die 
AnaJysis mit den Momenten rechnete, so öperirte Poinsot mit den 
K räftepaaren und der zugehörigen Grössen Vorstellung ihres Effects. 

liei einem Kräftepaar ist die Sinuesverschiedenneit anders 
zu fassen als ln-i einer einzelnen Kraft, obwohl die Analogie nicht 
verkannt werden darf. Kehrt man den Sinn beider Kräfte 
um. so ändert sich der Sinn des Kräftepaars, d. Ii. die Drehungs- 
bestrebung, die seinen Effect repräsentirt. wird die entgegengesetzte. 
W as bei einer einzelnen Kraft die Richtung, d. h. die grade Linie 
ist, in welcher oder nach welcher sie wirkt, das wird bei dem 
Kräftepaar durch die Ebene, in welcher oder nach deren Richtuugs- 
lage es wirkt, völlig analog vorgestellt. Wie man den Angriffs- 
punkt einer einzelnen Kraft in ihrer Richtiingslinie nach einem 
andern mit dem ersteren unveränderlich verbundenen Punkt ver- 
legen kann, ohne die Wirkung zu verändern, ebenso kann mau 
die binäre Kraft, welche bei Poinsot Kräftepaar heisst. in ihrer 
Ebene in eine ganz beliebige audere Lage bhngeu. Man kann 
also das Kräftepaar, sobald mau zwei bestimmte Angriffspunkte 
voraussetzt, nicht nur um die Mitte des Abstandes derselben in alle 
Lagen drehen, sondern darf es auch translatorisch in der Elten 
und nach allen parallelen Ebenen verschieben. Die Richtungslage 
seiner Ebene im Räume, nicht aber etwa der besondere Ort dieser 
Ebene, bildet das, was als Richtung des Kräftepaars das Analogon 
der Richtung einer Einzelkraft vorstellen soll. 

174. Nach Poinsot ergiebt der gewöhnliche Calcül. durch 
den man zu zwei parallelen Kräften die Resultante findet, in dein 
besondem Fall, dass zwei gleiche Kräfte von entgegengesetztem 
Sinn in die Formel kommen, ein Resultat ohne allen Sinn, näm- 
lich die Anbringung einer Kraft gleich Null in einer unendlichen 
Entfernung. Bei einer unendlichkleinen Differenz der beiden Kräfte 
liefert er jedoch, wenn man den exacteu Begriff des Unendlich - 
kleinen, d. h, des rubesehräuktkleiueu zu Grunde legt, je nachdem 
der unbegrenzt kleine [leberschuss der einen oder der andern Kraft 
angehört, in unbeschränkt grosser Entfernung auf der einen oder 
auf der andern Seite die Anbringung einer unbegrenzt kleinen 
Kraft. Dagegen zeigt der Calcül in beiden Hinsichten, dass, wenn 
die Differenz nicht unendlicbklein sondern Null ist, weder aul 
der einen noch auf der andern Seite eiue trauslatorische Resultante 
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uml mithin auch keine Herstellung des Gleichgewichts durch An- 
bringung einer einzelnen Kraft möglich ist: denn das sogenannte 
Unendlichgrosse, welches der Null gegenüberstehen soll, ist wie 
die Null selbst eine Verneinung der Realität und Grösse über- 
haupt und darf nicht mit dem exacten Begriff des unbeschränkt 
Grossen verwechselt werden. 

Die Zusammensetzung paralleler Kräfte beruht entweder auf 
einer Ableitung aus dem Parallelogramm der Kräfte, oder sie 
muss unmittelbar an das Hebelprincip angeknüpft werden. Im 
erstem Fall muss mau den Sprung von einem unendlichkleinen 
Winkel zum strengen Parallelismus und von der Existenz eines 
Durehsehnittspunkts der Kräfterichtungeu zu der Nichtexistenz 
eines solchen machen. Im andern Fall ist man an diese indirecte 
Ermittlungsart und an die logischen Umwege derselben zwar nicht 
gebunden; aber es bleibt doch eine andere Unzulänglichkeit be- 
stehen, indem man zunächst einen festen Punkt voraussetzen muss, 
um dann den Uebergang zu der freien unveränderlichen Linie und 
den drei an derselben wirksamen Kräften zu macheu. Unmittelbar 
hat man für die drei Kräfte mir das Gesetz des Gleichgewichts: 
aber man kann die einer jeden gleiche aber entgegengesetzte Kraft 
als die Resultante der beiden andern ansehen. Dieser durch das 
Hebelprincip gewonnene Begriff der Resultante ist aber ein indirecter, 
weil er vou dem statischen Verhalten hergeleitet wird. Die Kraft, 
die man sich am Uuterstützungspunkt im gewöhnlichen Hebel- 
schema angebracht denken kann, ersetzt zwar die Wirkung des 
festen rnterstützuugspunkta und be%i die Bewegungstendeuz auf, 
welche an diesem Punkte durch die an den Endpunkten wirkenden 
Kräfte verursacht wird. Diese Bewegungstenden/, kann daher als 
die translatorische Resultante angesehen werden, welche die beiden 
andern Kräfte durch ihre Wirkung au der starren Linie ergeben. 
Ausserdem ist aber auch gegenseitig die Drehungstendenz der 
beiden Kräfte aufgehoben, wenn der Hebel im Gleichgewicht ist. 
Bei dem Arrangement ist mithin Zweierlei ins Auge zu fassen, 
nämlich erstens die Iranslatorisehe Resultante der beiden Kräfte, 
und dann der Umstand, dass eine blosse Fortschiebung der starren 
Liuie in der Resultante, d. h. rechtwinklig gegen dieselbe angezeigt 
ist, während eine Drehung um den Durchschnittspunkt mit der 
Resultante nicht stattfindet. Die beiden Drehungsbestrebungen 
heben sich gegenseitig auf; aber dieser Umstand wird auf Grund 
des blossen Hebelpriucips nicht in seiner Selbständigkeit sichtbar. 

Dü Ii ring, tiescliichte der SleoUuuik. 28 
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an denkt nur an die branalatorisehe Resultante der beiden Kräfte, 
alter nicht daran, dass diese beiden Kräfte, abgesehen davon, dass 
sie eine Beweguugsresultante ergeben, auch noch ausserdem in 
einer gewissen Hinsiclit in einem (jleiehgew'ichtsverhältuiss, d. h. 
in einer rein statischen Beziehung stellen müssen. Ist ein fester 
Unterstützungspunkt vorausgesetzt, so sieht man deutlich, dass 
ausser dem Druck, den er erfährt und der die Summe der beiden 
Kräfte vorstellt, auch noch die gegenseitige Aufhebung der beiden 
Drehungsbestrehungen eine nuteischeidbare, neben der andern vor- 
handene Wirkung bildet. Macht man nun das System frei, indem 
man den Uni erstützungs] »unkt durch eine dem Druck entgegen- 
gesetzte Kraft ersetzt, 80 kann dies an jener Drehuugsbeziehting 
nichts ändern. Thut man noch einen weiteren Schritt und nimmt 
die substituirte Kraft fort, so entsteht die ihr gleiehe und ent- 
gegengesetzte Bewegungsresultante, und obwohl es nun an dem 
ersten Grunde der mechanischen Drehungstendenz fehlt, so ist doch 
die blosse Abwesenheit der Drehung als ein (Tieichgewicht in Be- 
ziehung auf ideelle Drehtmgstenden/.eu aufzufassen. Unter allen 
Umständen wird man aber den Fall, in welchem die Kräfte nicht, 
wie wir eben voraussetzten, gleichstinimig, sondern imgleichstimmig 
parallel und gleich siud. in Rücksicht auf das Hebelsehema so zu 
denken haben, dass die Druck- oder Bewegungsresultante an der 
Stelle des Unterstützungsruinkts Null wird, indem die beiden 
Kräfte, dorthin verlegt, für den Fall ihrer Gleichheit die algebraische 
Summe Null geben oder für sich allein im Gleichgewicht sind. 
Da ein Druck oder Zug selbständig am festen Funkt nicht vor- 
handen ist, so kann man die Kräfte dort fortnehmen und das 
System nicht Mos freimachen, sondern auch von den am festen 
Punkt denkbaren Substitutionen ganz unabhängig gestalten. Bs 
entsteht alsdann keine translatorische Resultante, und das Binzige, 
was noch in Betracht kommt, ist die Drehungswirkung. 

Ks scheint das Schicksal des allgemeinen Problems der Zu- 
sammensetzung paralleler Kräfte zu sein, in Rücksicht auf die 
Strenge der Beweise ähnliche Schwierigkeiten darzubieten, wie in 
der reinen Geometrie die l'arallelentheorie. Durch Poinsots Fort- 
schritte ist der Funkt, auf den es ankommt, nur erst recht sichtbar 
geworden. Die Unzulänglichkeit des Parallelogramms der Kräfte 
macht sich grade dadurch am bemei klichsten. dass mau vermöge 
desselben und mittelst des Durchgangs durch das Unendliche wohl 
eine Bewegungsresultante für beliebige Kräfte allgemein erweisen. 



aber Dicht die Drehimgfjresult.aüten finden kann. Dies rührt daher, 
dass es wesentlich auf der Voraussetzung beruht, dass ein einzelner 
Punkt iIhii Augriftsgegeuataud der zusammenwirkenden Kräfte bilde, 
Bei einem Punkt als solchen hat die Drehung weder Grund noch 
Sinn. Sobald man aber zur Linie oder überhaupt zu zw r ei mit 
einander meohaniseli verbundenen Punkten übergeht, ist dasjenige 
System vorhanden, für welches das Zusammenwirken der Kräfte 
ausser der fortschreitenden auch eine drehende Bewegung ergiebt, 
die nur in besondern Fällen Null, d. h. als aufgehoben zu betrachten 
ist. Ks ist also nicht wesentlich der Parallelismus und die Gleich- 
heit der Klüfte, sondern die Linie als Augriffsobject, was di 
eigfiuthümlielie Drehuugswirkung verursacht. Nicht weil zwei 
Kräfte ungleiehstimmig parallel und gleich sind, sondern weil sie 
nicht an einem sondern an zwei Punkten vermittelst einer Linie 
wirken und in Beziehung stehen, führen sie zu Drehuugswirkungen. 
Isl also eine Linie gegeben, die au zwei Punkten von beliebigen 
Kräften von beliebiger Eichtling und Grösse afficirt wird, so kann 
mau fragen, was die auf die Linie projicirten Bestandtheile und 
was die senkrecht zu derselben stehenden Kraftelemente für Wir- 
kungen hervorbringen. Liegen diese senkrechten Kraftelemeute 
tinmittelbar in einer Ebene, so kann man sie, wenn sie ungleich 
sind, in ein gleiches Paar und in einen Ueberschuss verwandeln. 
Jedenfalls wird man auf irgend einem Wege zu den Drehnngs- 
effecteu gelangen müssen, wenn man nur das Problem der Kräfte- 
zusamniensetziutg an einer graden Linie, ebenso wie dasjenige der 
Zusammensetzung an einem Punkt, in seiner ganzen Allgemeinheit 
behandelt und in allen Beziehungen auflöst. Hieniit ist auch zu- 
gleich ersichtlich, dass der Anspruch Poiusots, eine wesentliche 
Ergänzung des Parallelogramms der Kralle durch den Begriff des 
Kräftepaars und durch das Parallelogramm der Kräftepaare ge- 
liefert zu haben, ein völlig gerechter ist. Nur bleibt natürlich 
noch in der Ableitungsart und in der Einheit der Auffassung 
sowie in der Beziehung des neuen Begriffs zur Aualysis Einiges 
zu wünschen übrig. 

175. Während Poiusot in seinem Memoire von 1804 eine 
anschauliche Uehersichi der Grund Vorstellungen und Hauptanw en- 
dungen der Theorie der Kräftepaare giebl, sind die Beweise für 
die Verlegbarkeil des Angritt'sortes. sowie für das Maass und die 
Ziisainmeiisetzuijgsregel der Kräftepaare hauptsächlich im zweiten 
Abschnitt des ersten Capitels seiner Elemente der Statik nieder 
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gelegt, aus denen für unsern Zweck nur wenige Nummern 1 ) aus- 
gezeichnet werden können. Der synthetische, fortwährend auf 
Kräftesuhstitutioueii und geometrischen Arrangements fussende, 
daneben in der Form etwas starre (rang jener Poinsotschen Elementar- 
statik gestattet kaum eine Heraushehung aus dem Zusammen- 
hang. Die entscheidenden Umstände müssen jedoch wenigstens 
im Allgemeinen markirt werden. Abgesehen von der Auffindung 
des Begriffs des Kräftepaars ist in der Erläuterung der ersten 
principiellen Elemente, namentlich der Zusammensetzung der Kräfte 
im Allgemeinen, keine neue Nachweisung gegeben, die stichhaltig 
wäre. Trotz alles äussern Anscheins und ungeachtet des Um- 
standen, dass die Zusammensetzung gleichstimmig paralleler Kräfte 
dem Parallelogrammgesetz. wie dasselbe in seinem vollständigen 
Umfang erscheint, vorangeschickt wird, haben alle diese Theilungs- 
versuche doch kein System ermöglicht, welches an die Euklidische 
Strenge heranreichte. Eine speeielle logische Kritik würde hier 
viel zu weit führen; aber in Rücksicht auf den Hauptzweck unseres 
Berichts, nämlich die Vorstellung von der Wirkung eines Kräfte- 
paars, darf nicht übersehen werden, dass keine entscheidende Idee 
hierüber gegeben wird, etwa wie diejenige, welche dem Parallelo- 
gramm der Bewegungen entspricht und bekanntlich zeigt, in welcher 
Weise ein Punkt zwei Bewegungen zugleich zu haben vermöge. 
Poinsot weist ausdrücklich die Idee der Rotation als etwas „rein 
Aecessorisches" zurück und will sie nur als Bild gellen lassen s ). 
Auch ist sie in der That von ihm selbst nur aecessorisch benutzt, 
indem er zur Erläuterung die besondere Voraussetzung macht, dass 
der Mittelpunkt des Hebelarms fest sei. Diese Voraussetzung 
alterirt aber den reinen Effect wesentlich, und es fehlt mithin 
in Poinsots System eine unmittelbar anschauliche . ja über- 
haupt eine von vornherein völlig klare Vurstellung von der Be- 
wegungswirkung eines Kräftepaars auf sein Angriffsobject. Die 
Bewegung des Puuktepaars. die aus der Anbringung der beiden 
Kräfte lesultirt. ist nicht als solche ins Auge gefasst. Aus 
diesem Grunde ist auch der Effect auf die Ebene oder den starren 
Körper nicht priucipiell in solcher Weise evident gemacht, vue 
man es bei elementaren Fundamentalvorstellungen fordern muss. 

Die allgemeine Methude Poiusots. die Verlegharkeit des 



») Etwa Art. 2', ig., .V.l. lüü fg\ d«r :!. Ausg. der Eleineuts dv statique, 1831 
*) Ibid. Ende von Art. 17. 
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Kräftepaars sowie Maass und ZusamiiKMiselziiug der Kräftepaare 
zu bestimmen, beruht einerseits auf Substitutionen von Paaren, 
deren obwohl unbekannte Wirkung unter übrigens gleichen Um- 
standen doch immer sieh selbst gleich bleiben und bei der Ent- 
gegensetzung Ihresgleichen aufheben muss, — und andererseits 
gründet sie sich auf den Kunstgriff, Paare von gleichen Hebel- 
armen und gleicher Richtung der Ebene mit den Angriffspunkten 
zu superponircn oder, Paare von gleichen Kräften, gleicher Richtung 
der Ebene, aber ungleichen Hebelarmen so zu coordiuiren, rlass 
die Hebelarme einen einzigen bilden und immer ein Angriffspunkt 
jedem Paare gemeinschaftlich wird. Alsdann lieben sieb die Kräfte 
an den gemeinschaftlichen Angriffspunkten unler Voraussetzung 
gleicher .Sinnesriclitimg der Paare mit", und m bleibl aar ein Paaj 
übrig, welches die Hümme der Hebelarme zu seinem Hebelarm 
hat. Hieraus folgt, dass die Zusammenwirkung mehrerer Kräfte- 
paare, wenn man diese Paare etwa ganz identisch nimmt, unter 
allen Umständen die Vervielfachung des Hebelarms ergiebt, was 
auch immer diese Wirkung sein möge. Man kann mithin ein zur 
Einheit genommenes Kn'iftepaar aus einem doppelten Gesichtspunkt 
in ein Vielfaches verwandeln, indem man nämlich die Kraft oder 
den Hebelarm oder beide Grössen vervielfacht. Das Maass ist 
hiemit gefunden und zwar, was bemerkenswert)] ist, ohne die Ver- 
mittlung einer besondern und an sich zureichenden Totalvorstellung 
von der Wirkung eines Kräftepaars. Eine deutliche Idee lag 
nämlich nur in Beziehung auf die Einzelkräfte zu Grunde, die 
man sich gegenseitig aufheben oder addiren Hess. Dennoch gewann 
Poinsol wesentlich nach dem von uns angegebenen, aber concen- 
trirten Schema seine specielleren Reweisgesichlspunkte für die ein- 
fachste Art der Zusammensetzung und mithin die Messuugsregel, 
derzu folge sich die Grösse eines Paars aus den beiden Factoren 
der perpeudiculären Distanz und der Kraft zusammensetzt. Er 
nannte dieses I'roduct das Moment des Kräftepaars, wodurch noch 
mehr an den im Grunde identischen gewöhnlichen Begriff der 
Momente, d. h. an das Product einer Kraft in einen Abstand 
erinnert wird. 

Die Zusammensetzung von Kräftepaaren, deren Ebenenriehtungen 
einen Winkel bilden, wird erwiesen, indem die Paare auf gleiche 
Hebelarme redueirt, mithin in ihrem Grössen verhiiltuiss rein durch 
die Kräfte ausgedrückt und dann in die Durchschnittsliuie der 
Ebenen derartig verlegt werden, dass die gleichen Hebelarme 



zusammenfallen. Daim entsteht durch Zusammensetzung der heiden 
Einzelkräfte, die jedesmal an dem gemeinschaftlichen Angriffspunkt 
liegen, bei jedem Punkt eine neue Einzelkraft und mithin zusammen 
ein neues, nämlich das resultirende Paar. Die Regel der gewöhn- 
lichen Kräftezusamniensetzung ergiebt sich auf diese Weise als 
diejenige der Kräftepaare, indem diese Paare ihrer Grösse nach 
durch Linien dargestellt werden, die den Pröducten aus Kraft und 
Hebelarm entsprechen. Der Winkel, in welchem diese Linien 
nach der Regel des Parallelogramms zusammenzusetzen sind, ist 
derjenige der Ebenen oder, was dasselbe ist, derjenige von Axen, 
welche auf den Ebenen der Kräftepaare senkrecht stehen und bei 
Poinsot auch gradezu Axen der Kräftepaare genannt werden. Je 
nach dem Sinn der Kräftepaare ist natürlich einer der viel - mög- 
lichen Winkel zu nehmen, welche sich bei dem Durchschnitt der 
Ebenen oder der Axen darbieten. Doch dies befindet sich Alles 
in der strengsten Analogie mit dem Parallelogramm der Kräfte 
und braucht hier nicht weiter dargelegt /.u werden. 

176. Das bisher Augegeheue enthält die Elemente der 
Theorie, und das Hauptfundament derselben besteht darin, dass 
zwei ungleichartige Ursachen oder zweierlei wesentlich verschiedene 
Einwirkungen von einander gesondert worden sind. Ein Kräftepaar 
kann nie durch eine Einzelkraft, sondern nur durch Seinesgleichen 
aufgehoben oder ersetzt werden. Die allgemeine Kräftezusammen 
setzung wird daher in Rücksicht, auf das Gleichgewicht davon 
auszugehen haben, dass die gegenseitige Aufhebung der Bewegungs- 
antriebe isolirt für jede der beiden Arten von örsachen statthaben 
muss. Man verschafft sich mm einen recht anschaulichen Begriff 
von der Leichtigkeit, mit welcher Poinsot die allgemeinen Be- 
dingungen des Gleichgewichts eines starren Systems, d. h. also 
überhaupt, die sechs Gleichungen des Gleichgewichts für jegliches 
System ableitet, wenn man ihm in seinem Kauptverfahren folgt. 
Das letztere besteht darin, eine Kraft parallel mit sich selbst an 
einen beliebigen andern Augrillspunkl des Systems zu verlegen 
und die Veränderung der Wirkung, die hiedurch entsteht, durch 
die Einführung eines Kräftepaais auszugleichen, welche« in der 
Ebene der ursprünglichen und der neuen Lage der Kraft seine 
Position hat, Man kann nämlich die Kräfl sieh selbst parallel 
an einem beliebigen Punkt noch einmal anbringen, indem man sie 
dort sofort durch die gleiche und entgegengesetzte Kraft aufheben 
lässt. So ergiebt sich ein System von drei Kräften, das man in 



pia Paar und in die am neuen Angriffspunkt wirkende Kraft ab- 
theilen kann. So erzeugt die Verlegung einer Kraft in paralleler 
Lage aar die Notwendigkeit, das hiomit entstehende Paar zu 
berücksichtigen. Das Paar kann nun in derselben oder in einer 
parallelen Ebene einen beliebigen Ort erhalten, und man hat 
offenbar ganz anschaulich die iirßprnngüehe einfache W irkung der 
Kraft an dem gegebenen Angriffspunkt dureb eine Oombination 
ersetzt, deren eines Glied dieselbe Kraft am neuen Angriffspunkt,, 
und deren anderes Glied das Kräftepaar mit dem rechtwinkligen 
Veilegungsabstand als [lebelarm tat. 

Nach diesem Verfahren kann man alle Kräfte an einen Punkt 
vnn beliebiger Position verlegen, wenn derselbe nur unveränderlich 
iml dem System verbunden ist; denn nur unter dieser Voraus- 
setzung erzeugen sich bei der Verlegung eigentliche Paare und 
kann die Gruppe der drei Kräfte als auf das System bezüglich 
augesehen weiden. Ks ergiebl sieb mithin für jeden beliebigen 
Punkt eine and dieselbe branslahu-ische Wesultante. während man 
durch Zusammensetzung aller Kräftepaare ebenfalls ein einziges 
resultirendes Paar erlialten muss. Das Problem der allgemeinen 
Kräftezusamuiensetzung ist hie.mil. in einer neuen Weise gelöst. 
Die Bedingungen des Gleichgewichts lassen .sich ebenfalls sofort 
angeben ; denn erstens muss die translatorisclie Resultante gleich 
Null sein, und dies ist nur möglieh, wenn auch die nach drei 
rechtwinkligen Axeu zerlegten Kräfte nach jeder der Axen eine 
Resultante oder Summe gleich Null ergeben. Diese letzteren drei 
Beziehungen sind aber nichts als die bekannten drei Gleichungen 
des trauslaf.orischen Gleichgewichts. Soll feiner in Beziehung auf 
die Kräffcepaare GleiehgewiöM stattlinden, so muss diePaarresultaute 
ebenfalls gleich Null sein, und dies ist wiederum nur möglich, 
wenn die nach den drei Coordiualenebenen zerlegten Paare sich in 
jeder der drei Ebenen ebenfalls zu Null aufheben oder wenn, was 
dasselbe heissl, die zerlegten Paare um die jedesmal zugehörigen 
Coordmalenaxen im Gleichgewicht sind. d. h. eine Summe gleich 
Null ergeben. Die Gleiehsctznng dieser Paarsumitien gleich Null 
repräsenliit aber die bekannten drei Momentgleichungen, in denen 
das rotatorische Gleichgewicht ausgedrückt wird. Auf diese Weise 
hat also die Vervollständigung der Elemente der Statik durch 
den Begriff des Kräftepaars dazu gedient, die sechs Grund- 
gieichungen der Statik in der einfachsten Weise abzuleiten. Die 
zwei Hauptseiten des Gleichgewichts und der Bewegungsmöglichkeit, 
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nämlich die Gesichtspunkte der Translation und der Rotation, sind 
tri fundamentaler Art hervorgetreten und bis in das Gebiet der 
ersten Priucipien hinein verfolgt. Dies ist methodisch und systematisch 
ein nicht leicht zu überschätzender Fortschritt. Sonst gelangte 
man zur Rotation wie zu etwas Zufälligem, was sich willkürlich 
in die allgemeinen Consequenzen der zunächst blos trauslatorisch 
vorgestellten Kräftewirkungen und Kräftezusammensetzuugen ein- 
führte. Jetzt , nach der Poiusotsehen Theorie, ist es möglii-li. 
schon in den ersten 1.1 rund lagen die Veranstaltungen zu treffen, 
deren Consequenzen alsdann immer beide Seiten der Bewegung 
und des Gleichgewichts beherrschen. 

Eine Einzelkraft lässt sich mit einem Paar nur dann zu 
einer Resultante zusammensetzen, wenn die Kraftrichtuug der 
Ebeiienrichtuug des Paars parallel ist. Dies ist also die Bedingung, 
damit au einem System in der allgemeinen Zusammensetzung der 
Kräfte und der Paare eine einzige Resultante entstehe. In allen 
andern Fällen, wo die Kraftrichtung die Ebene des Paars schneidet, 
wird das Frgebniss die zweierlei Bewegungsarten umfassen, d. h. 
es wird in einem resultirenden Paar nnd in einer resultirenden 
Einzelkraft bestehen. 

Unter den weiteren Anwendungen der l'oinsolschen Methode 
ist die Auffindung des Begriffs derjenigen Ebene auszuzeichnen, 
nach welcher die an einem System wirkenden Paare bei der 
Protection ein Maximum ergeben. Es ist dies ganz einfach die EbeiiP 
des resultirenden Paars, und die fragliche Maximalsumme der auf 
diese Rhene reducirten Paare wird durch das resultirende Paar 
selbst vorgestellt. Wenn man sich datier anstatt unmittelbar an 
die Ebenen an beliebige senkrecht zu denselben stehende Axeu, 
d. h. au die Axen der Paare ball und irgend einen Punkt ins 
Auge fasst, durch welchen man sich ausser einer Axe des 
resultirenden Paars noch eine Unendlichkeit von beliebig zu 
wählenden rechtwinkligen Coordiuatenaxen denkt, so kann mau 
auch sagen, dass die Ebene, welche auf der resultirenden Axe 
senk recht steht, im Vergleich mit, allen andern Ebenen, die man 
sich als < 'nordinaleiiebeuen denselben Urspnmgspunkl durchschneidend 
vorstellen mag, das Maximum unter den Summen der auf die ver- 
schiedeneu Ebenen reducirten Paare repräsentirt. Es ist dieser 
Satz die genaue Analogie einer für die Einzelkräfte geltenden 
Wahrheit, die jedoch weder von Poinsot uoeh sonst mit der ihr 
gebührenden principielleu Auszeichnung bedacht wird. Unter allen 
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Richtungen ist nämlich die der Resultante diejenige, auf welche 
rcducirt ein beliebiges »System von Kräften ein Maximum ergiebt; 
Oder in einer etwas andern Wendung ausgedrückt, die Resultante 
slelll seihst in Vergleich mit allen andern Riehtungen, in denen 
die Kräfte wirkend gedacht werden können, dieses Maximum der 
Wirkung vor. Genau so verhielt es sieh aber auch, wie Poinsot 
nachgewiesen hat, mit den Kräftepaaren. In der letzteren Beziehung 
ist es am natürlichsten, nicht die Axenrichtuug. sondern die Ebenen» 
richtung oder auch unmittelbar die Ebene des resultireiiden Paars 
zu Grande zu legen und zu sagen, dass diese Ebene die des 
Maximums der Paare sei. 

177. Ein interessanter und notwendiger Ii rundbegriff, der 
zu dem Pöinsotsclien Hauptverfahreii gehört, ist derjenige der 
Ebene des Minimums unter den Ebenen der Maximalpaare, die sich 
als resultirende Paare für die verschiedenen Angriffspunkte der 
translatorischen Resultante ergeben. Fasst man nämlich die 
schliesslich^ 1 Gesammtresultaute in irgend einer bestimmten Eage 
und das zu dieser Lage gehörige Paar ins Auge, so wird die Ver- 
leguug jener Resultante in eine beliebige andere ihr parallele Lage, 
dem Hauptverfahren gemäss, ein neues Paar erzeugen, welches mit 
dem für die alte Lage resultireiiden Paar zusammenzusetzen ist. 
und so das für die neue Lage resultirende Paar ergiebt. Da die 
neue Eage der Resultante beliebig wählbar ist, wenn sie nur mit 
sich selbst parallel an einem dem System unveränderlich zu- 
gehörigen Punkl angreift, so kann mau die Grösse des der Ver- 
legung Rechnung tragenden Paares vermöge der beliebig zu 
wählenden Länge seines Hebelarms so einriebt eu. dass es in der 
Zusammensetzung mit jenem zuerst resultireiiden Paar ein neues, 
auf der Resultante mit seiner Ebene senkrecht stehendes resul- 
tirendes Paar liefert. Dies ist dann das minimale Paar; denn jede 
neue Verlegung der trauslatorischen Resultante würde ein Paar 
einführen, dessen Ebene auf derjenigen des Minimalpaares senkrecht 
stände und in der Zusammensetzung mit dem Minimalpaare stets 
ein grösseres Paar liefern müsste. Poinsot bezeichnel das so 
gewonnene Minimalpaar als ein Minimum Maximoruni '). da er die 
für alle Lagen der trauslatorischen Resultante resulfirenden Paare 



') In dem BoliOn angef. Memoire snr Ja compositiött des nnmienls et 
des aires, unter II (Anhang der Elements de statiyue). 
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und deren Ebenen, ans dem in unserer vorigen Nummer angeführten 
Grande, als Maxima ansieht und benennt. Weniger unbequem 
gestalten sich die Ausdrücke und Vorstellungen, wenn mau jene 
maximale Eigenschaft ein fürall emal als charakteristisches Zubehör 
aller resnltirenden Effecte* also auch der Paarrcsultanten erkennt, 
alsdann aber das Maximum nichl mehr als BenemrimgSiaitte] Eni 
eiue weit erheblichere Eigenschaft gebraucht. Die Eigenschaft, 
Ebene des resnltirenden Paars zu sein, ist ein natürlicheres und 
einfacheres Bestißiniungsmittel, als die Eigenschaft, diejenige Ebene 
zu sein, auf welche reducirl die compöhirendei] Paare in Ver- 
gleicbung mit allen andern Ebenen ein Maximum ergeben. Das 
von Poiusnt bezeichnete Minimum Maximorum ist also ganz eiu- 
facb das kleinste unter allen resultirenden Paaren, und es giebt 
immer eine einzige Lage der translatorischen Resultante; welcher 
dieses geringste Paar zugehört. Die Ebene dieses Paars steht, 
wie schon gesagt, auf der Richtung der Resultante senkrecht. In 
dem Fall des translatorischen ( ileichgewichls. in welchem gar 
keine Bewegmigsresultante mit ihrer verschiedenen Anbriijgimgsar 
/u berücksi(diügen ist, findet offenbar der entsprechende 1'nlerschie 
gar nicht statt. Ks giehl alsdann kein Minimum, da die Ebene 
des resnltirenden oder, mit andern Worten, des maximalen Paars 
keine Veränderung durch Einführung eines neuen Paars erfahre 
kanu. Sie wird alsdann eine einzige ebenso unveränderlich be 
stimmte Richtung im Räume haben, wie es mit jeder gewöhn 
In lien Kraltiesnltanle der Kall ist. Dem Fall des Gleichgewichts 
steht übrigens die Voraussetzung gleich, dass man von der fcrans- 
Latorischen Bewegung eines Systems abstrahire, dasselbe mithin 
als ruheud betrachte und nur die so übrig bleibenden relativen 
Vorgänge und Beziehungen erwäge. Alsdann wird mau auch nur 
eine einzige unveränderliche Ebene des resnltirenden Paars oder 
mit andern Worten, des Maximums der Paare ohne weitere Üntei 
sch ei d ha rk e i t erhalten. 

Erwägt man. dass Pöinsoi die wesentliche Einerleiheit der 
drei Begriffe des Paars, des Moments und derjenigen Grösse, welche 
im Prineip der Flächen als Fläche oder Flächenraum bezeichnet 
wird, überall zu Grunde legt und in diesen drei Begriffen mit 
.Recht nur verschiedene Vorstellungsarten einer und derselben 
Sache sieht, so ist klar, dass die Theorie der Paare, zugleich 
Theorie der Momente und der Flächenräume einschliesst. So wird 
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denn auch von ihm im Hinblick auf die Dynamik eine Andeutung 
gegeben, daas die Erhaltungsvorstellnflgen in Beziehung auf trans- 
latorische Kräfte und auf rotatorische Monieute oder Flächeuräume 
sich ganz einfach aus .seiner verallgemeinerte!) Zusammensetzung 
der Kräfte ergeben. Das Interessante an diesem einfachen Ge- 
sichtspunkt besteht aber darin, dass eicht blöS die Erhaltung der 
Grösse der Stimmen, sondern anöh die Unveränderlichkeif der 
Richtung der Ebene hervortritt, die man heut gewöhnlich als die 
Ebene des Maximums der Flächenräume kennzeichnet. Diese 
Ebene ist in der That nichts Anderes als die Ebene des resul- 
tirenden Paars oder, wenn man sieh anders ausdrücken will, des 
resiütirenden Moments oder Fläclienraums. Sie bat keine, wesent- 
lich andere Bedeutung als diejenige, welche auch der Kiebtung 
jeder translatorischen Resultante zukommt; denn beide babeu die 
Eigenschaften des Maximum, wenn man sie mit andern Richtungen 
oder Ebenen vergleicht, und sich auf die Letzteren die compomrendeu 
Einzelkräfte oder die coinponirenden Paare (Momente, Flächen) 
des Systems projicirt und redlich - ! denkt. Hienacb ist durch die 
Poinsotsche Theorie, wenigstens zu einem Theil. die Frage auf 
geklärt, wie die maximalen Eigenschaften in der Wirkuugsart der 
Kräfte principiell entstehen. Es sei daher hier daran erinnert, das? 
die tiefere Untersuchung aller auf Maxima »der Minima, bezüglichen 
Eigenschaften der Kräftewirknngen mehr und mehr dahin führen 
muss, diese Eigenschaften schon in dem Fundamentalprineip der 
Zusammensetzung der Kräfte (»der überhaupt in den ersten elemen- 
taren Ausgangspunkten der Mechanik anzuerkennen. Wie neben- 
sächlich, ja man könnte sagen zufällig die maximalen Eigenschaften 
in Vergleichnng mit ihrer wahren Ursache sind, zeigt sich darin, 
dass jeder resultirende Ellert sehmi als solcher ein Maximum 
repräsentirl, wenn man ihn mit der unendlichen Möglichkeit aller der- 
jenigen Effecte vergleicht, die sich für translatorische Kräfte nach einer 
beliebigen andern linearen Richtung, "der für Kräfte paare und die 
ihnen entsprechenden Begriffe nach einer beliebigen andern Ebenen 
richtung ergeben müssten. 

17«. Ungeachtet der unmittelbaren Beleuchtung wichtiger 
Priucipien der Dynamik, wie namentlich desjenigen der Flächen, 
isl die Poinsotsche Theorie doch wesentlich nur als eine voll- 
ständigere Lehre von dei- Zusammensetzung dei Kräfte anzusehen. 



1 Ibiii. unter III Application 



ä la dynnrnique. 
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Ohne dir Zusammensetzung der Paare und ohne die Einführung 
dieser eigenartigen Bewegungsursachen kann man consoqueuterweise 
in völliger Strenge nicht über das Problem hinausgelangen, die 
Kräfte um einen Punkt zusammenzusetzen. Schon die materielle 
Linie oder das mechanisch verbundene Punktepaar lässt sich ohne 
den neuen Begriff nicht streng behandeln. Die Momente waren 
in ihrer gewöhnlichen Fassung ungenügende Ersatzmittel, weil man 
bei ihnen immer irgend welche Axcn ideell tixireu niusstc. Be- 
sonders seltsam nahmen sich aber die Flächenräume, aus, da sie 
an sieh selbst gar nicht das Ansehen hatten, etwas Kraftartiges 
vorzustellen, und dennoch dazu dienen mussten, eine allgemeine 
Haupteigenschaft der aus dem Gesichtspunkt der Rotation auf- 
gefassten Bewegung eines Systems auszudrücken. Fortan hat mau 
es von vornherein mit nichts Anderem als der Zusammensetzung 
jener eigenartigen Beweguiigsursacheu zu thun, die mau Kräfte- 
paare nennt. Der Parallelismus der eisten IYincipien. der all- 
gemeinen Eigenschaften und der weiteren Entwicklungen ist hie- 
durch in Beziehung auf Translation und Rotation vollständig 
geworden, und es lässt sich bereits eine Art Dualität aller Satz 
der Mechanik absehen, die derjenigen ähnlich ist, welche die durch- 
gängige Doppelheft der Gesichtspunkte in der modernen synthetischen 
Geometrie eharakterisirt. 

Poinsot bat seine eigeutliüinlicho, auf das Anschauliche ge- 
richtete Methode begreiflicherweise mit dem besten Erfolg in einer 
neuen Kotatioustheoiie geltend gemacht. Von der Theorie der 
Kräftepaare au sich selbst konnte mau sagen, dass sie die Elemeute 
und Principien bereichert, übrigens aber das mechanische Wissen 
nicht eigentlich im Stoff, sondern nur in den Vorstellungsformen 
und in den Ableitungsarten erweitert habe. Wie wir früher (Nr. 125) 
angeführt haben, war schon Euler dem Begriff des Kräftepaars 
sehr nahe gekommen, indem er bemerkte, dass ein Rotations- 
moment, bei welchem die traiislatorische Wirkung einer Kraft 
verschwinde, nur gedacht werden könne, wenn man der Kraft 
nur gleiche parallele Kraft entgegengeselzl denke. Ks war daher 
eine sehr natürliche Entwicklung, dass Poinsof den Begriff des 
Moments in dieser Weise mit dem Gedanken einer doppelten Kraft 
verband und ihn ausserdem von dem Hinblick auf eine bestimmte 
Axe freimachte. Indem er nur die allgemeine Axenrichtung im 
Räume oder, was dasselbe ist. die allgemeine Richtung der Ebene 
als das überall Wesentliche erkannte, verwandelte er den Begriff 



des Moments in denjenigen des Kräftepaars. Trotz der logischen 
Erheblichkeit dieser Verwandlung könnte man jedoch meinen, sie 
sei nur formaler Natur und habe daher nur die Eleganz und Strenge 
der Elemente. Pririeipien und Beweise gefördert. Indessen hat 
Pöiüsöt durch seine Lösung des Problems, die Gte&gtge der Rotation 
eines Körpers darzustellen, die Fruchtbarkeit seiner Verfahrungs- 
arten und Gesichtspunkte bewährt. 

Die erste besondere und zugleich kurze Darstellung der neuen 
Rotationstheorie ist in dem schon angeführten Memoire von 1834 
enthalten 1 ). Eines der bekanntesten Hauptergebnisse ist die Vor- 
stellung von dem Centralellipsoid oder, wie man es jetzt auch 
nennt, von dein centralen Trägheitsellipsoid, durch dessen rollende 
Bewegung auf der unveränderlichen Ebene eines den Impuls er- 
teilenden Paars die Umstände und Eigenschaften der Rotation 
eines Körpers um einen Punkt dargelegt und veranschaulicht 
werden. Doch geht uns hier nicht eigentlich das Rotationsproblem 
an, da seine Lösung an sich selbst nicht neue Priucipien, sondern 
nur Specialconsequeuzen gewisser elementarer Grundlagen liefert, 

Was diese Grundlagen betrifft, so setzt Poinsot die Rotationen 
ebenso zusammen, wie die translatorisehen Kräfte, indem er jene 
nach Maassgabe der Winkelgeschwindigkeiten und Axenlagen com- 
blirirt. So ergeben die Axen. deren Längen man den Winkel- 
geschwindigkeiten proportional setzt . ein Parallelogramm der Ro- 
tationen, welches den? Parallelogramm der Kräfte entspricht. Die 
Diagonale stellt mit ihrer Richtung und Lage die Axe, und mit 
ihrer Grösse die Winkelgeschwindigkeit der resultirenden Rotation 
vor. Analoge Regeln ergeben sich für die Zusammensetzung der 
Rotationen um parallele Axen, indem hier Alles der Zusammen- 
setzung paralleler Kräfte entspricht. Die resiütirende Axe liegt 
in diesen Fällen wie die Resultante von parallelen Kräften, und 
ihre Grösse stellt wiederum die Winkelgeschwindigkeit vor. Da 



') Die Weibs erwähnte ungleich umfassendere Beproduction im Journal 
des Mutheiiiatiiiuü» von 1851 ist unter derselben Jahreszahl in einer Quart- 
und in einer Octavausgabe erschienen. Für die historische Betrachtung inuss 
die Ausgabe von 1884 ohnedies maassgebend sein: aber sie hat auch noch, 
abgesehen von ihrer wörtlichen Aufnähme in den Abdruck der erweiterten 
Exposition, den Vortheil, die wesentlichen Funkte unbelastet mit seeundären 
Ausführungen zu geben und so für manche Leser die Uebersichtlichkeit und 
die Kraft des Kindrucks zu erhöhen. Auch war der Verzicht auf Figuren in 
der l, Ausgabe ein methodischer Vorzug. 



sieh bei Rotationen um gegebene A.xen jedes Prineip und jeaer 
Satz, der von den i laiislutoiisidieii Kräften gilt, analog wiederfindet! 
so kann es auch oichl überraschen, dass zwei Rotationen von ent- 
gegengesetztem Sinn um parallele Axen, wenn sie von gleicher 
Grösse sind, ein Rotationspaar ergeben, welches keine Rotations» 
resultante babei) und durch keine liotation anfgewogen werden 
kann. Der ßffeel dieses Rotationenpaars isl translatoriseh und 
wird, ganz aualog wie der des Kräftepaars, durch das Producl aus 
der Winkelgeschwindigkeit und dem Axenabstand gemessen. Ein 
solches Kidatioueupaar hal die Tendenz, das System senkrecht zu 
der Ebene des Paars, d. b, zu der Ebene der Axen der gegebenen 
Rotationen translatOrisch mit einer dem bezeichneten Producl ent- 
sprechenden Geschwindigkeit zu bewegen. 

Eine liotation kann man verlegeu. wie eine translatorische 
Einzelkraft, indem mau die Axe parallel mit sich selbst um einen 
-'ewisseu Abstand entfernt. Nur miiss mau dann auch zugleich, 
analog dem Hauptveriahren bei der Verlegung der Einzelkräfte, ein 
der Verlegung Kechnuug tragendes Kotationeiipaar einführen. Wie 
viele Rotationen daher auch gegeben sein mögen, man kann si 
sämmtlich so verlegen, dass ihre Axen durch einen beliebig zt 
wählenden Punkt gehen und sieh so zu einer einzigen resultirenden 
Kotation zusammensetzen. Was andererseits die erzeugten Rotationen 
paare betrifft, so können sie wie die Eräftepaare verlegt und zu- 
sammengesetzt werden. Es giebl also auch ein Parallelogramm 
der Rotationenpaare, und es ist klar, dass man durch die Zusammen? 
seizung schliesslich zu einem letzten resnltireuden Rotationeupaar 
gelangen muss. Hiedurch sieht mau. wie alle denkbaren Rotationen 
11111 beliebige Axen in der Zusammensetzung ein analoges Ergehniss 
liefern, wie die allgemeine von Poinsot geregelte Zusammensetzung 
der Kräfte. Erinnert mau sich des Minimum Maxiiuorum. so ist 
es offenbar, dass auch für die Zusammensetzung der Rotationen 
der beliebige Punkt, durch welchen die Axen der Rotationen und 
mithin die resultironde Axe geht, oder vielmehr diese letzlere seih: 
so \ erlogt werden kann, dass ein resullirendes Rotationenpaar 
erzeugt wird, dessen Ebene zu jener resnltireuden Rotatiousaxe 
senkrecht sieht. Da nun dies Rotationeupaar eine Translation 
senkrecht zu seiner Ebene bedeutet, so fällt die Translation in die 
Axeiiriclitung der resnltireuden liotation. und es ist erwiesen. d&SS 
jede beliebige Mannichfaltigkeit gegebener Rotationen um beliebige 
Aieu an einein System nichts Anderes hervorbringt, als eine einzige 
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Drehung um feine Axe, verbünd eu mit der gleichzeitigen Fort- 
schiebung nach Eichtling dieser Axe. Die einzelnen Punkte werden 
daher in einer Schraubenlinie bewegt. 

17!>. Kennzeichnend für Poinsots Methode ist seine Virtuosität 
in der klaren Veranschaulichung. Die Rotation lim eine Axe 
bietet hier keine Schwierigkeit, und auch verhnnden mit der Trans- 
lation ergiebi sie die Bewegung jedes Punkts um einen Kreis- 
cylinder in einer Schraubenlinie. Dagegen ist die Rotation tun 
einen Punkt, Ihm welcher dauernd keine Axe besteht, sondern nur 
die sogenannte Momeutauaxe in das Ange gefasst werden kann, 
weit schwieriger zu erläutern. Hier führte Poinsot bekanntlich 
seine zwei beliebigen Kegel- ein, die den Drehungsptinkt zur geinein- 
sainen Spitze halten. Indem die bewegliehe KegelHäche auf der 
Testen rollt, ist ihnen jederzeit eine Kaute gemeinsam, in welcher 
sie sich berühren, und welche für den strengen dauerlosen Zeit- 
punkt die Momeutauaxe der Drehung vorstellt. So zeigt der 
bewegliche Kegel, was der Körper, dem er angehört, bei der 
Drehung um einen Punkt eigentlich thut. und wie die Momeutauaxe. 
im Körper und nach Aussen beträchtet, ihren Ort stetig verändert. 

Zu diesen phoronomischen Bildern, mit denen Poinsot seine 
eigentliche und mechanische Rotationstheorie eingeleitet hat, kommt 
als allgemeinste Vorstellung von der beliebigen Bewegung eines 
Körpers in Folge gegebener Rotationen noch die Erweiterung des 

schon angeführten < Vlinderschema oder mit andern Worten der 
Translation längs der Rotationsaxe hinzu. Aendern sich nämlich 
die Data der Zusammensetzung jeden Augenblick, so ändert sieh 
die Axe der Richtung nach, ebenso die Winkelgeschwindigkeit und 
endlich auch die Trauslationsgesehwindigkeit. Der einzelne Punkl 
bewegt sich daher noch immer schraubenförmig, aber gleichsam 
unter stetiger Variation dieser Bewegung nach ihren Elementen, 
so dass man ihn sich in einem (!anal denken kann, der für jedes 
kleinste Element seiner Ausdehnung einer bestimmten schrauben- 
förmigen Bewegung entspricht . die sich jedoch von Element zu 
Element, oder, genauer geredel, stet ig von Punkt zu Punkt in 
ihren besondern Bedingungen ändert. 

Die mechanische Rotationstheorie. welche die Kräfte als 
solche und in Beziehung zu den Massen und deren Trägheit zu 
behandeln hat, beginnt natürlich mit der allgemeinen Zusammen- 
setzung der Kräfte und hat zum nächsten Gegenstand die Be- 
stimmung der Wirkung des resultirenden Paars auf den Körper. 



Die translatorische Resultante im Schwerpunkt bezieht sich au 
die ganze Masse des Körpers und ist mithin, wenn mau die 
Geschwindigkeit erhalten will, durch jene Masse zu dividiren. Ein 
Kräftepaar, dessen Ebene stets durch den Schwerpunkt gelegt 
werden kann, wird von Poinsot zunächst nach den drei Hauptaxen 
in seinen Partialwirkungen betrachtet, und es ist eine Analogie 
dieser eigentümlichen Axen mit der Eigenschaft des Schwerpunkts, 
dass die Wirkung um jede derselben sich auf das ihr zugehörige 
Trägheitsmoment so zu sagen als auf die Masse bezieht und daher 
durch dieses Trägheitsmoment zu dividiren ist. Jede der drei 
Componenten des Kräftepaars, welches au dem Körper wirken 
soll, wird durch das entsprechende Trägheitsmoment zu dividiren 
und alsdann die resultirende Wirkung nach der Diagonale des 
Parallelepipeds zu ermitteln sein. 

In dienern Stadium der Frage führt nun Poinsot sein oben 
erwähntes, berühmtes Centralellipsoid oder centrales Trägheits- 
ellipsoid ein, indem er auf den Hauptaxen des Körpers Längen 
abträgt, die den Quadratwurzeln der Trägheitsmomente umgekehrt 
proportional sind. Wird nun die Ebene des Paars mit sich selbst 
parallel so verlegt, dass sie das Ellipsoid taugirt, so kann die 
Wirkung des Paars durch eine Drehung um den Berührungspunkt 
als Momentanpol veranschaulicht werden, wobei der Mittelpunkt 
des Ellipsoids in seiner Lage bleibt. Alle weitere Bestimmung 
der Bewegung führl sich dauD auf* eine Bewegung des Ellipsoids 
zurück, welches auf der festen tangireuden Ebene des Paars bei 
(ixirter Lage des eignen Mittelpunkts rollt und auf diese Weise 
alle Elemente und Modalitäten der Rotation sichtbar macht. Man 
kann den Körper daher ganz zur Seite lassen und das Ellipsoid 
als ihm äquivalent betrachten. Die Einzelheiten und besoudern 
Nachweisuugen des angeführten PöinsöfSßhen Arrangements gehören 
jedoch um so weniger in unsere geschichtliche Darstellung, als 
sie nicht mehr unmittelbar mit den Principienfragen verknüpft 
sind und als namentlich die Bestimmung des Orts, welchen der 
rötirende Körper nach einer bestimmten Zeit einnimmt, in der 
analytischen Form auf elliptische Transeendenten zurückführt 

Das Ein/ige, wodurch auch diese Einzelheiten eine allgemeine 
Bedeutung erhalten, ist der Charakter der Methode, und in dieser 



') Vgl hierüber diu aug-ef. erweiterte Ausg. der neuen Rotationstheorie 
von 1851, dritte Abth. besondere Art, 10. 



Beziehung ist durch unsere Anführungen wohl hinreichend gezeigt, 
dass Poinsot in der Thal des Anfang gemacht hat, neben dem 
vorherrschend analytischen Verfahren eine unmittelbar auf die 
Begriffe und Anschauungen gerichtete Vorstellung»- und Ableitungs- 
art mechanischer Verhältnisse zu vertreten. Sein Verdienst be- 
schränkt sicli also nicht hlos auf eine gewisse Aufklärung der 
Elemente und auf eine zugleich einfachere und erfolgreichere 
Behandlung der schwierigsten SpecMprohleme, sondern erstreckt 
sich auch auf die Schöpfung neuer methodischer Kigenthüinlich- 
keiten. Dem sehr natürlichen Bedurfn iss. ausser den hlos durch 
den Calc.ül ausgedrückten Merkmalen der Begriffe auch diese 
Begriffe an sich selbst in ihrer mechanischen Bedeutung kennen 
zu lernen, hat Poinsot in einem erheblichen Maasse entsprochen, 
und die ersten Schritte, die von ihm in dieser Richtung gethan 
sind, werden die vollste Würdigung erst dann erfahren, «raln neue 
erhebliche Sehritte in seinem oder in einem ähnlichen Sinne hinzu- 
gekommen sein werden. 



Zweites Oapitel. 

Ueber allgemeine mechanische Principien 
bei Gauss, Hamilton, Jacobi, Dirichlet und Andern. 

180. Hätten wir es. anstatt mit den allgemeinen Principien, 
mit den speeiellen Problemen zu thun, so würden wir in diesem 
Abschnitt Vielerlei zusammenzufassen haben, Was zunächst 
K. F. Gauss ') betrifft, so sei nur an seine Behandlung der Auf- 
gaben des Atlraetionscaleiils, insbesondere an seine Abhandlung 
über die Anziehung der Sphäroide -) und an diejenige über die im 
umgekehrten Verhältniss des Quadrats der Entfernung wirkenden 
Änxiehungs- und Abstossnngskräfte erinnert Die Einführung des 



') Geb. 1777, gest. IH.Vj. 

'-) Theoria attruetionis curporum sphaeruidicoruin elUnticoruni homogöneor 
rum ; Comment, der Soeiet&t zu Güttingen, Bd. II 08IS); Gauss Werke Bd. V 
(1807) S. s— 22. 

:1 ) „Allgemeine Lehrsätze in Beziehung' auf die im verkehrten Ver- 
hältnis* des Quadrats der Entfernung wirkenden Anzieh ungs- und Abstossungs- 
kräfte"; in Gauss u. Weber, Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen 
Vereins im Jahre 18:59, heinzig 1840; Gauss Werke Bd. V S. 1 U7 -242. 
ItUUriug, liesp.liiulite der ^rsolianU. '20 
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Potentials 1 ). d, b. jener für den Attraetionseale«] charakteristischen 
Function, welche die Summe oder das Integral der durch die Ent- 
fernungen dividirteu Massentheilchen ausdrückt, — die Einführung 
dieses Massengut entials. dejen Consequeuzen in der zuletzt er- 
wähnten Abhandlung gezogen werden, hat ihre Redeutuug zunächst 
für die zugehörige besondere Classe von Aufgaben. Ebenso ist 
die Anziehung der elliptischen Spliüroide ein Specialproblem, für 
welches eine ganze Vorgeschichte existirt. in welcher besonders 
Laplace 2 ) eine erfolgreiche Rolle gespielt hat : indessen haben diese 
für die Anwendungen so wichtigen Speßialtheorien sich nur auf 
der Grundlage der vorhandenen und zugestandenen allgemeinen 
Principien der Mechanik erhoben und keine Veranlassung zu einer 
neiteu Fassung iler Principien geben kennen. Ebenso ist die 
Theorie der auf Veranlassung der Capillarphänomene in einer ent- 
scheidenden Wendung zuerst durch Laplace *) untersuehten Gleich- 
gewichtsveibiiltnisse der Flüssigkeiten mit Rücksicht auf eine 
eigentümliche, von der Newtoiisclien Attraction unterschiedene, 
nur in den kleinsten Entfernungen als erheblich wirksam voraus- 
gesetzte Molecularauziehung ungeachtet ihrer neuen und erfolg- 
reichen Bearbeitung durch Gauss 4 ) noch nicht dem Kreise der- 
jenigen Doctrinen beizuzählen . durch welche sich ein neues 
allgemeines Princip des universellen Verhalt ens der Naturkräfte etwa 
in einer solchen Weise, wie die Newtonsohe Gravitation, fest- 
gestellt hätte. 

181. Mit der allgemeinen principiellen Grundlage der Mechanik 
hat sich Gauss ausdrücklich nur in einem einzigen, diesem Gegen- 
stande speciell gewidmeten Aufsatz 5 ) beschäftigt und in demselben, 
unter Hinblick auf das l'rineip der geringsten Wirkung und dessen 



') Die Benennung als Potential gehört der eben angeführten Abhand- 
lung an, während die fragliche Function schon bei Laplace (Mee. Celeste, 
Buch II Art. 11 1 ausgezeichnet ist und in der 2. Aufl. von Lagranges Mec. anal. 
(1. Abth. Swt. V Art. 9) als iSpeeialt'all der Zusammensetzung der Kräfte 
hervortritt. Der Name potential Function jedoch schon 1«28 bei Green; vgl. 
dessen Mathematical Papers, edited by N. M. Perrers, London 1871, S. 9. 

*) Mee. eheste, Buch III Cap. 1 und Buch II Art. 11—12. 

s ) Ibid. Buch X Supplement. 

*) Principia geueralia theoriae ligurae iiuidorum iu statu aequilihrii; 
Coniment. derSocietät zu Güttingen, Bd. YII (1830); Gauss Werke Bd. VS.:!1— 77. 

5 ) „Ueber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik": Grelle. 
Journal für Mathematik, Bd. IV (1829); Gauss Werke Bd. V S. 25—28. 



Vorgeschichte, ein verwandte Schema aufgestellt, vermöge dessen 
das Gesetz der statischen und der dyriätttisßheii Beziehungen eines 
BTräftesystems zu dem Arrangement, d. h. zu dem Inbegriff der 
Hmdernisse, duiv.1i die es inodifieirt wird, in ein durch einen ein- 
fachen Begriff formulirbares Verhält niss tritt. Dieser Begriff ist 
derjenige der geringsten Ablenkungswirkung, indem als Ablenkung 
die Einnahme von Oettern angesehen wird, welche von denjenigen 
Verschieden sind, in denen sieh die Punkte des Systems befinden 
würden, wenn sie nur unter dein Einflüss der frei wirkenden Kräfte, 
aiber nicht unter demjenigen der modificirenden Systembedrngnngen 
gestanden hätten. Die Aldeiikuugsaction wird durch die Quadrate 
der Äblenkungsdistanzen, d. Ii. der eventuellen oder hypothetischen 
und der wirklichen Oerter gemessen. Analytisch ist das fragliche 
Schema mithin ein Princip der kleinsten Quadratsummen, und 
Gauss seihst miterlässt auch keineswegs an die Analogie zu erinnern, 
nach welcher die Methede der Natur in der Ausgleichung der 
Hindernisse mit jener berühmten Methode der kleinsten Quadrat - 
summen übereinstimme, durch welche die Wahrscheinlichkeit der 
Beobachltmgsfehler einem Gesetz unterworfen werde. In der Thaf 
lag es für den Repräsentanten dieser letzteren Methode ') sehr 
nahe, seine Fassung des mechanischen Grundprincips in der Rich- 
tung dieser Analogie zu halten und das Verfahren der Natur in 
der Accommodation ihrer freien Kräfte an gegebene Hemmungen 
mit der Anbeqneniuiig des Mathematikers au die Vorbedingungen 
der Zusammenstimmung und gegenseitigen Abhängigkeit der Beöb- 
aehtungsgrüssen zu vergleichen. Das mechanische Princip in der 
Gatisssehen Formulirung besagt nun nichts Anderes, als dass die 
Summe der Quadrate jener Ablenkuugsdistanzen ein Miniiiiiini 
sein müsse. Der Begriff der Ablenkung ist auch tür den Fall 
lies Gleichgewichts gültig: denn in diesem Fall bleiben die Punkte 
thatsächlich an ihren Oerlern, und man mnss daher den Abstand 
dieser Oerter von denjenigen Positionen veranschlagen, welche die 
Punkte unter der freien Finwirkung der Kräfte uach Verlauf eines 
unbegrenzt kleinen Zeitlhcilchens einnehmen würden. Es ist also 
genau dieselbe Regel, durch welche das Verhalten der Kräfte im 
Bewegungszustand und in dem besondern Fall des Gleichgewichts 



l ) Dargestellt iu Gauss. Theuria niotus corporuiu coelestimn, 18U9; über 
die ursprüngliche Auffindung vgl. Sartorius von Waltershausen, Gauss zum 
Gedächtnis«, Leipzig 1856, S. IU und S. 4'2 fg, 
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ausgedrückt wird. Auch bemerkt Gauss ausdrücklich, dass die 
Statik nur als ein besonderer Fall der Dynamik anzusehen sei. 

Will man die fragliche Principienfassuug unabhängig von 
ihrem analytischen Ausdruck formuliren. so hat man im Sinne 
\ 1 1 ii (Janss nur zu sagen, dass die Ahlenkungsactiou so klein als 
möglich sei. wobei dann zugleich, wie auch Gauss seihst herver- 
hebt, die freie Artinn sn gross als möglich bleibt. Geht mau 
nun etwa im Allgemeinen davon aus, dass die Action der Masse 
und dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional sei. so er- 
sieht sich auch der von Gauss angenommene Ausdruck für die 
specielle Ahlenkungsactiou. indem für den gemeinsamen Augenhliek 
die Producte mit den Massen der Ableukungswege, die that sächlich 
ins Auge gefasst werden, nur von dem gemeinsamen Divisor der 
Zeit hef reit erseheinen. Das gekennzeichnete Princip, welches hei 
liauss dasjenige der virtuellen Geschwindigkeiten mehr als hlos 
ersetzen soll, lautet in dem angeführten Aufsatz: ..Die Bewegung 
eines Systems materielle]-, auf was immer für eine Art unter sich 
verknüpfter Punkte, deren Bewegungen zugleich au was immer 
für äussere Beschränkungen gebunden sind, geschieht in jedem 
Augenblick in möglich grösster Uehereinstimmnng mit der freien 
Bewegung, oder unter möglich kleinstem Zwange, indem man als 
Maass des Zwanges, den das ganze System in jedem Zeittheilchen 
erleidet, die Summe der Producte aus dem Quadrate der Ableu 
kuug jedes Punkts von seiner freien Bewegung in seine Masse 
betrachtet" M- 

182. Um das eben erwähnte Princip in seinem Zusammen- 
hang mit der Vorgeschichte zu verstehen, müssen wir uns der 
Auffassungen und Schicksale des Priueips der geringsten Wirkung 
erinnern und einige Züge derselben hier noch besonders hervor- 
heben. Carnot hatte richtig erkannt, dass sich ein Theil der Vor- 
stellungen, deren Metaphysik sich Maupertuis hatte angelegen sein 
lassen, darauf zurückführen Hesse, dass. die verlornen lebendigen 
Kräfte im Stoss, oder diejenigen, welche für den Fall des Mangels 
der Klasticität als verloren gelten würden, ein Minimum seien. 
An derselben Stelle (Nr. 130), wo wir über diese Carnotsche 
Wendung berichteten, wurde auch schon auf die mögliche Ver- 
allgemeinerung hingewiesen, derzufolge die Actionen der verlornen 
Kräfte minimal sein tuüssteu. l'eberträgt man dieses Princip auf 

') Im aufführten Aufsatz. Werke Bd. V S. *2ti 



die durch die Beschränkungen defc Systems eventuell im Zeit- 
theilohen aufzubebenden Aktionen, so begreif! sieh die < raitsssrlit- 
}■'<>] iiuiliruug als eine Entwicklung, die dem Prineip der geringsten 
W irkung verwandt ist. 

Sieht man das fragliche Prittcip in seiner Vollständigkeit 
nicht als einen ersten Ausgangs] Hinkt, also nicht eigentlich all- 
ein erstes Prineip, sondern, wie man muss, als einen Lehrsatz an, 
der eine allgemeine Eigenschaft des Verhaltens der Kräfte aus- 
drückt, so kann man von ihm auch sagen, es sei im engem Sinne 
des Worts deducirl nder bewiesen. Alsdann hat es nämlich da? 
Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten sowie das dWlemberlschc 
Prineip in ihrer gegenseitigen Combination zur Grundlage. Nimmt 
man nämlich liehen dem wirklichen Ort. den der Punkt nach Ver- 
lauf des Zeitelements eingenommen hat. irgend einen beliebigen 
an, welcher jedoch aus einer mit dem System verträglichen Ver- 
schiebung l'GSultireiJ muSS, so liefert dieser virtuelle Ort in Be^ 
Ziehung auf denjenigen, den die freie Wirkung der Kraft bestimmt 
hahen würde, eine Ablenkungdistanz , für welche die sonst im 
Prineip fragliche Qinulratsumiifft stets grösser auslallt, als unter 
Voraussetzung der wirkliehen Ahleiikung. Die wirkliche Lage ist 
also unter allen virtuellen Oertern diejenige, welcher das Minimum 
der in Beziehung auf die eventuellen ganz freien Oerter statt- 
habenden Ablenkungsgrössen entspricht. Hie Nachweisung, welche 
Gauss mit Hülfe des d'Alombeitscheti Princips und desjenigen der 
virtuellen Geschwindigkeiten giebt, hat den Vortheil. das Minimum 
unabhängig von den gewöhnlichen analytischen Kriterien und so 
zu sagen aus dem einfachen Begriff der Sache festzustellen. Die 
minimale Eigenschaft wird nämlich dadurch erwiesen, dass un- 
mittelbar gezeigt wird, wie die fragliche Summe der Ahlenkuugs- 
grössen in dem vorausgesetzten Fall sieh kleiner gestaltet, als wenn 
man die vorher gekennzeichneten andern Ablenkungen zu Grunde 
legt. Die drei Oerter des Punktes, die in Frage kommen, näm- 
lich der wirkliche Ort. der hypothetische freie Ort und der be- 
liebig gewählte virtuelle Ort bilden ein Dreieck, auf welches man 
die erweiterte Pythagoreische Relation anzuwenden und sich dann 
zu überzeugen hat. wie das nicht(|iiadratische Glied dieser Gleichung, 
unter Einführung der für alle Glieder gemeinsam zu machenden 
Masse fies Punktes, das virtuelle Moment der verlornen Kraft 
darstellt. Die Summe dieser virtuellen Momente für alle Punkte 
ist nun nach dem d'Alembertschen Prineip und nach demjenigen 



der virtuellen Geschwindigkeiten gleich Null. Bei der Summation 
aller solcher Gleichungen, die sich für die sämmtlichen Punkte 
aus der erweiterten Pythagoreischen Relation ergeben, verschwinden 
daher jene nicht quadratischen Glieder, welche den virtuellen 
Momenten der verlornen Kräfte entsprechen, und es bleiben nur 
die einfachen Quadratsummen von je einer der Dreiecksseiten 
übrig, welche letztere mit den zugehörigen Massen multiplicirt 
sind. Die eine Seite des Dreiecks repräsentirt die wirkliche Ab- 
lenkung, eine andere die virtuelle Ablenkung, d. Ii. die Entfernung 
des virtuellen Ortes von dem freien Ort. Nun isl die Quadrat* 
summe in Beziehung auf die letztere derjenigen in Beziehimg auf 
die erstere nie gleich, sondern nach der gefundenen Gleichung 
immer um die Quadratsumme in Beziehung auf die dritte Seite 
grösser. Das Minimum ist also nachgewiesen und zwar ohne jede 
Rücksicht auf den Begriff der Action oder einen fremdartigen Ge- 
sichtspunkt: vielmehr liegt in der Gausssehen Deduction nur die 
Coiiibiuation eines geometrischen Satzes mit dem Princip d'Alem- 
berts und mit demjenigen der virtuellen Geschwindigkeiten zu 
Grunde. Hierin lieg! selbstverständlich auch die Zusammensetzung 
der Kräfte, ja im besonderu Fall die sichtbare Anwendung der 
Zerlegung und de? Parallelogramms der Kräfte. 

183. In Anknüpfung an die von Lagrange normirte Fassung 
des Princips der geringsten Wirkung und durch Bearbeitung der 
Gleichung der lebendigen Kräfte isl der Irische Astronom und 
grosse Analytiker William Kowan Hamilton (1805 — 65) dazu 
gelangt, eine neue analytische Form der allgemeinen mechanischen 
Beziehungen aufzustellen, die man gegenwärtig kurzweg als das 
Hamiltoiische Princip bezeichnet. Diese neue Form ist in der 
Tbat eine erhebliche Annäherung an die Lösung des Problems, zu 
Lagrauges universeller Gleichung der Dynamik eine Stammgleichuug 
oder wenigstens allgemeine Typen oder Charaktere zu einer solchen, 
d. h. letzte Integrationsgestalten aufzufinden. Die grosse All- 
gemeinheit, vermöge deren sich aus einer solchen abschliessenden 
liitegralform die sämmflichen typischen Hauptsätze der Mechanik 
durch Herstellung der betreffenden Differentialgleichungen erster 
und zweiter Ordnung gewinnen lassen müssten, würde sogar dazu 
nöthigen, ein derartiges Princip, wenn es in befriedigender Fassung 
vorhanden wäre, als die. Wurzel aller übrigen zu betrachten. 

Schon als junger Maun hat Hamilton in seinen Arbeiten über 



dir Strahlensysteme *) seine späteren mechanischen Wendungen s ) 
analytisch vorbereite! . Die mechanischen Aufstelhingen beziehen 
sich zwar unmittelbar nur auf Systeme freier Punkt?; aber Hamilton 
setzt auch mit Recht voraus, <lass sich alle wirklichen Verhältnisse 
mul Actiom-'ii drr Natur schliesslich atlf die Behandlung solcher 
PnnkiSesysteme zurückführen lassen müssten. Auch schon von 
Lagrange war es ja immer betont worden, dass die freie gegen- 
seitige Einwirkung nach Maassgabe von Distanzfiuictionen der Fall 
der Natur sei, und da sich auch übrigens die unfreien Systeme 
nach Einführung der Roactivkräftc unter den allgemeinen Typus 
der freien Kräftecombinationen bringen lassen, sn thut die 
Hamillonsche Voraussetzung dem allgemeinen Charakter der Er- 
gebnisse keinen Eintrag. 

Hamilton selbst bezeichnet sein Prinfeip als dasjenige der 
veränderlichen Aotion (law of varying aetion) und sieht im Prittcip 
der geringsten Wirkung nur ein Gresetz der „stationären Aetion". 
Um die Verfahrungsart des Irisehen Mathematikers zu begreifen, 
muss man beachten, in welcher Form das Prineip der geringsten 
Wü'kuiig seit und nach der Zeit Lagranges äüfgefässt wurde. Es 
war unter den Händen des Verfasseis der Analytischen Mechanik 
auf einen rein analytischen Ausdruck reducirt, um dessen mecha- 
nischen Sinn man sich nicht sonderlich kümmerte. So hatte sich 
z. B. Laplace ;s ) in dieser Beziehung Lagrange angeschlossen, jeden 
Xwckgesiehtspunkt verworfen und nur noch aus Inconsequeuz 
gelegentlich - 1 ) eine metaphysisch geartete Vorstellung blicken 
lassen. Auch Poisson ") hatte das Princip in demselben Sinne 

') Theory of Systems nf rays, in den Transactions of the Royal Irish 
Acadeiny, Bd. 15 (1*28). 

ä ) Ou a gencral inethod in dynanücs; by which the .study of the 
motidns of all free Systems of attraeting 01 repell ing points is redueed to the 
scarch and differentiation ofone central relation or characteristie Function : in den 
Philosophical Transactions von 1834 S. 217— oOS, Fortsetzung 1835 ibid. 
S. 95 -144. — Vgl. über Hamilton und über die neueren Entwicklungen auch 
Gayley, Report on the reeent progress of theoretical dynainics. in dein Report 
of the British association of the advanceinent of Science, für 1857, S.l J-. 

8 ) Mec. Celeste, Buch 1 Cap. 5 Nr. 2:'>. 

*) Systeme du monde, Buch III Cap. ~>. Werke Bd. VI S. 205. wo er 
sagt: „Das Integral der lebendigen Kraft eines Systems, die mit dem Zeit- 
eleinent multiplieirt wird, ist ein Minimum: so dass also die wahrhafte 
1 tekonomie der Natur diejenigo der lebendigen Kraft ist." 

■'') Tratte de mecaniiiue, 2. Aull. 183:'> (auch deutsch von Stern) Bd. II 
Nr. 573. 



reproducirt. Von den z^ei analytischen Ausdrucksfomien war 
diejenige, welche nichj die Geschwindigkeit mit dein Kaumelement. 
sondern das Gesßhiviudiglceitsquadrai niil dem Zeitekuient multi • 
piieirt enthielt, um geeignetsten, die HamÜtonsohe Integralform 
der Gleichung der lebendigen Kräfte an die Hand zu geben. 
Indem er die Gleichung der lebendigen Kraft in der ihr von 
Lagrange gegebenen Gestalt ') vaiiirtc, mit dem Zeitelemeut 
miütiplicirte und dann integriilc, ergab sich jene Bezieh uiigsforru 
von höherer Stute, welche er als Gleichung der charakteristischen 
Function bezeichnete. Hiemil war die augenblickliche lebendige 
Kraft in ihrer Häufung zwischen zwei veränderlichen Position.v 
gtenzen zum Gegenstand einer dynamisch möglichen Variation 
gemacht. Hamilton bemerkt ausdrücklich, dass die Variation, die 
dem Princip der geringsten Wirkung au Grande liegt, eine dynamisch 
anmögliche sei, während es sieh bei seinem Princip um actuelle 
Bewegung handle. 

Uni die Bedeutung der charakteristischen Function zu würdigen, 
beachte man zunächst, dass Lagrauges allgemeine Gleichung der 
lebendigen Kraft eine Function enthält, w eiche zusammen mit der 
Coustanteu gleich der halben Summe der lebendigen Kräfte gesetzt., 
und deren Natur durch die Annahme bestimm! wird, dass si 
diflerenzirt die bekannte Summe der Kräftemomente der Universal- 
gleichung ergebe. Diese letztere in unbestimmter Weise als möglich 
vorausgesetzte Futietion wird von Hamilton als Kräftefunctioo 
(l'orce- Function) bezeichnet und VQü ihrer Gleichung durch die 
vorher angegebene Variation und Integration der Uebergang zu 
der höheren Stufe der charakteristischen Function bewerkstelligt. 
Jene Kräftefuiiction ergab, sobald man die Gleichung nach den 
drei Coordinaten zerlegte, eine sehr einlache Form der Differential- 
gleichungen der Bewegung, indem man jedesmal nur die nach 
einer Coordinate differenzirte Kräftefuuction, d. h. den partielles 
Diflereutialquotienten der?elben dem Produet aus Masse und 
Differential quotie.ut der Coordinate gleichzusetzen hatte. Sie war 
daher nichts Anderes als die allgemeine Potentialfunctiou. Wenn 
sich nun schon das gewöhnliche speeielle Potential dadurch aus- 
zeichnet, dass es zu dem. was die Mechanik beschleunigende Kraft 
nennt, eine höhere Wirkungsursachc liefert, die sich nicht blos auf 



') Mec. anal. Bd. t (18111 ± Abtli. Sect. III Art. M imd Sect. IV 
Art. II. 



den Augenblick bezieht, so ist klai, dass ein Aufsteigen zu einem 
noch über der Kräftefiinution belegenen Standpunkt vou grosser 
Wichtigkeit sein müsse. Dieser Standpunkt wird nun durch die 
charakteristische Function Hamiltons vertreten. Sie ist eine Function 
vou zwei Positionen des Systems und von der Zeit, welche im 
Uebergange von der innen zur andern, d. h. von einer bestimmt, 
gegebenen zu einer beliebigen Position verfliegst Die Beziehung 
auf die Gonsfcanlen ist ein kennzeichnender Umstand; denn nur 
dadurch, dass man sich die Veränderung der lebendigen Kraft 
in Beziehung auf eine gegebene Gönstaute derselben als von einer 
allgemeinen, das (.leset z jener Veränderung vorschreibenden Function 
abhängig denkt, geht man über die Kiäftefunction hinaus, die 
zusammen mit den Constanten den Lauf der Veränderungen der 
lebendigen Kraft repräsciitirl. Das Integral der augenblicklichen 
lebendigen Kraft, naher erläutert durch die Bearbeitung der audern 
Seite der Gleichung der lebendigen Kräfte, ist der Hauptbegriff, 
um den sich die charakteristischen Gedanken Hamiltons am natür- 
lichsten gruppiren. 

Die Gleichung des Princips der geringsten Wirkung wurde 
von Lagrange als unfruchtbar angesehen und Hamilton trat dieser 
Ansicht bei;, indem er zugleich für sein Princip geltend machte, 
ilass es die Schluss- und Zwisehenintegrale liefere, während jenes 
nur dazu gedient habe, die ohnedies bekannten Gleichungen zweiter 
Ordnung zu reproduciren. In der Tlmt ist die letztere Ableitung 
immer nur ein logischer Dirke] gewesen: denn man hat nur wieder- 
gefunden, was man zur allgemeinen analytischen Aufstellung des 
Princips der geringsten Wirkung bereits hatte voraussetzen müssen, 
obwohl sich nun Hamilton in seinen Darstellungen durch eine auf 
die Wirklichkeit der mechanischen Vorgänge bezügliche Klarheit 
auszeichnet, wie sie unter den neben ihm in Frage kommenden 
analytischen Förderern mechanischer Probleme nicht vorkommt, so 
kann dennoch seine neue Formgebung der mechanischen Relationen 
nicht als ein Satz gelten, der mit den typischen allgemeinen 
Eigenschaften , die mau bisher unter dem Namen von Principien 
aufgefühit hat, auf eine Linie zu setzen wäre. Noch mehr als 
blos das Letztere, nämlich eine wirkliche Fohei-ordming. würde 
jedoch möglich seiu, sobald die reale Seite der Hamil Umsehen 
Vorstell ungsar fcen zu eingehenderen Auftässungsformen entwickelt 
wäre. Der einzige reale Begriff, den Hamilton etwas bestimmter 
gestaltet hat, ist die aufgehäufte lebendige Kraft oder diejenige 



Action, welche mit Rücksicht auf eiue veränderte actuelle Bewegung 
zum Gegenstand der Variation gemacht wird. 

184. Was G. G. J. Jacobi 1 ) zur Bearbeitung und Förderung 
der analytischen Hülfsmittel der Mechanik geleistet hat, besteht 
vornehmlich in Specialarbciten, die sich mit einer neuen Priucipien- 
gestaltung nur in seeundärer Weise berührt haben. Unter deu 
gelungenen Special beitragen ist die Ableitung der allgemeinen 
Gleichgewicht sgesiall einer rotirendei) flüssigen Masse, deren 
Theilcheii gegeneinander gravitiren, wohl am bekanntesten. Für 
diesen Fall zog Jacobi eine von Dagrange zur Seite gelassene 
Consequeuz und kam zu dem Ergebniss, dass der Aequator der 
fraglichen gleichförmig rotirenden Masse eine beliebige Ellipse 
sein könne '). 

Jacobi selbst stellte eine mechanische Anwendung seiner an 
sieh rein analytischen Theorie eines neuen Multiplicators als neues 
dynamisches Princip :i ) liin und hatte dasselbe bereits drei Jahre 
vor der fraglichen umfassenden Darlegung von 1845 der Pete 
burger Akademie mitgetheilt. Dieses Princip des letzten Multipl 
-•ators dient zur Ermittlung einer letzten Integrationsgestalt der 
dynamiseheu Gfleiehnngeu und soll in dieser Beziehung erheblich 
mehr leisten, als die andern bekannten Hauptsätze mit den ihnen 
entsprechenden Gleichungen. In der angeführten grossen Ab- 
handlung über den neuen Multiplicator wird das Princip auf einzelne 
Fälle angewendet, namentlich auf die Bewegung eines von einem 
festen Gentium und auf diejenige eines nach dem Ncwtouschen 
Gesetz von zwei festen Gentren angezogenen Punktes, dann auf die 
Rotation eines Körpers um einen Punkt in Folge eines Stosses 
iL s. w. '). Der einfachste Fall für die Anwendung dieses Princips 
ist die Bewegung eines Punktes in derselben Ebene, wenn er von 
einem festen Centrom angezogen wird. Hier werden die beiden 
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') <u'b. 180t gest. 18S1. Vgl. über ihn auch Dirichlet in den Abh. 
der Berliner Akademie von 1852. 

*) Jacobi „Deber die Figur des Gleichgewichts" in Poggondorfs Annalen, 
Bd; BS (IBM). 

Theoria ttovi muitipöcatoiis etc. besonders cap, III namentlich § 22 
unter der Ueberschrift: Xovuin pviiusipium generale inechanieuin: in den 
Opuscula mathematica, 8 Bde. Berlin ( l<s tu -71 IM. I 8. 1<>2 fg.; zuerst stück- 
weise in f'relles Journal erschienen. 

') ibid. § 25 sq. Vgl. auch eine 184!» an die Französische Akademie 
gerichtete Abhandlung: Sur la rotatiou d'un eorps, in den Opuscula Bd. U 
(VW.) S. 139—196. 
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zunächst erforderlichen Integrale clurcli das Prineip der Erhaltung 
der lebendigen Kraft und durch dasjenige der Flächen geliefert. 
Indem Jacob! zu diesen beiden Daten diejenige Beziehung lugt, 
welche durch die rein analytische Manipulation nach dem Princip 
des letzten Multiplieators gewonnen wird, bestimmt er die Bewegung 
vollständig und zwar, wie sich von vornherein absehen lässt, durch 
blosse Quadraturen x ). 

Was wir über die Jacobisoken Vorlesungen über Dynamik 2 > 
vom Winter 1842—4;} durch die Veröffentlichung einer fremden 
Auflassung und Redaetion derselben wissen, gestatte! zwar nur 
Selten sichere Schlüsse auf Einzelheiten, setzt uns aber in den 
Stand, im Allgemeinen den Beziehungen der Jacobischen Unter- 
suchungen zu Hamiltons vorangegangenen Leistungen näherzutreten 
und ausserdem einen Einblick in die Vorstellungen zu erlangen, 
welche sich der Deutsche Mathematiker über das Princip der 
geringsten Wirkung und dessen analytische Fassung gebildet hatte. 
Der Umstand, dass er überhaupt die sogenannte isoperimetrische 
Form in der Auflassung der mechanischen Probleme und Beziehungen 
als diejenige von der grössten Allgemeinheit und Tragweite in den 
Vordergrund treten Hess, stimmte mit der von Hamilton vollzogenen 
Wiederankniipfung an das Princip der geringsten Wirkung überein. 
Die besondere Kritik, welche Jacobi diesem letzteren Princip in 
den Vorlesungen ;i ) gewidmet hat. zeigt überdies, dass er sich von 
der seit Lagrange herrschenden analytischen Fassung desselben 
nicht befriedigt fand. Eine stillschweigende Voraussetzung, durch 
welche die Gleichung der geringsten Wirkung erst einen gehörigen 
Sinn erhalte, sei die Elimination der Zeit und zwar vermittelst 
der Gleichung der lebendigen Kräfte, wodurch Alles auf Raum- 
elemente redueirt werde. Hiedurch erhält der analytische Ausdruck 
des Princips eine Gestalt, welcher kein einfacher mechanischer 
Begriff zu entsprechen vermag. Er wird unter dem Integralzeichen, 
wo sonst die mit dem Raumelement multiplicirte Geschwindigkeit 
stand, zu einem Product aus zwei Wurzeln, deren eine sich auf 
diejenige Seite der Gleichung der lebendigen Kräfte bezieht, welche 
die Kräftefunction mit der Constanten enthält, während unter dem 
andern Wurzelzeichen eine Summe der Prodncfce aus Masse und 



•) Vgl den eben augef. § 25 S. 1 7«J. 

*) Heraus^, vos A. Clebsch, Berlin 180<.! (Horchavdtsches Heft 
a ) Ibid. vornehmlich 8. 44 u. 52. 



Quadrat des Kaume>ments figurirl. Ausserdem weist Jacobi noch 
besonders nach., dass die testen Gren?ipositionen, zwischen denen 
das Integral genommen wird, hinlänglich nahe sein müssen, damit 
nicht das Princip «eine Gültigkeit verliere: so könnten /,. B. die 
kürzesten Linien, welche ein auf der Kugel einem Impuls folgender 
Körper beschreibt) den Spielraum von 180° nicht überschreiten 1 ). 
Uebrigens ist natürlich auch hei Jacobi die Voraussetzung maass- 
gebend, es gelte das Princip des ..geringsten Kraftaufwandes 11 , wie 
ei es genannt wissen will, nur innerhalb der Vorbedingungen, unter 
denen auch die Gleichung der lebendigen Kräfte mit dem ihr ent- 
sprechenden Princip /utrilft. dämlich nur dann, wenn die für die 
Anordnung des Systems gültigen Bedingungsgleichungen die Zeit 
nicht explicite enthalten. 

Die Thatsache. dass Jacobi in seinen Vorlesungen die Dynamik 
eines Systems von Punkten als Hauptgegenstand ins Auge gefasst 
und sieh wesentlich nur mit der Bearbeitung der analytischen 
Hülfemitte] zur Entegration der dynamischen Gleichungen beschäftigt 
hat, erinnert au den Kreis von Problemen, in welchem Hamilton 
Hedeutendes geleistet und die Richtung vorgezeichuet hatte. Auch 
ist der Gang der Vorlesungen der. dass nach Aufstellung der 
fundamentalen Gleichungsformen und nach Vorführung der priu- 
' ipiellen Hauptsätze röflü Schwerpunkt, von den lebendigen Kräften, 
von den Flächen und von der geringsten Wirkung, zu den Ver- 
fahrungsarten Hamiltons übergegangen und dann das Princip des 
letzten Multiplieators entwickelt und zur Anwendung gebracht 
wird. In einer nachgelassenen, als Anhang zu den Vorlesungen 
veröffentlichten Abhandlung 2 ) erkennt -Jacobi die Gesichtspunkte 
Hamiltons als die ersten epochemachenden Bereicherungen an, welche 
die allgemeinen Formen de» analytischen Behandlung der Mechanik 
nach Lagrange erfahren hätten. Das eigentümliche Streben Jacobis 
reihst richtete sich aber auf die wirkliche Ausführbarmachuug der 
erforderlichen Integrationen, und aus der vorzugsweise an dieses 
Interesse gebundenen Verfahrungsari mag es sich auch wohl er- 
klären, dass die fundamentalen Prinoipien für ihn weniger Heiz 
hatten. Keiiii/.eiHiiiend für seine Unbekümmertheit in dieser 
Richtung isi eine Aeusserung in einem populären Vortrag B ), in 



') Ibid. Ö. 40— 41). -i Ibid. S. 808. 

;1 ) Uebor Desciirtos Leben, Berlin 181<j, S. 8. 
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welcher er Descartes für den Erfinder des Prhuaps der virtuellen 
Geschwindigkeiten erklärte. 

185. (5. P. Lejeuhe Dirichlei (1805—59), der sich gegen 
Ende seines Lebens den allgemeinere]] mechanischen Problemen 
von priucipiellem Charakter entschiedener zuwendete und sieh 
aussei- mit einem Beweis der Stabilität des Weltsystems aueh mit 
einer neuen Methode zur universellen Losung der mechanischen 
Aufgaben beschäftig! haben soll, hat nur eine unvollendete Ab- 
handlung 1 ) hinterlassen, wele.be die Bewegungen eines flüssigen 
Ellipsoids betrifft. Sie ist das Beispiel einer strengen Integration 
der hydrodynamischen Gleichungen für den Fall, dass die Flüssig- 
keit, deren Theib' gegeneinander gravitiren. ursprünglich die Form 
eines Ellipsoids hat. Die Flüssigkeit bleibt bei der Bewegung 
ein Ellipsoid mit demselben Mittelpunkt: aber Lage und Grösse 
der Hauptaxen ändern sieb. Im speeielleo Fall eines Umdrehnngs- 
ellipsoids oscillirt die Flüssigkeit zwischen den zwei Gestalten 
eines verlängerten und eines abgeplatteten Ellipsoids. Müssen wir 
nun auch hier von der besondern Aufgabe absehen, welche au die 
ersten, namentlich Clairautscheu Schritte zur Behandlung des 
Problems der Frdgestalt erinnert, und Welche für die Formationen 
der kosmischen Körper ganz im Allgemeinen grosse Bedeutung 
hat, - - so haben wir doch auf die in der Einleitung des frag- 
lichen Aufsatzes gemachte Bemerkung Dirichlets hinzuweisen, dass 
Lagrange seine allgemeinere Form der hydrodynamischei] (Beichlingen^ 
welche auf der Verfolgung der Bewegung jedes für sich ins Auge 
gcl'assten Elements beruht, für die Anwendungen nicht hätte wieder 
mit der Eulerschen Form vertauschen sollen. 

Filter den früheren Arbeiten Dirichlets haben be&Oliders zwei 
Aufsätze ein principielles Interesse. Der eine „Ueber die Stabilität 
des Gleichgewichts 1 ' 3 ) giebt einen Beweis derselben aus dem un- 
mittelbaren Begriff des Maximums und schlägt also einen Weg ein, 
auf welchem die gewöhnlichen analytischen Kriterien des Maximums, 
die man vermittelst der allgemeinen Reihenform der Function 
gewinnt und die für weniger einfache Fälle praktisch unaus- 
führbaren Fmständlichkeiten nicht in Frage kommen. Der andere 



' i lieber ein Problem 4er Hydrodynamik, Aldi. der KönigJ. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Güttingen. Bd. 8 ' 1 S5S .*,!».. Audi abgedruckt iu 
Crelles Journal, Bd. 58 (1861). 

; j Iii Grelles Journal für Mathematik. Bd. :12 \,IS4Q). 
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Aufsatz J ) behandelt «Up Bewegung piner festen Kugel i« einer 
unendlichen, anzusanimendrüekbareii Flüssigkeit und nimmt, ab- 
gesehen von der geleisteten Integration der hydrodynamischen 
Gleichungen dieses Falles, die Aufmerksamkeit noch besonders 
durch ein äusserst überraschendes Ergebnies, namentlich aber durch 
die l'nvereinbarkeit in Anspruch, welche zwischen den herkömm- 
lichen Vorstellungen vom Widerstände eine? Mediums und dem 
mathematischen Resultat bestehl. 

Die besondern Voraussetzungen, unter denen Dhichlet da: 
Problem behandelte, waren die. dass die FlüssigkeitstheHcheu vo 
einer beschleunigenden Kraft tob konstanter Richtung afficirt 
würden, und er ging zunächst von der Idee aus, dass die Kugel 
unbeweglich fest, die Flüssigkeit alter um dieselbe in fortschreitender 
Bewegung begriffen sei. Alsdann zeigte er, dass man die Kuge 
frei, d. h. das ganze System der Flüssigkeit und der Kugel al 
ein freies denken könne, ohne dass die Ruhe der Kugel in de 
bewegten Flüssigkeit für die vorausgesetzte Art der Bewegung 
aufgehoben werde. Der üebergäng, in welchem der Kugel anstatt 
der Flüssigkeit die Bewegung zugetheilt wird, ist leicht begreiflich. 
Um jedoch über die eigentümliche Seite des Resultats, dass de 
verändernde Widerstand schliesslich gar nicht von der beharrende 
Geschwindigkeit, also nur von der lieschleunigung abhängig und 
ohne die letztere gar nicht vorhanden sei, nicht den mindesten 
Zweifel zu lassen, mögen hier die eignen Formulirungen DirichletS 
selbst sprechen. Er sagt am Schluss des fraglichen Aufsatzes: 
„Dieser AMderstand entspricht nicht der Vorstellung, welche mau 
sieh von der "Wirkung eines flüssigen Mediums auf einen in ihm 
bewegten festen Körper zu machen pflegt und nach welcher ein 
Widerstand auch dann schon vorhanden und zu überwinden ist, 
wenn die in einem Zeitmoment stattfindende Bewegung für den 
nächsten Zeittheil nicht alterirt werden soll, wogegen nach Obigem 
in iraserm Fall die Bewegung des festen Körpers augenblicklich 
in eine gradlinige und gleichförmige übergeht, sobald die be- 

') Monatsberü-liL der Berliner Akademie für 1852. — Zur Gestaltung 
der Gleichungsformoii für weniger einfache Fälle, bei deren Erörterung das 
Principielle nicht weiter in Frage gekommen ist, vgl. Kirchhof!' „lieber die 
Bewegung eines Uotatiousküruers in einer Flüssigkeit", in Crelles Journal für 
Mathematik. Bd. 71 (1870) S. 287 fg. und (ilebseb „Ueber die Bewegung 
eines Körpers in einer Flüssigkeit" in den Anualeu der Mathematik, Bd. % 
(1871) S. 238 fg. 
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sehlennigende Kraft zu wirken aufhört. Der Widerstand hängt 
hier gar nicht von der vorhandenen Bewegung, sondern lediglieh 
von der im nächsten Zeittheile hervorzubrigenden Aendernng der 
Bewegung ah. . . . u Was Diriehlet noch sonst an besondere zur 
Mechanik gehörigen Untersuchungen ins Ange get'asst li.it . und 
was sich vornehmlich an die Gaussschen Arbeiten üher die im 
umgekehrten Verhältnis* des Quadrats der Entfernungen wirkenden 
Kräfte anschloss, ist für unsere Principiengeschiehte ohne spezifisches 
Interesse. 

186. Es ist historisch für die Beschaffenheit der mechanischen 
Prineipien nicht unerheblich, dass sich die Versuche, die aller- 
ersten Grundlagen strenger zu gestalten oder vielmehr für die 
ersten Hauptsätze befriedigende Beweise m liefern, in der neusten 
Zeit und zwar auch bei grossen Analytikern wiederholen. So hat 
sich z. B. Canchy ') um eine neue Ableitung des Parallelogramms 
der Kräfte bemüht und so die bis dahin unternommenen mannich- 
faltigen Wendungen dieser Art am eine neue Variante vermehrt. 
Wir haben in nnserm Geschichtsbericht derartige besondere Be- 
strebungen, auch wenn sie grössern Mathematikern augehörten, 
nicht besonders zu berücksichtigen gehabt , weil im Wesentlichen 
schon von vornherein Angesichts der Wendlingen Varignons und 
Newtons abzusehen war, dass sich auf dem gewöhnlichen Wege 
keine stichhaltige Ableitung werde gelten lassen. Auch Lagrange 
war von dem notwendigen Fehlschlagen derartiger Versuche über- 
zeugt gewesen, und das neuere kritische Ergebniss wird, wie es 
auch gewonnen werde, immer zu der Anerkennung der Thatsache 
gelangen müssen, dass die Beduetion einer Kraft auf eine andere 
Wirkungsrichtung das Einfachere ist, aber dafür auch die Bolle 
eines unhewussten Axioms und zwar seit Galilei bis auf die Gegen- 
wart gespielt hat. Bei eiuem Entwicklungsstände der Mechanik, 
der es, wie das Beispiel Dirichlets gezeigt hat, wirklieh noch ge- 
stattet, die von Newton her überlieferten Gmndvorstellungeu t&Bffl 
(Jen Widerstand der Medien mit Erfolg in Frage zu stellen, darf es 
nicht überraschen, dass auch die fundamentalsten Wahrheiten, die 
an der Spitze der Statik und Dynamik stehen, noch für eine 
gewisse formale Erledigung Baum lassen. Hiefür zeugt ausser 



') P^xercices de iiiatheinathjues, Bd. I Paris 182ü, „Sur la resultaute etc." 
29 t'g. Vgl. auch Möbius in Trolles Journal. Bd. A'A [1851^ besonders 
die Nachschrift des Aufsatzes, S. 184. 
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der Beschäftigung mit dem Parallelogramm der Kräfte noch ein 
anderer Versuch Canchys *), welcher sich auf das hydrostatische 
Princip der Gleichheit des Drucks in allen Richtungen bezieht. 

Diese zwei Beispiele mögen für eine Mannich faltigkeit von 
andern Bestrebungen genügen , die sich theils in berühmteren 
Gesammtdarstelluugen der Mechanik, wie in derjenigen Poissons. 
theils in besondem Artikeln öder speciellerenSchrifteu antreffen lassen. 

Das im letzten Capitel noch endgültig zu besprechende Ver« 
bältniss lies Antheils der Mathematik an den Formnlirungen der 
allgemeinsten Priucipien der Mechanik entscheidet indirect auch 
Über die Tragweite der rein analytischen Hestandtheile der frag- 
lichen oder ähnlichen Beweisversuche. Da indessen in dem jetzt 
behandelten Capitel diejenigen Leistungen zur Sprache gekommen 
sind, welche denen angehörten, die in erster Linie Mathe- 
matiker und zum Theil auch vorzugsweise Analytiker waren, so 
erscheint es als angemessen, auch die Berührungen der Mechanik 
mit den verschiedenen rein mathematischen Methoden der neusten 
Zeit nicht mit Stillschweigen zu übergehen. Die unlösbaren Be- 
ziehungen der Mechanik zur Analysis und Functionentheorie sint 
schon bei der Behandlung Lägranges in der ausgeprägtesten Weiss 
sichtbar geworden, und was die eben behandelten Mathematiker 
betrifft, so bedarf es nur eine]' Erinnerung an die durchgegangenen 
Punkte, namentlich aber an Hamiltons Vorstelluugsarten, um den 
Typus, der in diesem Gebiet unumgänglich ist. charakteristisch 
vor Augen zu haben. Dagegen könnte man fragen, ob nicht die 
moderne synthetische Geometrie, also das Bereich der Methoden 
Poncelets und Steiners, in weiterer Ausbildung eine Rückwirkung 
auf die Fassungsart der mechanischen Wahrheiten üben und dazu 
führen möchte, die Vorstelluugsarten in irgend einer Richtung 
eigenthümlieh zu entwickeln. Zunächst versieht es sich von selbst, 
dass da, wo die geometrischen Gebilde zu ihrem Theil die Ge- 
staltung der mechanischen Wirkung bestimmen, jede Behandlungsart 
der Gesetze dieser Gebilde auch für das Bedürfnis« der Mechanik 
zum Ziele führen müsse. Die im engern Sinne synthetische 
Geometrie imiss also je nach ihrer Tragweite in den einzelnen 
Riehtungen des erforderlichen mathematischen Wissens auch für 
die mechanischen Aufgaben ihre Ergebnisse liefern. Ein Beispiel 
hiezu ist Steiners Behandlung der Anziehung einer ellipsoidischen 

'I Exerdces de inatheraatiqups, Bd. II (.1827). ,.De la pression dans 
les fluides," S, 2:i (g. 



Schicht auf einen äusseren Punkt 1 ). Völlig* verschieden gestaltet 
sich jedoch die Einwirkuugsart der eigentümlich synthetischen 
Auschatuingsweisen insofern, als sich hier und da schon An- 
deutungen finden, Principien wie dasjenige der Dualität in analoger 
Weise auf dem mechanischen Gebiet mit Gteganstteken zu versehen. 
Besonders scheinen liiezn die späteren Annäherungen der ver- 
schiedenen Gattungen der mathematischen Exposition beigetragen 
zu nahem. So weist z. B. Plücker 2 ) darauf hin. „das Princip 
der Reciprocität finde auf Kräfte und Rotationen dieselbe An- 
wendung als auf Punkte and Ebenen." Um unter vielen eine 
andere frühere Bemerkung zu erwähnen, so findet sich die Notiz 
von Ideen, welche in einer noch etwas unbestimmten Weise 
auf das Verhältnis« von Rotation und Translation im Sinne einer 
allerdings noch unklar gedachten mechanischen Dualität gerichtet 
sind, in Chasles ausführlichen] historischen Bericht über die 
damaligen neueren Methoden der synthetischen Geometrie 3 ). Da 
indessen die Stilgattungen der mathematischen Darstellung in der 
neusten Zeit mehr und mehr eine Combination der verschiedeneu 
Methoden des Denkens und Darstellens zeigen, so ist mit Sicher- 
heit anzunehmen, dass irgend eine Auseinandersetzung in diese! 
Richtung auch für die Anwendung auf die Mechanik nicht allzu 
lange auf sich warten lassen werde, und es hat die blosse Ge- 
schichtsdarstellung oder zugehörige Kritik darauf zu verzichten, über 
die Andeutungen hinauszugehen und der werdenden Geschichte 
selbst vorgreifen zu wollen. 

Drittes Gapitel. 

Vorstellungen im Anschluss 
an das mechanische Aequivalent der Wärme. 

187. Setzt man voraus, dass die Ursfache der Wärme- 
erscheinungen als eine mechanische Kraft betrachtet wird, die sich 
an irgend einem uns nicht näher bekannten Medium statisch und 

») Crelles Journal, bd. 12 (18:51) „Demonstration geometrique d'ttn 
theoreme relatif ä l'attvactinn d'nne couche ellipsolclique Stil Ol) ppint exterieur," 
S. 141 fg. 

2 ) Plücker. Neue Geometrie des Raumes, herausg; von Olobsch, Leipzig 
1808-69, S. 24. 

*) Apercu Iristorique sur l'origine et. le developuement des methodes 
en Geometrie, Brüssel IS:17, deutsch Halle 1839, Seite 453. 

Dülirintf, GeaoliioUto der Jleohaiük. 30 
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dynamisch bethätigt. so ist mit dieser Annahme für die Tragweite 
der mechanischen Principien ein neuen, sehr weites Gebiet eröffnet, 
Gehl man alter noch einen Schritt weiter und gelangt zu der 
Vorstellung, dass die Ursachen aller Phänomene, welcher Art sie 
auch sein mögen, in ihrer letzten Grundlage mechanische Kräfte 
sind, so entzieht sich kein einziger Vorgang der Natur der all- 
gemeinen Möglichkeit einer mechanischen Kennzeichnung. Die 
verschiedenen Nahirkräfte mögen alsdann sein was sie wollen: sie 
kommen darin dberein, zugleich Ausdruck mechanischer Aktionen 
811 sein, die in ihrem Wirken enthalten sind. Wie die Verschieden« 
artigkeit der Stoffe nicht mit der Existenz der einen allgemeinen 
Materie unverträglich ist. und wie die mannichfaltigen Naturprocesse 
nicht die sich gleichbleibende Quantität dieser allgemeinen Materie 
abändern können; ebenso ist auch mit der grössten Mannichfaltigkeil 
der Kräfte die Voraussetzung vereinbar, dass in allen diesen ver- 
schiedenen Kräften eine allgemeine Kraft, d. Ii. mechanische Kraft 
enthalten und mit jedweder Bethätigiiug der speeifischeu Kraft in 
irgend einem Maas« gegeben sei. Die Idee, dass die mechanische 
Kraftgrösse, die auf diese Weise in allen Ursachen der Phänomene 
mitwirkt und das Fundament aller Naturlhätigkeiten bildet, in 
analoger Weise wie die Materie etwas Unvermeidbares und Un- 
verminderbares sein müsse, liegt nahe, sobald die Grund Vorstellung, 
dass mechanische Kraft nicht aus Nichts entstehe, zu Hülfe ge- 
nommen wird. Diese letztere Grundvorstellung ist aber wiederum 
selbst unumgänglich, sobald die mechanische Kraft als ein Letztes 
gesetzt wird, in welches sieh alle Naturprocesse auflösen lassen. 

Ist letztere Idee einmal ernstlich ins Auge gefasst, so ist 
die Mechanik mit ihren Principien die reale (rtundwisseuschaft. 
Das Gebiet der Mechanik reicht alsdann soweit wie die Phänomene 
selbst, und es giebl keinen Vorgang, bei weichem nicht gefragt 
werden könnt e. welches die mechanischen Voraussetzungen seiner 
Möglichkeit seien. Obwohl sich diese Frage zunächst nur ii 
wenigen Fällen möge beantworten lassen, und obwohl sogar die 
Beantwortung noch keine vollständige Erklärung der jedesmal 
fraglichen Erscheinung zu sein braucht, so ist mit einer solchen 
Betrachtungsari doch immer eine Anknüpfung an die letzte wahr- 
nehmbare Grundläge des thatsächlich Gegebenen verbunden. Man 
hat von einem Vorgang eine sehr unzureichende Vorstellung, wenn 
mau nichts weiter von ihm weiss, als dass zu seiner llervor- 
bringting ein gewisses Quantum Materie gedient habe. Mau wird 
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schon etwas mehr wissen, wenn man die mechanische Kraftgrösse 
kennt, die zur Hervorbringung derjenigen Veränderungen erforder- 
lich war, die jener Vorgang etwa vorstellte. Dennoch wird mau 
aber hiemit noch nicht die Mannirhfaltigkoit der Formen, sondern 
gleielisani nur das Material erkannt haben, aus welchem diese 
Formen gestaltet sind. Ks folgt mithin, dass die colossale Er- 
weiterung der meehauiseheu Auffassungsart. die mit jenem neuen 
Gesichtspunkt der Betrachtung der Kräfte aller Gattungen ver- 
bunden ist, nicht dahin missverstanden werden darf, dass alles 
bestimmtere Wisseu von den Naturvorgängen durch blosse Mechanik 
gedeckt worden könne. 

Filter Minblick auf die eben angegebene Einschränkung kann 
man nun sagen, dass die Mechanik innerhalb des dreissigjährigeu. 
etwa seit zu rechnenden Zeitraums in eine Kpoche eingetreten 

sei, in welcher die Principieu derselben nach der Eroberung 
des gesammtcn Kreises der Xaturphäuomeue streben und bezüg- 
lich ihrer Competeuz keine einzige Ausschliessung zugestehen. 
Die Entdeckung des mechanischen Aequivalents der Wärme ist 
zwar der Markstein für die Gebiete der engeren und der weiteren 
Coneeptionsart der Xaturmeehauik geworden: aber man würde irren, 
wenn man diese Entdeckung und die Verbreitung der allgemeinen 
mit ihr zusammenhängenden Vorstellungen über die Kräftewirkuug 
nur als Grundlage für Späteres und nicht auch als Frucht einer 
frühereu schon lange zum Ahsen.] uss hinstrebenden Entwicklung 
ansehen wollte. Hie Auffindung eines mechanischen Kraftausdrucks 
zur Charakteristik der Wäruieaetion und die Auffassung dieser 
letzleren Act hm als einer mechanischen Moleeularbeziehuug sind 
allerdings die epochemachenden Thatsachen gewesen: allein die 
entscheidende W endung, in welcher die epochemachende Eigen- 
schaft lag. war durch den allgemeinen ("lang der Vorstellungen 
vorbereitet gewesen. Hieraus erklärt es sich denn auch, dass sich 
nachträglich, als man die neue Einsichl in einer \ ollkommneren 
Gestalt vor sich hatte, eine Vorgeschichte desselben nachweisen 
liess. und dass sich die Aufmerksamkeit auch solchen älteren 
Ideen zuwendete, die zur Zeit Ihrer eisten Veröffentlichung im 
Allgemeinen unbeachtet geblieben waren. 

Um die natürliche Abfolge der wissenschaftlichen Ereignisse 
wiederzugeben, wird man jedoch nicht mit den eben angedeuteten, 
nur partiellen Annäherungen, sondern mit derjenigen Gestalt der 
Sache zu beginnen haben, die zuerst einen klaren, unzweideutigen 

30* 



und vollständigen Ausdruck der neuen Tdee und Thatsache ent- 
halten hat. Obwohl auch diese Gestalt der neuen Einsicht nicht 
sofort in das Bereich einer allgemeineren Aufmerksamkeit ge- 
langte, so ist sie doch später als die erste entscheidende Grund- 
lage anerkannt worden und hat überdies auch in der weiteren 
Entwicklung durch ihren Urheber zum Ausdruck derjenigen Concep- 
tionen geführt, die für die Phörternng der allgemeinen mechanischen 
Priucipien die. wichtigst en sind. Aus diesen zwei Gründen werden 
wir mit den Arbeiten J. Ii. Mayers von Heilbronu zu beginnen 
und an die älteren Ideenansätze, namentlich an diejenigen Sadi 
Carnots, sowie überhaupt au die immer allgemeinere Gestaltung 
der Vorconceptionen über die Erhaltung der Kraft erst später zu 
erinnern haben. 

188. Julius Robert Mayer (geb. 1814) veröffentlichte im 
Maiheft der Annalen der Chemie und Pharmacie von 1842 x ) einen 
Aufsatz unter der Ueberschrift „Bemerkungen über die Kräfte der 
unbelebten Natur" 2 ), in welchem die Zahl des mechanischen 
Aequivalents der Wärme gegeben und so kurz abgeleitet ist, dass 
wir die betreffende Stelle hier wörtlich anführen können. Es heisst 
dort nach einer Erörterung der Folgen des Grundsatzes, dass die 
Wirkung der Ursache gleich sein müsse in Bezug auf den Zu- 
sammenhang und das Grössenverhältniss von Wärme und mecha- 
nischer Kraft, in den bestimmtesten Worten und Begriffen: „Unter 
Anwendung der aufgestellten Sätze auf die Wärme — und Volumens- 
verhältnisse der Gasarteu findet man die Senkung einer ein Gas 
coinprimirenden Quecksilbersäule gleich der durch die Compression 
entbundenen Wärmemenge und es ergiebt sich hieraus, den 
Verhältnissexponenten der Capacitäteu der atmosphärischen Ln 
unter gleichem Drucke und unter gleichem Volumen = 1,421 ge 
setzt — dass dem Herabsinken eines Gewichtstheiles von einer 
Höhe von circa 365 m die Erwärmung eines gleichen Gewichts- 
theiles Wasser von 0° auf 1° entspreche." 

Der kleine Aufsatz, gegen dessen Schluss die eben angeführte 
Constatiritng des mechanischen Kraftwerths der Wärme vollzogen 
und auch die Metbode der Gewinnung der betreffenden Zahl deut- 
lich genug bezeichnet war, hatte als seinen Gegenstand die Be 



') Heraus"', von Wühler uud Liebig, Bd. 42 S. 283 Ig. 
') Aucb abgedruckt in der .Sammlung der Mayersehen Abhaudluugeu: 
„Die Mechanik der Wärme''. Stuttgart I- iu. S. 19. 



Hümmling eitles deutlichen Kraft begriffs hingestellt. In der Ver- 
folgung* der Aufgabe, die Vorstellung von der Kraft ebenso un- 
zweideutig zu gestalten, wie diejenige von der Materie, war der 
Verfasser zu einigen formalen Aenderuugen der gewöhnliehen An- 
schauungsweise gelangt, die, ganz abgesehen von dem mechanischen 
Aeipiivalent der Wärme, für die Fassung der allgemeinsten Priu- 
cipien der Mechanik von Interesse sind. Da sie aber ausserdem 
auch die Vordersätze bildeten, aus welcheu die Notwendigkeit 
mechanischer Aequivalenzeu aller forsch einimgeu gefolgert wurde, 
so haben wir liier einen doppelten Grund, ihnen mit besonderer 
Sorgfalt zu folgen. 

Nach Mayer ist Kraft ein Object, welche-; in den ver- 
schiedenen Erscheinungsformen, also trotz aller Qualität sändenmge-u, 
unzerstörlieh dasselbe bleibt, An die Spitze wird der Grundsatz 
gestellt: causa aequat ett'ectum. Diese Gleichung zwischen Ur- 
sache und Wirkung wird sowohl begrifflich als quantitativ ver- 
standen. Die Ursache erhält sich in der Wirkung und bleibt in 
der letzteren auch eine Ursache ihrer Art. Wenn die Kraft eine 
Wirkung hat. so ist die Wirkung wiederum eine Kraft, und die 
Eigeiischaftsveränderiing, die in der Ünterschiedenheit der Er- 
scheinungsform besteht, berührt die Hauptsache, d. h. das identisch 
zu Grunde liegende Object und dessen Quantum gar nicht. Näher 
auf die bekannten Formen der mechanischen Kraft angewendet, 
nimmt die Gleichung zwischen Ursache und Wirkung oder über- 
haupt zwischen den mehrfachen Gliedern einer Causalreihe von 
Erscheinungen folgende Gestalt an. Die Hebung einer Last ist 
die Bethätigung einer Kraft: befindet sich die Last iu der ihr auf 
diese Weise zugetheilten Höhe, so ist dieses Verhältnis* derselben 
nur eine andere Form der Kraft, Die Last kann jetzt wieder 
fallen, und da sie sieh in Beziehung auf die Ursache der abgesehen 
von einem Gegengewicht notlvwendigen Senkung in einer bestimmten 
Verfassung befindet, so wird diese Verfassung oder dieses Ver- 
hältniss selbst die Kraft repräsentiren, deren Form durch die Er- 
hebung erzeugt, worden ist, und die nun wieder iu eine Senkungs- 
bewegung verwandelt werden kann. Mayer nennt die bei einem 
gegebenen Abstand gravierender Gegenstände verfügbare Kraft die 
Fallkraft und will mit diesem Ausdruck den Vorstellungen ent- 
gegentreten, die sich au das Wort Schwere als an eine unter allen 
Umständen anhaftende Eigenschaft knüpfen. Sein Grundgedanke 
ist hiebei, dass ein räumlicher Abstand oder, wie er auch sagt, 



„räumliche Differenz" die un erlässliche Vorbedingung 
Existenz der Kraft in dieser Form oder, specieller, der Fallkraft sei. 

Nach der Mayerschen Vorstellungsart sind min Fallkraft und 
Bewegung zweierlei Erscheinungsformen von einerlei Gegenstand, 
nämlich von der mechanischen Kraft überhaupt. Durch das Heben 
der Last wird Krafl in die Form von Fallkrati übergeführt, und 
diese letztere kann sieb wiederum in Bewegung umwandeln. 
Fragt man mm noch nach einem Dritten, welches da, wo Be- 
llt egung als solche verschwindet, die Form der Kraftexistenz bilden 
könnte, so ergiebt sich als Antwort aus den gewöhnlichsten Be- 
obachtungen, namentlich aus dem Erscheinen der Reibungswärme, 
dass diese dritte Form die Wärme sein köuue. Mayer protestirt. 
was gegenwärtig nicht ohne Interesse ist. ausdrücklich dagegen, 
dass er, abgesehen von der strahlenden Wärme, die Wärme über- 
baupt als eine Bewegung angesehen wissen wolle. Seine An- 
schauungsweise bringe es mit sich, das Gegeutheil vorauszusetzen, 
indem die Form der Bewegung als solche ja erst verschwinden 
müsse, damit Wärnie hervortrete. Eine Verwahrung dieser Art 
rindet sich noch in den späteren Schriften 1 ). Die Vorstellung, 
dass mit der Auflösung aller Wänuevorgäuge und Wärmezustände 
in undulatorische Bewegungen der Schlüssel zum Verständniss der 
Wärinemechanik gegeben sei, ist gegenwärtig so geläufig, dass es 
ihr gegenüber historisch erheblich ist, die Abweichung der Mayer- 
schen Anschauungsweise nicht zu übersehen. Man könnte sich 
hu eh sonst zu der einseitigen Annahme versucht finden, dass die 
Aequi valenztheorie und überhaupt die ganze mechanische Wärme 
theorie ihren Ursprung in tiein Fortschritt habe, der durch di 
Vibrationstheorie eingeleitet worden. 

189. Der Entdecker des mechanischen Aequivalents der 
Wärme hat. wie wir zum ThefJ Schön dargelegt haben, von vorn- 
herein den Kraftbegriff und die zugehörigen mechanischen Grund- 
Vorstellungen einer Kritik unterworfen und bat später die älteren 
Vorstellungen ausführlicher begründet '-). in dieser späteren Gestalt 
seiner Ausführungen will er zu dem Newtonschen Begriff der 
(beschleunigenden) Kraft, welcher auch derjenige ist, «elcher im 
allgemeinen Sprachgebrauch der wissenschaftlichen Meohanft heute 
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Bemerkuugeu über das mechanisch.« Aetjuivalem der Wanne, 18SI. 
abgedruckt irj der Sammlung: Die Mechanik der Wärnie, S. 27!>. 

4 ) Ibid. S. 258—278. 



schlechtweg Kraft heilst, uud zu dem Begriff ciei- lebendigen Kraft 
eine dritte Formnlirung angeben, welche den Vortheil habe, all- 
gemein zu sein und sogar eine ganz strenge Darstellung der 
Elemente der Mechanik und zugehörigen Physik ohne die An- 
wendung der Differential- und Integralbegriffe zu gestatten. Diese 
dritte Fassuugsart ist, genauer untersucht, ein Analogon und eine 
Verallgemeinerung des zunächst in der angewandten Mechanik 
üblich gewordenen Begriffs der mechaiiisclien Arbeit, dessen Spuren 
aber auch schon früher in der Messung der Kraft nach Fall- oder 
Erheb uiigshöhe vorhanden waren und sich, wenn man will, bis auf 
Cartesius Schätzungsideen 1 j zurückverfolgeu lassen. Bei dem 
gewöhnlichen Ausdruck der mechanischen Arbeit multiplieirt mau 
das Gewicht mit dem durchlaufenen Kaum: oder es besteht im 
Allgemeinen die Arbeit in dem Durchlaufen eines Baumes unter 
der Einwirkung einer bestimmten Kraft auf eine bestimmte Masse. 
Ist der Widerstand eine eonstaute Kraft, die sich nach dem gewöhn- 
lichen Schema der Kraftwirkung entwickelt und gleichsam ihre 
Actiou anhäuft, so ist der Arbeitsbegriff noch ganz einfach, gleich- 
viel um welche Kraft es sich handle. Sobald aber die Kraft nicht 
coustant ist und sich etwa nach Maassgabo eiuei Function der 
Entfernung, also des inner ihrem Kintluss durchlaufenen Raumes 
selbst stetig ändert, muss der Arbeitsbegriff diesem neuen Ver- 
hältuiss angepasst und mithin verallgemeinert werden. Es ist hier 
nun wiederum die schon in der vorigen Nummer gekennzeichnete 
Fall kraft, welche von Mayer als Function des räumlichen Abstandes 
gedacht uud sogar direct als ein verfügbarer, zu verbrauchender 
Gegenstand vorgestellt wird. Betrachtet man für zwei gravitirende 
Massen zwei verschiedene Fntferuungspositionen, so isl der Feber- 
gang aus der einen Position in die andere nach Mayer ein Formeu- 
uechsel der Kraft. W ird die grössere Entfernung in die kleinere 
verwandelt, so wird die Kraft in der Gestalt der ursprünglichen 
Fallkraft zu dem Theil verbraucht, welcher dem Baum entspricht, 
der zur EMtfeinungsvefminderung durchlaufen ist. Dieser Verbrauch 
des räumlichen Abstandes ist eine merkwürdige, dem Autor so 
eigenthümliche Vorstellungsart. dass man die in derselben liegende 
Abweichung von der traditionellen Anschauungsweise nicht sorg- 
fältig genug markireu kann. Sie scheint zunächst praktisch nichts 
zu bedeuten und an der Hauptsache thal sächlich nichts zu ändern: 



') Vgl. unsere Nr. S9, 



und dennoch ist sie die formal entscheidende Wendimg, durch 
welche eine nette Botrachtungsart gestützt werden soll. Die Fall» 
kraft ist nämlich, wenn man sie im Hinblick auf statische Begriffe 
bet rachtet, nicht die momentane Gravitation oder, mit andern Worten, 
das für den augenblicklichen Ort nur in dieser einen Position 
geltende Gravitationsgewicht der beiden Körper gegeneinander, 
sondern umfasst den Inbegriff aller Sollicitationen, die von einer 
Position zur andern, also während des Durchlaufens einer be- 
stimmten Wegstrecke zur Entwicklung gelangen. Nur in Beziehung 
auf eine solche verfügbare Wegstrecke wird von einer Fallkraft 
geredet, und diese Fallkraft wird streng von dem Resultat ihrer 
Entwicklung unterschieden. Dieses Resultat ist nach den gewöhn- 
liehen Begriffen der Mechanik eine angehäufte Geschwindigkeit, 
d. Ii. die lebendige Kraft. Wenn Mayer also von einer Gleichung 
zwischen Fallkraft und Bewegung redet, so meint er nur ein ver- 
allgemeinertes Anälogon von dem, was man sonst die Gleichung 
der Arbeit nennt. Diese letztere Gleichung hat zur einen Seite 
die Arbeit, d, h. das Product aus Gewicht und Erhebungshöhe, 
und zur andern Seite die halbe lebeudige Kraft, d. h. das halbe 
Produci aus der Masse und dem Geschwindigkeilsqnadrat. Ver- 
allgemeinert man den "Begriff' der Arbeit in dieser Gleichung, 
indem man ihn den sich mit den Entfernungen nach irgend einer 
Regel ändernden Kräften anbequemt, so erhält man auf der einen 
Seile eine Function der Massen und der Räume als Ausdruck der 
Kraft, und die Gleichsetzung dieser Function mit der aufgehäuften 
lebendigen Kraft drückt die Beziehung der beiden Kraftformen 
aus. Eigenthümlich ist hienach in dem Begriff' der Fallkraft die 
unmittelbare Anknüpfung an eine erste und an eine zweite Distanz, 
ohne Einschaltung einer Rücksicht auf die für einen gegebenen 
Punkt vorhandene Moment angravitation, die sonst recht eigentlich 
die Kraft heisst und für den Augenblick als constant betrachtet 
wird, während sie in ganz strenger Auffassung nur zeitlich punktuell, 
also in völliger Gleichheit auch nicht ein ui noch so kleinen Augen- 
blick existirt. Das Bestreben, den KraftbegrjfT in endlicher Form 
und actuell, nicht aber als blossen Differeutialquotieulen und 
hypothetisch für die Constanz während der Zeiteinheit anzugeben, 
hat «»(Teilbar jene Wendung erzeugt, welche die vorhandene Distanz 
selbst als die Existenzform der Kraft ansieht und den Verbrauch 
dieser Distanz als eine Formverwaiidlung der Kraft kennzeichnet. 
Die Zeit tritt bei dieser Art der gleichsam räumlich detiiiirteu 



(iesaiumtkraft ganz und gar zurück und erscheint in der Gleichung 
nur auf der andern Seite in der Geschwindigkeit. Die verbrauchte 
Fallkraft oder, der Mayerscheu Vorstellungsart und dem zugehörigen 
Sprachgebrauch gemäss, der verbrauchte Abstand der Massen kann 
durch die Aufwendung des Resultats in entgegengesetzter Richtung 
wiedererzeugt und so die ursprüngliche Existenzform der Kraft 
wiedelhergestellt werden. Neu ist an diesen Gedankenformen 
offenbar nur die Hervorhebung der Verwaudlungsvorstelluug und 
der Begriff der verschiedenen Erscheinungsformen eines und 
desselben Etwas, dessen Quantum und allgemeiner mechanischer 
Charakter sich gleich bleibt, während die bestimmteren Verhält- 
nisse wechseln. Dieses Etwas ist das, was Mayer kurzweg Kraft 
genannt zu sehen wünscht, und was man zur Unterscheidung 
von den andern beiden Kraft begriffen und zur Verständigung im 
grade fraglichen Zusammenhang für einen Augenblick durch den 
Namen Gesamintkraft auszeichnen könnte. In der That ist diese 
Integralkraft, wenn man deren Begriff nach den üblichen und 
berechtigten Vorstellungsarten bemisst, nichts als ein Integral zu 
der Reihe der Momentanintensitäten, welche die Gravitation für 
alle Punkte einer von zwei Massen gegeneinander zurückgelegten 
Distanz nach dem Newtonsehen Gesetz haben mnss. Einen be- 
sondern Werth legt Mayer auf die Hervorhebung der Endlichkeit, 
die selbst für unendliche Räume bei dieser Gesammtkraft statthat, 
indem für das aus noch so weiter Ferne erfolgende Fallen auf die 
Oberfläche eines Weltkörpers eine nicht überschreitbare Grenze 
der letzten Endgeschwindigkeit existirt. Die Auszeichnung dieses 
Gedankens ist allerdings für die Priucipieu und namentlich für 
die Darstellung der Elemente der Physik erforderlich. Für die 
neue Anschauungsweise ist aber die Vorstellung einer Naturkraft, 
als eines bestimmten Quantums eine Fundamentalidee. Den Gegen- 
satz hiezu bildet die Fiction von Ursachen einer unerschöpflichen 
Hervorbriugung endlicher Kraftgrössen , während in Wahrheit die 
Kraft selbst, ähnlich wie die Materie, ein endliches Quantum ist, 
welches nur seine Erscheinungsform wechseln und von der einen 
All und Stelle der Betätigung in eine andere Wirkungsweise und 
an einen andern Ort übergeführt weiden kann. 

100. Soweit die eben charakterisirten Ma\ -ersehen Vor- 
stellungen im Gebiet allgemeiner Gedankenformen verbleiben und 
soweit sie im Besondern die Existenz und die in einer bestimmten 
Zahl angegebene Grösse eines mechanischen Kraftwerths der 
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Wärme betreffen, sind sie mehr und mehr iu die allgemeine Denk- 
weise übergegangen. Schlagwörter, wie Einheit der Xaturkräfte, 
Correlatiou der Naturkräfte 1 ) u. dgl. sind mir verschiedene An- 
deutungen jenes Gedankens, der sclum 1842 iu dem Mayerscheu 
Aufsatz zugleich präeis und universell entwickelt worden war. Die 
Wärme hatte mir einen besonderu Füll der bereits möglichen An- 
wendung für das Gesetz eines bestimmten Kraftwerths aller Er- 
scheinungsformen geliefert: aber der Autor hatte, wie es sein 
speculativer Ausgangspunkl mit sich brachte, von vornherein den 
ganzen Kreis der Natu rkräfte ins Auge gefassl. Was dagegen die 
specifisch mechanischen l'riiicipienformen anbetrifft, so ist das 
Gesetz der Erhaltung der Kraft 2 ) nicht blos in der Fassung der 
Gleichung der lebendigen Kräfte zunehmen, sondern auch begrifflich 
als allgemeine Unzerstörlichkeit des Kraftquantums zu formuliren. 
Mayer hat sich jedoch mit den Voraussetzungen jener Gleichung 
gar nicht beschäftigt, sondern stillschweigend eine allgemeine 
Geltuugsform des Princips der Erhaltung der lebendigen Kräfte 
vorausgesetzt. Er konnte dies um so eher, als er bei der Gravi- 
tation thatsächlieh gar nicht in den Fall kam, eine traditionelle 
Beschränkung jenes Princips vorzufinden. Im Uebrigen wäre es 
natürlich nicht zu rechtfertigen und auch praktisch gar nicht aus- 
führbar, die überlieferten Begriffsbezeiclmuugen, wie lebendige 



') '/j. B. in der .Schritt: Gmve. The mrrelatiun uf nhysieal forces. nach 
der 3. Aufl. vou 1855 auch deutsch von B. v. Russdorf, Berlin 1863. 

*> Dieser Name im Titel der Abhandlung „lieber die Erhaltung der 
Kraft" von Heimholte. Berlin 1847, wo unter Berufung auf Joule der allge- 
meine (iedauke der mechanischen Oonservatiouen im Hinblick auf verschiedene 
Naturkräfte beleuchtet und (S. 17) 'dahin Ibnuulirt. wurde, es sei für ein freies 
System sich anziehender oder abst essender materieller Punkte ,,dio Summe 
der vorhandenen lebendigen und Spannkräfte constant." Letztere Ausdruckst 
weise ist eine nominelle Interpretation, d. Ii. V. orteinJüeidung der bekannten 
Gleichung der lebendigen Klüfte, wobei m'i der neuen Bezeichnung Spann- 
kraft die vis uiotrix Newtons gemeint ist und die Sache metaphysisch so vor- 
gestellt wird, als weun sich die Summirmig auf todte Kräfte und nicht auf 
«leineutare Bewegungswirkungeii bezöge. Uie Vorstellung von Spannkräften 
als den Bestrebungen „solange sie eben noch nicht Bewegung bewirkt haben" 
fS. 14) ist eine Variante der Leibnizschen fcodten Kraft und kann nur in Ver- 
bindung mit ungenauen und zweideutigen Innnitesimalconceptionen den Schein 
"ines dynamischen Sinnes für sich behalten. Was die Hauptsache anbe- 
trifft, so werden die Aequivalentzahlen Joules berührt und mehrere weniger 
erhebliche Arbeiten erörtert; aber R. Mayer nirgend erwähnt. 



Kraft, dann vis motrix oder kurzweg Kraft, irgendwie, sei es der 
Sache, sei es dem Worte nach, durch andere Begriffsabgrenzungen 
und Benennungen zu ersetzen. Die Vorstellung von der augen- 
blicklichen Kraft, die nur bei hypothetischer niemals streng vor- 
handener Coustanz in einer Zeiteinheit eine gewisse Geschwindig- 
keit erzeugt, also der Galilei- Xewtonsche Kraftbegriff ist keine 
willkürliche Abstraktion, sondern eine uoth wendige Denkform, 
welche dem elementaren W irken der Natur entspricht. 

In der Hauptsache wird man stets anerkennen müssen, dass 
Mayer nicht etwa nur durch die Thatsache des Aeqnivalents son- ■ 
dern auch durch seine eigentümliche Auffassungsart der Natur- 
kräfte eine Umwälzung der Denkweise eingeleitet hat. deren 
Tragweite bis jetzt nur zu einem geringen Theil durchmessen ist. 
Der Heilbronuer Arzt hat in seinen wenigen und kurzen Veröffent- 
lichungen, auch abgesehen von seiner eigentlichen Entdeckung, 
soviel für eine einfache uud klare, die strenge Wissenschaftlichkeit 
mit edler Popularität verbindende Xaturauffassung geleistet, dass 
die anregende Kraft seiner genialen ( 'nnceptions- und Darstellungsart 
sogar durch die Beimischung einer theistischen Metaphysik und 
durch das schliessliche Hervortreten 1 ) von Zügen religiöser Sentimen- 
talität nicht ernsthaft beeinträchtigt werden kaun. 

191. Wie die Einerleiheit der Erdschwere mit der Kraft, 
welche die Himmelskörper an dem Fortgehen auf der Tangente 
hindert, ideell und thatsächlich durch die blosse Untersuchung des 
Verhaltens des Mondes festgestellt war. und wie alles Uebrige 
nur die empirische Ausführung und Erprobung eines im Wesent- 
lichen gesicherten Gedankens sein konnte, so ist auch die weiter« 
experimentelle Nachweisung der Aequivalenzen von Wärme und 
mechanischer Arbeit au verschiedenen Fällen nur eine Bestätigung 
der bereits durch Mayer verzeichneten Theorie und Entdeckung 
gewesen. Seit 184:; hat James Prescoti Joule eine Gruppe von 
Experimenten veröffentlicht, welche sämmtlich das mechanische 
Aequivaleut in ziemlich übereinstimmenden Zahlen lieferten und 
auch nicht erheblich von dem Mayerschcn Resultat und in ihrer 
Interpretation von der zugehörigen Verwandlungsvorstelluug ab- 
wichen. Der Unterschied hestand nur darin, dass Joule sich 
vorherrschend um die experimentellen Feststellungen bemühte und, 
abgesehen von der allgemeinen Idee der Verwandlung, sich nicht 



') In der Schrift! Naturwissenschaftliche Vorträge, Stuttgart 1871. 
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weiter bestrebte, zu seinen Thatsachen den universellen Gedanken- 
ausdruck und eine weittragende Theorie aufzufinden, Die Experimente 
des Englischen Forschers wurden zunächst allgemeiner bekannt 
als die Theorie und Entdeckung seines Deutschen Vorgängers, 
woraus es sich erklärt, dass Mayer 1851 in einer besondern Schrift 
(Bemerkungen über das mechanische Aequivalent der Wärme) die 
Priorität seiner Entdeckung und Veröffentlichung reklamiren musste 1 ). 
Obwohl uns für die mechanischen Principienfragen und Vor- 
stellungsarten das Detail der Experimente hier nicht besonders 
angeht, so sei doch bemerkt, dass Joule, nach seinen eignen An- 
gaben und nach der sonstigen Beschaffenheit seiner Mitteilungen 
und Aufsätze zu schliessen, allerdings die neue Thatsache zunächst 
von einer andern Seite her betrachtet haben muss, und dass eine 
Bestärkung in dem für die' Sache entscheidenden Gesichtspunkt 
auch noch vermöge verschiedener Anknüpfungspunkte denkbar ist. 
Die erste Veröffentlichung Joules, welche das mechanische Aequi- 
valent augiebt, behandelt es im Anschluss an Untersuchungen über 
elektromagnetische Wärmewirkungen a ). Gegen Ende des zweiten 
Theils der betreffenden Abhandlung 3 ) wird das Gesetz präcis 
formulirt uud auch der Ausdruck „Verwände! barkeit von Wärme 
und mechanischer Kraft in einander'' (eonvertibility of heat and 
mechanical power into one another) gebraucht. Uebrigens bleibt 
auch sonst über die Vorstellungsart kein Zweifel; nur fehlt eiue 
ideelle Ausführung und Theorie, wie sie von Mayer in Beziehung 
auf die Unzerstörlichkeit der Kraft und auf den Gegensatz der 
Erscheinungsformen zu dem in dieselben eingehenden Kraftinaterial 
gegeben worden war. Viel bezeichnender ist in dieser Beziehung 
eine Abhandlung von 1845 schon in der Ueberschrift, 4 ) indem 
der Ausdruck „gewöhnliche Formen der mechanischen Kraft" 
schon andeutet, dass die Wärme ebenfalls als eine Form der 
mechanischen Kraft angesehen werden solle. Die Reibung der 

'I Vgl. Mayer, Die Mechanik der Wärme (18(57) S. 290: „Der neue Gegen- 
stand fing bald an, die Aufmerksamkeit der Gelehrten zu erregen. Da aber 
derselbe Im In- und Auslände als eine ausschliesslich fremde Entdeckung ab- 
gehandelt wurde, so versetzte wich dies in die Noth wendigkeit, meine auf 
Priorität sich gründenden Ansprüche geltend zu machen." 

*) Philosophie»] Magazine, vol. XXIII (1843): On the calorific effects 
of magneto-eleetrieity, and on the mechanical value of heat (Letzteres der 
zweite Theil der Abhandlung). a ) Ibid. S. I II. 

') Ibid. vol. XXVI I (1845): <m the exiatenee of au equivalent relation 
between heat and the onlinary forins of mechanical power. 



Flüssigkeiten als Wärmequelle hatte für die neuen Experimente 
eine besondere Bedeutung, und die fraglichen Versuche ergaben 
auch eine specieUe Abhandlung 3 ). In einer Arbeit von 1850 hat 
Joule im Eingänge 2 ) eine kleine Skizze der Thatsachen gegeben, 
welche die Grundlage für die historische Möglichkeit und Ent- 
wicklung der Aequivalenzfeststellung gebildet hätten. Billigerweise 
wird an seiner Ansicht nicht bestritten werden können, dass die 
Rumfordschen Versuche vou 1798 3 ) erneu Aasatz zur wahren 
Auffassung repräseutirt haben. Wenn Rumford durch die von 
seinem Metallbohrer erzeugte metallische Reibung das umgebende 
Wasser in einigen Stunden zum Sieden brachte und aus diesem 
Experiment die Vorstellung ableitete, dass er sich die Mittheilung 
der Wärme nicht anders als durch Bewegungsmittheilung denken 
könnte, so war dies ein früher und erheblicher Schritt zur An- 
fechtung der herrschenden Voraussetzung eines Wärniestoffs. In 
dem weiteren Verlauf der Rechenschaft Joules, iu welcher die 
Angaben und Experimente des Autors am Schluss in den Vorder- 
grund treten, ist der Umstand bemerkenswert!], dass auf Faradays 
elektrochemische Anschauungen (1834) hingewiesen uud die Ent- 
wickhing so dargestellt wird, als wenn die chemische Affinität den 
Ausgangspunkt für den Gedanken der Wärme- und Kraftäqui- 
valenzen gebildet hätte. Die erste Abhandlung des Deutschen 
Entdeckers wird zwar angeführt, aber nur im Allgemeinen als iu 
der Richtung der Rumfordschen Ideen liegend uud übrigens im 
Hinblick auf einen untergeordneten Nebeuumstand, nämlich wegen 
einer Notiz über Wärmeerzeugung durch Reibung von Flüssig- 
keiten. In Rücksicht auf die Hauptsache, nämlich das Factum, 
dass Mayer das Aequivalent nach Zahl uud Ableitnugsuiethode be- 
reits angegeben hatte, ist aus der Darstellung Joules nicht zu 
entnehmen, als etwa diu Nöthigung /,\\ der durch die Art der 
Darstellung unumgänglich gemachten Voraussetzung, dass for 
Joule noch Niemand das eigeut liehe Aequivalent der Wärme au- 
gegeben habe. 

Während der Englische Experimentator sich damit beschäftigte, 



') Ibid. vol. XXXI (1847): On thu mechanical ojuivalent of heat, as 
determined by the hoat evolved by the frietion of fluids. 

2 ) Philosophical Transactions 18r>0: On the inechanical equivaleut of 
heat, 3. Ül (g. 

;i ) Philosophical T rausaetious, für 1798, S. 80— 10'2 : Au inquiry con- 
certtiog the source ot the heat which is excitod bj t'rictiou. 



(las Aequivaleiit durch vielseitige Versuche nach allen Richtungen 
hin festzustellen, hatte sich der Deutsche Entdecker, für den die 
Wahrheit der Sache und auch die Maassbestimmung von vorn- 
herein genügend feststand, bereits mit der Verfolgung des neuen 
Naturgesetzes in verschiedene Anwendungsgebiete und zwar in 
einer Weise versucht, die »um Theil zu später allgemein diseutirteu 
Theorien geführt hat. Seine nächste Abhandlung von 1845 ,,Die 
organische Bewegung in ihrem Zusammenhange mit dem Stoff- 
wechsel" T ) führte einerseits die allgemeinen physikalischen Ideen 
weiter aus und zog andererseits die physiologischen Consequenzen 
der veränderten Auffassungsart. Ueherdies trifft man iu ihren 
allgemeinen Entwicklungen bereits die Spuren einer neuen An- 
wendung des Aequivalenzgeselzes. die drei Jahre später in der 
Schrift „Beiträge zur Dynamik des Himmels" 8 ) gemacht wurde. 
Diese letztere Schrift enthält hauptsächlich das, was man heute die 
Meteortheorie der Sonnen wärme nennt, und behandelt überhaupt die 
durch kosmisch mechanische Stosswirkuugeu oder im Allgemeinen 
durch kosmische Bewegimgswirkungen ableitbaren Wärmeeffecte und 
Wärmezustände. Was apeciell die Meteoritentheorie anbetrifft, so 
ist dif Vorstellung die. dass der Ersatz der von der Sonne aus 
gegebenen Wärme durch das Hineinfallen kleiner kosmischer Masse 
bewirkt werde. Die Erzeugung der Wärme durch die Stösse diese 
mit grosser Geschwindigkeit anlangenden kosmischen Körper er- 
seheint nach Maassgabe des Wärmeäquivalents der mechanischen 
Kraft weit intensiver und entscheidende]' als ein Verbreuuungs- 
process entsprechender Massen nach Art unserer gewöhnlichen 
Wärniehervorhringung nur irgend sein könnte. Die rein mechanische 
Aetion stellt sich mithin als etwas dar, was in erster Linie z 
berücksichtigen ist, wenn es gilt, die allerintensivsten Wärme- 
proeesse ZU erklären. Die Hauptsache bleibt aber in allen dieseu 
Untersuchungen, dass durch die Feststellung des Aequivalents ein 
Maass in die sonst mehr oder minder haltiiugslosen Vorstellungen 
gebracht ist. Nur die bestimmte Keuntniss eines Wärmewerth, 
der mechanischen Kraftprocesse konnte den Gedanken näherbringen, 
dass die kosmisch mechanischen Wirkungen für die Wänneökonomie 
des Sonnensystems eine eutscheidende Bedeutung haben könnten. 
192. Nachdem das mechanische Aeq trivalent der Wärme 



l ) Maj er, Mechanik der Wanne [10(57) ö. 1 ö — 126. 
*) Ibid. S. 149—234. 
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und die gesammte sich daran schlieagende Vorstellungsart bereits 
festgestellt war und es sich nur um die Verbreitung derselben sowie 
um noch subtilere Experimente zur allseitigen Fixirung der be- 
treffenden Zahl handeln konnte, begann im Allgemeinen eine Be- 
wegung zur Ausbildung einer möglichst vielseitig ausgeführten und 
umfasseudeu mechanischen Theorie der Wärme. Mau kann die 
Bestreitungen der fraglichen Art ziemlich genau als mit den ersten 
Jähren der zweiten Hälfte unseres Jahrhunderts anfangend bezeichnen. 
An Ideen, welche für die mechanischen Fuudainentalprinoipien oder 
Grundbegriffe einen erheblichen neuen Zuwachs lieferten, ist zunächst 
in dem fraglichen Kreise von Unternehmungen nichts hervorgetreten. 
Die Annahme, dass die Umsetzung von Massenbewegung in eine 
mechanische Afteetiou uiolecularer Ali die mechanisch hervor- 
gebrachte Wärme ergebe, und dass umgekehrt die Umwandlung 
molecularer Kraftbethätiguug in Massenbewegung die mechanische 
Wärmewirkuug vertrete, wurde die maassgebende Anschauungs- 
weise. Die Hypothese, dass die blosse Anwesenheit oder der 
Uebergaug eines Wärniestoffs die Wärmeerscheinungen hervorbringe, 
war schon von Rumford und Davy sehr entschieden verworfen 
gewesen: aber es hatte fast ein halbes Jahrhundert gedauert, bis 
die über alleu Zweifel und alle ältere Tradition triumphireude 
Thatsache der quantitativ festgestellten Aequivalenz das Signal 
gab. eine vollständige Wärmetheorie nach mechanischen Gesichts- 
punkten anzustreben. 

Um so interessanter muss nun der Umstand erscheinen, dass 
im Kreise dieser Bestrebungen die Aufmerksamkeit auf eine ältere, 
zunächst wenig beachtete Theorie gelenkt wurde, die trotzdem, 
dass sie qjje Wärme als einen übergehenden Stoff betrachtet, 
dennoch gewisse Züge der Verwandtschaft mit der Aequivalenz- 
fcheorie au sich trug. Diese Theorie gehört, Sadi Oarnot (geb. 1796, 
gcsl. I«:42) an, dessen Schrift Keflexions sur la puissance motrice 
du feu etc. (Paris 1«24) eigenlhümliehe Gesichtspunkte solcher 
Art enl wickelt, dass man in ihnen eine intimere Annäherung au 
eine Vorstellungsform erkennt, derzufolge bei dem I' ebergang vou 
mechanisch wirkender Wärme von einem Körper höherer zu einem 
Körper geringerer Temperatur eine bestimmte Leistung entwickelt 
wird, deren Maximum davon abhängt, dass die ungleichen Tem- 
peraturen mit einander nicht in unmittelbare Berührung kommen. 
Die leitende Vorstellung liiebei war, dass die einmal vorhandene 
Wärmequantität gleich der Materie weder vermehrt noch vermindert 



werden könne, und dass Kraft nicht ans Nichts entstehe. Dh 
Oombiuation dieses ersteren, für die Auffassung der Wärme als 
Materie ganz coiisequenten Satzes mit der inaassgebenden mecha- 
nischen Idee, dass die mechanische Kraft sich erhalte, ergab die- 
jenigen Anschauungen, aus denen man später zu der Aequivalenz- 
thatsache noch einen zweiten, weniger klaren Gesichtspunkt zur 
Erweiterung der neuen Wärmetheorie entnommen hat. Dieser 
zweite Gesichtspunkt oder dieser modificirte Carnotsche Satz l ) 
richtet sich auf eine Beziehung, nach der die Wärmemenge, welche 
gleichzeitig mit der Arbeitsleistung durch einen vermittelnden 
Körper zwischen zwei Körpern verschiedener Temperatur übergeht, 
von der blossen Temperaturdifferenz dieser beiden Körper und nicht 
von der Art des vermittelnden Körpers abhängig ist. Da jedoch 
diese zweite Aufstellung direct die mechanischen Principien und die 
allgemeinen Vorstellungsarten von der Kraft nicht berührt und 

namentlich nichts Wesentliches zu der von Mayer begründeten 
Theorie hinzufügt, so gehört sie an sich selbst uicht in den Kreis 
unserer Darstellung. Historisch interessant ist dagegen die eigne 
Carnotsche Annäherung an die Erkenutniss eines quantitativen 
Verhältnisses zwischen Wärm« und mechanischer Leistung auch 
für unsern Zweck; denn sie beweist, wie die Thatsacheu der 
maschin enmässigen Wärmewirkung trotz der widerstrebetidsteu 
Voraussetzungen der älteren stofflichen Wärmetheorie dahin gedrängt 
haben, nach einem bestimmteren Begriff und Gesetz der Abhängig- 
keit des mechanischen Kö'ects von der besondern Art der Wärme 
Vorgänge auszuschauen. Im Sinne Sadi Carnots gab Clapeyron 2 ) 
eine Darlegung von dem, was man jetzt wohl Kreisprocess nennt 
und was die Eigenschaften des Hergangs betrifft, vermöge dessen 
uach einem Wärmeübergang der Aufangszustaud wieder hergestellt 
gedacht wird. Für einen eiuzelnen Körper, z. B. für das Ver- 
fahren mit einem Gase, ist der fragliche Begriff sehr einfach. 
Bezüglich der neueren Auffassung ist hinzuzufügen, dass die Unter- 
scheidung der inneru und der äussern Arbeit eines Körpers die (Jon 
ceptiou geläufig gemacht hat, dass die innere, d. h. die den gegen- 

') Claudius , Uober eine veränderte Form des zweiten Hauptsatzes der 
mechanischen Wärmetheorie, Puggcndorfs Annaleri, Bd. 93 (1854); auch ab- 
gedruckt in Clansius, Abhandlungen über die mechanische Wärmetheorie, 
2 Bde. Braunschweig 1864 1867, Bd. J 8. 127 fg. 

-) Poggendorfs Annalen, Bd. 59 (1843): Ueber die bewegende Kraft der 
VTärme: ursprünglich im Journal de I'&iöle poJvtechnitjue, Bd. XIV (,1834). 



seitigen Verschiebungen der Theilchen zugeschriebene Arbeit nach 
der Rückgängigmachung einer Expansion als zu Null aufgehoben 
zu betrachten sei. Die Hauptsache ist hiebet, dass die besondere 
Art und Weise des entgegengesetzfeu Hergangs, nämlich die 
Gestaltung der Mahnen, als unerheblich angesehen wird. Hein 
mechanisch betrachtet, ist die fragliche Idee mir ein besonderer 
Fall der allgemeinen Vorstellung, dass ein System wieder in eine 
Position zurückkehrt, welche es bereits eingenommen hatte. 

Unter den manniehfaltigen Darstellungen, in denen eine 
gesummte mechanische Wärmerheorie unternommen worden ist, 
schliesst sieh Tyndalls Schrift um meisten und unmittelbarsten 
an die Mayerscheu (Irundlagen au 1 ). Ausser der Vorführung 
gewandter Experimente und neben einer höheren Art von Popularität 
trifft man in derselben auch auf eine sorgfältige Berücksichtigung 
der geschichtliehen Yorthatsaehen. Ihre praktische Bestimmung 
schloss die analytische Behandlung zwar aus; aber dennoch hat 
sie in den iuuern Gedankenzusamnienhang und in die notwendigen 
Rechnungen eine dankenswert he Klarheit gebracht. 

108. Der erste und zugleich der XormalfaU für die nähere 
Vorstellung und bestimmte Berechnung des mechanischen Aequi- 
valents der Wärme ist derjenige der Gase gewesen, wie der oben 
angeführte Mayersehe Satz beweist. Zwischen der Wärmemenge, 
welche bei coustautem Volumen, also erhöhtem Druck eine gewisse 
Temperaturerhöhung hervorbringt, und derjenigen Wärmemenge, 
welche bei der gleichen Temperaturerhöhung gegen den constanteu 
Druck auch zugleich das Volumen verändert, also eine leicht 
berechenbare äussere Arbeit verrichtet, ist die Differenz der eben 
bezeichneten Arbeit gleichzusetzen, und in dieser Gleichung besteht 
wesentlich der Ausdruck der beiderseitigen Aequivalenz. Der 
Kraftwerth der Wärme und der Wärme werth der Kraft sind natür- 
lich durch ein und dieselbe Gleichung gegeben. Der Begriff der 
Verwandlung bedeutet zunächst nichts Anderes als die Grössen - 
beziehung, welche zwischen beiden Gestalten der Phänomene besteht. 
Ausserdem schliesst er aber nicht etwa Mos den Gedanken eines 
ursächlichen Verhältnisses sondern, genauer betrachtet, vorzüglich 
denjenigen der Kitierleiheit des in eine neue Form übergegangenen 
Kraftmaterials oder Kraftvorraths ein. Abgesehen von einer solchen 



') T.vmlall. Heut cniisiilered as a 1 le ofjnötion, 4. Aufl. London 1870. 

deutsch 2, Aiiti. Braunscavreig 1871. 



strengen Bestimmung ist der Ausdruck Verwandlung, wie mancher 
Missbrauch der neuen Ideen lehrt, nur zu geeignet, phantastischen 
Imaginationen und schwankenden oder unklaren Couceptionsarten 
der Naturprocesse Vorschub zu leisten. 

Grade für das Interesse der Mechanik darf es nicht un- 
bemerkt bleiben, dass es die Gase gewesen sind, an denen sich 
das Aequivalenzverhältniss am ehesten und deutlichsten hat sichtbar 
machen und feststellen hissen. Die gasförmige Constitution bietet 
die Materie und die Kräfte in einem verhältuissmässig freien 
Zustande dar und gestattet es, die Veränderungen des auf diese 
Weise gegebenen mechanische u Systems in Rücksicht auf Druck 
und Wärmewirkungen bereits einigermaasseii zu Übersehen und 
durch einfadie empirische Gesetze zutreffend zu decken. Hiebei 
darf jedoch nicht vergessen werden, dass die innerii Gründe dieser 
Gesetze und bereits der Mariotteschen Relation zwischen Druck - 
Veränderung und Volumensveränderung, noch immer zu verschiedenen 
Vorstelluugsarten der molecularen Vorgänge führen. Im Kreise 
der mechanischen Wärmetheorien hat man sogar eine eigeuthüm- 
liche Vorstellungsart wieder in den Vordergrund gestellt derzu- 
folge die Gastheilchen nach allen Richtungen in gradliniger Be- 
wegung begriffen sind und z. B. den Druck auf die Wandungen 
eines Gefässes durch fortwährend wiederholtes Stessen hervorbringen. 
Ihne solche Krklärungsart findet sich namentlich schon bei Daniel 
Bernoulli 8 ), der bei der Veränderung der Abstände zwischen den 
Molecüleu durch die Veränderung des Volumens nicht nur die Zahl 
der räumlich uebengeordneten Stesse, sondern auch deren Wieder- 
holungszahl verändert dachte, so dass die Häufigkeit der Stesse 
desselben Molecüls mit der abnehmenden mittleren Entfernung 
wachsen soll. Offenbar wäre man durch diese Anschauungsweise 
genötbigt, für ein in Wandungen eingeschlossenes Gas eine rast- 
lose dynamische Agitation vorauszusetzen, die niemals zu strengem 
Gleichgewicht und zu strenger Ruhe führen, sondern auf der zeitlich 
grenzenlosen Unterhaltung eines Kräftespiels beruhen würde, welches 
man mit einem schrankenlosen Penduliren ohne Reibung und 
sonstige fremde Widerstände vergleichen müsste. Dieser Theil 

l ) Sogar schon in Jamin, Oonrs de physique, 2. Hand 2. AuH. 1808, 
Lection 58 S, 447. Vgl. auch Glausius „tther die Art der Bewegung welche 
wir Wanne nennen", Poggendorfs Anualen, Bd. 100 (1857) und „Abhandlungen 
über die mechanische Wärmetheorie", Bd. II S. 229. 

- Hydnxlvnaiiiica ^17o8) Seck X namentlich § 2 und t. 



der Idee hat etwas Bedenkliches, insofern man ebensogut alle 
Gleichgewichts- and Spauuungsverhältnisse. also überhaupt jede 
öontinttirliche Aufhebung eines Druckes oder Zuges in Oszillationen 
aufgelöst voraussetzen könnte. 

Wendet man das Gesetz der Ausdehnung der Gase durch 
ilie Wärme hei coustantem Druck gleichsam rückwärts und unbe- 
schränkt für die VolnmenstrerxDinderung bei sinkender Temperatur 
an und abstrahirt dabei von allen Eigenthümlichkeiten der etwaigen 
tropfbar flüssigen Condensation, also von den Folgen der Nicht- 
permaneuz. so gelangt man zu einer Nullgrenze des Volumens. 
Die dieser Grenze entsprechende Temperatur, die durch den um- 
gekehrten Ausdehnungscoefficienten gegeben wird, und — 278 Aß. 
beträgt, ist als der absolute Xullpunkt. oder mit andern Worten 
als ein Werth betrachtet worden, bei welchem eine Temperatur- 
grösse zu existiren aufhören würde. So hypothetisch und problematisch 
die besondere < 'ouceptionsart des absoluten Nullpunkts der Temperatur 
auch sein möge, und ^<> sehr mau Ursache hat, einen solchen Punkt 
viel tiefer zu denken, so ist doch der allgemeine Bogriff desselben 
auch für die allgemeine Vorstellung des mechanisch Möglichen 
nieht ohue Interesse. Die Idee eines .Maximums der Dichtigkeit, 
welches durch das Spiel der mechanischen Naturkräfte hervor- 
gebracht werden könne, ist an sich nicht widersprechend, und es 
finden sich alle Ideen über absolute Maxima der Kräftewirkuug 
grade durch die neuern Vorstelltingen unterstützt, indem man die 
Naturkraft als einen endlichen Fond ansehen mttss. der sich nicht 
vermehrt und nicht vermindert, aber darum in jeder Wirkungsform 
eine letzte quantitative Grenze haben muss. 

194. Will man die Vorgeschichte der Mechanik der Wärme 
gehörig verstehen, so darf mau nicht annehmen, dass die Vor- 
stellung von einer Bewegung oder Agitation der kleinsten Theile 
' r Körper oder eine-; Stoffes in den Körpern das Entscheidende 
gewesen sei, wodurch man etwa auf die Aequivalenztheorie hin- 
gedrängt worden wäre. Die Conceptionsarten von dem, was die 
Wärme an sieh selbst sei. sind vielmehr nach der positiv fördernden 
Seite ziemlich gleichgültig- geblieben und haben in ihrer irrthüm- 
licben Gestaltung, welche die blosse Existenz eines Wärmestoffes 
und dessen Zu- und Abfluss zum firklärungsgrund der Erscheinungen 
machte, nur hinderlich gewirkt. Hätte allein die entgegenstehende 
Idee von der Bewegung als dem W esen der Wärme in der Theorie 
etwas helfen können, so hätten sogar rein philosophische Ausiohls> 

31* 



äusserungen, wie z. B. diejenige Lockes, die Joule zu einem Motto 
seiner Abhandlung von 1850 1 ) machte, zu einer Reform treiben 
müssen. Auch der geistvolle und universelle Thomas Young gelangte 
in seiner höchst rationellen Encyclopädie des exacten Wissens zu 
Vorstellungen, die abgesehen von dein A äquivalent selbst, den uns 
heute geläufigen Begriffen entsprechen. In seinem ebenso scharf- 
sinnigen als gelehrten Werk 3 ) bezeichnete er unter Verwerfung 
der Eeibui/.schen Metaphysik und aus Abneigung gegen die ent- 
sprechende Nameugebung die lebendige Kraft als „Energie" und 
setzte sie zur „Arbeit" in Beziehung, indem er sich zugleich dabin 
aussprach., dass die Wärme Bewegung sein müsse 8 ). Indessen 
ist es ganz offenbar eine andere Xothwendigkeit. als die der 
moleeulareu und unbestimmt dynamischen Vorstellungsart gewesen, 
was in der neuern Zeit die Beziehung zwischen Kraft und Wärme 
immer nähergerückt hat. Die technischen Anwendungen der Wärme 
richteten die Aufmerksamkeit immer mehr auf die Kraftgrösse, 
welche aus der Anwendung einer bestimmten Wärmemenge resultirte. 
Man wusste, dass mau nicht alle Wärme für den jedesmal gegebenen 
Zweek nutzbar machte, und so erklären sieh z. B. die Ideen Sadi 
Caraots, der nicht vermöge, sondern trotz seiner Voraussetzungen 
über das Wesen der Wärme in die Richtung von Aequivalenz- 
vorstellungen getrieben wurde. 

Hiezu kam noch, dass sich parallel mit der Entwicklung und 
dem Hervortreten der technischen Gesichtspunkte der Begriff der 
mechanischen Arbeit allmälig auch in der rationellen Mechanik 
geltend machte. Bei Lagrange kam dieser Ausdruck und die ent- 
sprechende Vorstelluugsart noch gar nicht in Frage. Für unser 
Jahrhundert sieht man aber aus l'oncelets Ititroduction ä la 
mecaiiique industrielle physiipie ou expenmentale 4 ) recht deutlich, 
wie sich der Sprach- und Begriffsgebrauch erst allmälig im Sinne 
der technischen Gesichtspunkte abänderte. Der geniale Begründer 
der modernen synthetischen Geometrie, der Verfasser des Tratte 

') Philosophu-al Transactions (l&BO) 8. 61: Heat is a very brisk agitation 
<>(' thf insensible narts tlie object. which produces iu ma that Sensation frora 
whence vve denoiniuate the object hot: so what In our Sensation is heat. in 
tbe object is nöthing but umtion. 

*) Natural Philosophy. 2 Bde. London 1807, Bd. J 8. 78 tg. 
:, 1 Ibid. S. 051. 

*) 1. Ausg. 182«, 2. Ausg. I8:tü -IU, •'!. Ausg. lieraiisg. von Kretz, 
Parts 1870. 
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des projH iötvs projeetives dos figures, der sonst die Neuheit der 
Wendungen öichi scheute, glaubte in jener mechanischen Schritt 
noch besonders bemerken zu müssen, das? er sich des Ausdrucks 
mechanische Arbeit und des entsprechenden Begriffs als einer 
leitenden Vcrstelhingsforiö bedienen wolle. Hietiei erkennt ruan 
deutlich, wie das besondere Hervorkehren des Arbeitsbegriffs in 
deu rein theoretischen und rationellen Grundlagen der Mechanik 
als eine noch erst zu vollendende Tbatsache, aber noch keineswegs 
als bereits eingeleitete Gewohnheit angesehen wurde. Wenn eine 
solche Voraussetzung schon von einem technischen Mechaniker 
gemacht und der durchgängige theoretische Gebrauch des Arbeits- 
begriff? für alle rationellen Grundlagen der Mechanik als eine Art 
Neuerung angesehen wurde, so kann man die Kluft ermessen, die 
im Uebrigen zwischen der reinen und analytischen Theorie einer- 
seits und der Geläufigkeit des Arbeitsbegriffs andererseits bestehen 
niusste. Hie Rückwirkung des vorzüglich in der praktischen 
Mechanik ausgebildeten Arbeitsbegriffs konnte aber nicht lange 
ausbleiben, und in den neusten Darstellungen der Mechanik macht 
sich der durchgängige Gebrauch des Arbeitsbegriffs je länger je 
mehr geltend. Hiemit soll nicht gesagt sein, dass den früheren 
Darstellungen der Kern der Sache an sich selbst habe fehlen 
können: denn in der Gleichung der lebendigen Kräfte, wie sie. von 
Lagrange coneipirt wurde, repräsentirt die eine Seite die räum- 
lichen Positionen des Systems, und wenn man zwei verschiedene 
Positionen als Grenzen setzt, so entspricht der dazwischenliegende 
Zuwachs an lebendiger Kraft einer Differenz zwischen den Wcrthen 
der auf die Positionen bezüglichen Function. Diese letztere 
Function ist es aber, die dem ganz universell gedachten Arbeits- 
hegriff thatsäehlioh entspricht, obwohl diese Auslegung und Vor- 
stclluugsart ursprünglich nicht vorhanden war. 

In Poucelets erwähnter Schrift ist es ein geschichtlich 
interessanter Umstand, dass in derselben 1 ) die Gedanken form und 
Redewendung von einer Umwandlung der lebendigen Kraft in 
Arbeit und der Arbeil in lebendige Kraft ganz entschieden hervor- 
tritt. War dies auch materiell keine wesentlich neue Einsicht, 
so war es doch formell ein erheblicher Schritt, das Princip der 
lebendigen Kräfte, ohne Einschränkung auf die von den bestimmteren 



'1 Durehgeheuds und besonders Art. 138 der Ausg., die mit der 2. 
übereiusthiniit. 



Voraussetzungen abhängigen älteren Erhall ungsvnrstellungen derartig 
zur Anwendung zu bringen, das-; den) Zuwachs und der Erzeugung 
lebendiger Kraft ein Verbrauch von Arbeit, und umgekehrt, äqui- 
valent gesetzt wurde. Eine solche Vorstellungsart, deren Ent- 
wicklung sich auch übrigens mehr und mehr vollzog, musste 
ausserordentlich dazu beitragen, den Gedanken der Kiäfteäquivalenzen 
auch in andern Richtungen nahezulegen. Der Mechanik und der 
zuerst in ihr ausgebildete]] Denkweise ist es daher zuzuschreiben, 
dass auch der weitere entscheidende Sehritt, nämlich die Erfassung 
der Idee möglich wurde, dass in allen Erscheinungsformen der 
Uaturkräfte ein identischer, rein mechanischer Kraftfond als Material 
zu Grunde liege. Diese Idee ist nicht erst nach und nach, sondern 
sofort mit der ersten Entdeckung und Berechnung des Wärme- 
äquivalents hervorgetreten, und sie ist als eine Frucht zu be- 
trachten, deren Horvorbringung, wenn man weit zurückgreifen will, 
im Huyghensschen Princij» des gleichen Autsteigens, ja schon in 
Galileis Vergleichung des Aufsteigungsraumes mit der erforder- 
lichen Geschwindigkeit gesneh.1 werden kann. Bedenkt man ausser- 
dem die Verbindung, in welcher diese ersten Grundlagen der 
Dynamik mit dem Cartesischeu Gedanken einer sich gleichbleibenden 
Menge von Bewegungsquantität, nach Ausmerzimg der irrthümlichen 
.Seite dieser letzteren Idee, zu den universelleren Urhaltungs- 
vorstellungen führten, so sieht man deutlich, dass ein verhältniss- 
mässig langsamer Gedankeuprocess stufenweise die heutige, durch- 
greifende Conceptionsart vorbereitet hat. Um jedoch den Contrast 
zu empfinden, in welchem die neue mechanische Wärmetheorie zu 
den Vorstellungen steht, welche früher möglich waren, erwäge 
mau schliesslich, was noch ein Fourier in der Vorrede seiner be- 
rühmten Theorie analytique de la chaleur, Paris 1822, zu schreiben 
vermochte. „Was auch die Ausdehnung der mechanischen Theorien 
sein möge, sie wenden sich durchaus nicht auf die Wärme- 
wirkungen an. Diese bilden eine besondere Ordnung von Er- 
scheinungen, welche sich durch die Principieu der Bewegung und 
des Gleichgewichts nicht erklären lassen." Selten wohl ist eine 
Vorhersagmig über die Schranken eines Gebiets glänzender widerlegt 
worden als die angeführte des grossen Analytikers, und dennoch 
war Fourier ein Mann, der an eben derselben Stelle den Grundsatz 
ausgesprochen und durch eigne Leistungen bethätigt hatte, dass ein 
,, tieferes Studium der Natur die fruchtbarste Quelle der mathe- 
matischen Entdeckungen 4 ' sei. Es war also nicht die Isolirung 



dp.« mathematischen Denkens von den Phänomenen, sondern wirk- 
lich die Kluft in den physikalischen Vorstellungen selbst gewesen, 
wodurch sich jene täuschende und uns jetzt befremdliche Sicherheit 
erzeugt hatte. 



Viertes öapitöl. 

Tragweite der mechanischen Principien. 

19Ö. Um die thateächliehen und möglichen Anwendungs- 
riehtungen des von mechanischen Grundsätzen ausgehenden Denkens 
in geordneter Weise überblicken zu können, muss man sich erinnern, 
dass die Mechanik eine reine .Mathematik der mit Rücksicht auf 
die Zeit betrachteten Ortsveränderungen zur Voraussetzung hat. 
In diesem Sinne ist der Ausdruck Lagranges 1 ), dass die Mechanik 
eine Geometrie von vier Dimensionen sei, sehr bezeichnend. 
Allerdings gilt er nur von der Phorouomie oder Kinematik *), die 
aber im Laufe unseres Jahrhunderts mehr und mehr als eine 
besondere Abstractionsstufe oder, besser gesagt, als ein eignes, zur 
reinen Mathematik gehöriges Gebiet hervorgetreten und selbst in 
neueren Lehrbüchern der analytischen oder rationellen Mechanik 3 ) 
diesem Gesichtspunkt entsprechend zu immer grösserer Berück- 
sichtigung gelangt ist. Alles was sieb in den drei Dimensionen 
des Raumes und in der vierten, die der Zeit entspricht, als Be- 
wegungserseheümng vollzieht oder als Ruhe darstellt, muss Gegen- 
stand der phoronomiseben Aullassimg werden können. Auch für 
die Statik ist ein phoronomisches Gegenstück denkbar; denn die 



') Theorie des fonetions analytiijues (.1813) dritte Abth. Art. I. 

' J ) Wortvorsehlag und Sinn der Kinematik bei A. M. Ampere, Kssai 
eur la philosophie des sciences. Paris liS'M, S. 50 fg. 

3 ) tin ü. B. in der 2. Aull, von Duhamel, Cours de meeaniqüe, Paris 185b", 
wo in dieser Beziehung ein besonderer Abschnitt eingeschaltet ist und in 
relativ weitem Umfang in Delaunay, Meeaniqne rationelle, t. Aufl. Paris 1866. 
WO das ganze erste Bnch rein phorononiisch ist. - Viel sogenannte Kinematik 
auch in Thomson and Tait, Natural Phüosophy (rationelle Physik) Bd. I 
* txl'ord 1867. wo jedoch die Wesentlichkeit der Einschliessuug aller von der 
X-'it abhängigen Begriffe verkannt und vornehmlich die blosse Geometrie der 
Ortsveränderungen, gleichviel in welcher Zeit dieselben stattfinden, als kine- 
matische Abstraction angesehen wird. 
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Buhe ist die dauernde Gegenwart an demselben Orte und setz 
mithin voraus, dass sich die Bcwegnngserscheinungon im Sinne der 
Translation und der Rotation derartig aufheben, dass die phoro- 
nomischen Punkte oder Gebilde, die man sieh als bewegbar denkt, 
irgend welche Zeit hindurch auch nicht die geringste Orts- 
\ cränderung erfahren. Die phoronomischen Begriffe unterscheiden 
sich von den specifisch mechanischen Vorstellungen dadurch, dass 
sie denkbar sind, ohne die Materie in Krage m bringen. Die 
Mannichfaltigkeit des phoronomisehen Gebiets ist zwar durch di 
Naturthatsjichen veranlasst, uuiss aber als ein Bereich von Ge 
bilden betrachtet werden, die wie diejenigen der übrigen reine 
Mathematik in den Satzungen und Combinatiouen des in Zeit und 
Raum construirenden Verstandes ihren vollständigen Erzeugung* 
grund haben. 

Hieraus folgt nun, dass der phoronomische Theil der Mechanik 
nicht nur nach Gewissheit und Erkenntnissart denselben Charakter 
hat, wie die reine Mathematik, sondern auch das äusserste An- 
wendungsgebiet mechanischer Einsichten ermessen lehrt. Abgesehen 
von metaphysischen Phantasmen wird dieses Gebiet die ganze 
Wirklichkeit der zugleich räumlichen und zeitlichen Phänomene 
und nichts weiter umfassen. Wer "nicht Räume mit andern 
Dimensionen oder sonst eine neue Geometrie in Bereitschaft hat 
wird sich an jener Gewissheit der Mathematik und an deren Ans 
dehnuug genügen lassen können. Wohin jedoch die unhaltbare 
Verdinglichimg des Unendlichgrossen zu führen vermöge, hat die 
Leugnung der unbedingten Wahrheit der Geometrie bewiesen, mit 
welcher Gauss in vertraulichen Mittheilungen 1 )' einen Anfang 
gemacht hat, auf dessen Autorität hin eine ganze kleine Geometrie 
entstanden ist, die mau auch Hypergeometrie 3 ) nennen könnte, 
die sich aber selbst vornehmlich als nichteuklidische Geometrie 
bezeichnet. In dieser Geometrie giebt es, wie Gauss in dem vorher 
augemerkten Brief erklärt, gradlinige gleichseitige Dreiecke mit 
ungleichen Winkeln, deren Summe von zwei Recliten beliebig ab- 

') Gauss an Schuhmacher unterm 12. Juli 1881, im „Briefwechsel zwischen 
Gauss und Schuhmacher", herausg, von Paters, Bde. Altona 1860—61« 
Bd. n S. 268. 

'*) Schritte in dieser Richtung geschahen von Riemann „Ueber die 
Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen". Abh. der Göttinger 
Ges. der Wissenschaften, Bd. 13 (1860 07): ihm schlottt sich an Heimholte 
„Ueber die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grande liegen," Nachriehteii 
von der K. Ges. der Wissenschaften zu Güttingen, Juni 1868. 
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weichen kann. An einer Beteiligung bei der Pflege dieser Geometrie 
des sogenannten Gaussschen Raumes hat es in den jüngsten Jahren 
nah und fern nicht gefehlt, und wenn es uns nicht selbst an dem 
erforderlichen Räume fehlte, so würden wir auf die auch der 
Mechanik drohende Untergrabung der geometrischen Axiome näher 
eingehen. So aber müssen wir die Angelegenheit den Metaphysik ein 
überlassen, die hier mit Befriedigung wahrnehmen können, dass 
diejenigen Frücht©, deren Emelung sie sich allein zuzutrauen 
pflegen, auch gelegentlich auf dem Buden der Mathematik reifen. 

100. Obwohl die eben berührten Unklarheiten nicht die 
einzige Trübung sind, durch welche die strengen Begriffe vom 
mathematischen Mysticisinus her zu leiden gehabt halten, so kann 
man doch nicht sagen, dass die über gewisse Seiten der Mathe- 
matik grade in unsenn Jahrhundert verbreiteten Nebel direct oder 
iudirect dem Einfluss irgend einer bestimmten Kichtung der Sehul- 
nietaphysik zuzuschreiben seien. I)a sich Jacob] und Dirichlet 
philosophisch indifferent verhielten und sich überhaupt nicht auf 
Fragen eingelassen haben, die sich mit der Logik oder Metaphysik 
der Mathematik berühren, so konnte in Deutschland nur Gauss 
in Frage kommen und auch von ihm weiss mau, dass er keiner 
besondern Philosophie huldigte, sondern in einzelnen Richtungen 
wie l. B. gegen seinen iu der bizarresten und uuexaetesten Weise 
am falschen Ort mathematisirendeu Facültätseollegen I I erhalt positive. 
Abneigung hegte. Wenn also die Autorität von Gauss dahin 
gewirkt hat, die letzten logischen Grundlagen der Mathematik in 
der angegebenen Weise und auch bezüglich des Imaginären ') iu 
einem mystischen Licht erscheinen zu lassen, so ist diese Thatsache 
aus den Eigenheiten der Person und ihres auch sonst an einer 
transceudenten Weltanschauung haftenden Charakters zu erklären. 
Auch kami man der Mathematik und ihren Anwendungen nur 
Glück wünschen, dass zu den Abirrungen, die auf ihrem eignen 
Felde veranlasst wurden, kein irgend erheblicher Fintluss der ver- 
schiedenen Richtungen der metaphysische!) Scholastik des PJ. 
Jahrhunderts gekommen ist. Die Hegel und Rei'bärl sind, wenn 



'I Vgl. hierüber Gauss eigne Auslassun<:. Göltingeir gelehrt«- Anzeigen, 
April 1881, wo er auch den Xchluss Kants auf die IdealitiH des Raumes Für 
unbegreiflich erklärt, während Gauss sonst doch selbst die Phantasmen vun 
mehr oder weniger als drei räumlichen Dimensionen als etwas hingestellt hat, 
was nur die B^qtier nicht begreifen könnten. 
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auch nicht für alle Math ematiker oder mathematischen Schriftsteller, 
so doch für den Gang der Mathematik and ihrer Anwendungen 
sowie für die logische Fassung der wesentlichen und am meisten 
streitigen Grundbegriffe völlig gleichgültig gehlieben. Wo sie in 
dieser Beziehung gelegentlich hineingeredet haben, sind ihre Con- 
ceptionen derartig ausgefallen, dass die bedeutenderen Geister sieh 
nicht versucht finden konnten, von solchen Aufklärungen Gebrauch 
zu machen. Auch hing die logische Gestaltung der mathematischen 
Wissenschaften nicht allein von Deutschland ab, und die um- 
fassendere Völkergemeinschaft würde immer eine gewisse Bürg- 
schaft gegen einseitige Voreiligkeiten geboten haben. Hin einziger 
grosser Denker, der für die Philosophie und von der Mathematik 
gelebt hat, ist in den Fall gekommen, mit wirklicher Sachkenntnis« 
auf die logische Gliederung der Mathematik sowie auf die Prin- 
eipien und Hauptergebnisse der rationellen Mechanik einzugehen, 
August Comte hat 1830 im l. Hände seines Tours de philosophie 
positive die mathematischen und mechanischen Voraussetzungen 
aller weiteren Wissenschaft ausführlich behandelt und die letzten 
200 .Seiten allein der Mechanik gewidmet. Obwohl nun diese 
Arbeit einen wohlgeordneten Ueberblick des Gebiets gewährte, 
sich durch scharfe Sonderlingen auszeichnete und auf diese Weise 
etwas bot, was einzig in seiner Art war und gehlieben ist, so hat 
doch der Autor sich wesentlich darauf beschränkt, im Ansehluss 
an Lagrange und unter Benutzung der reberlieferungen des Kreises 
der polytechnischen Schule den Stoff im Sinne einer klaren Architek- 
tonik logisch zu gestalten. Bezüglich der infinitesimalen Begriffe 
ist er nicht über die Standpunkte Lagranges und Carnots hinaus- 
gegangen und hat sich mit der vereinigten Darlegung dieser beiden 
Aiiffassungsarten begnügt. In seiner Auseinandersetzung der Prin- 
eipien der Mechanik griff er wesentlich wieder auf Newtons Fassung 
der Axiome zurück. Seine Erklärung, dass alle Versuche, das 
Trägheitsprincip aus blossen Gedanken, anstatt aus der Erfahrung 
stammen zu lassen ,, absurd" seien, und dass es thöricht sei, das 
Parallelogramm der Kräfte rein analytisch erweisen zu wollen, ist 
für das scharfe Gepräge seiner Ansichten bezeichnend. Ein- 
wirkungen Comtes auf die mathematischen Wissenschaften können 
aber insofern für uns noch nicht in Frage kommen, als seine 
positive Philosophie erst spät allgemeiner bekannt wurde und die 
Notiznahme von derselben grade in Deutschland von sehr neuem 
Datum ist. Uebrigens hat sich aber auch die Originalität dieses 
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Philosophen trotz seiner vollständigen Fachkenntniss der Mathe- 
matik mehr in einer andern Richtung, uämlich in der Philosophie 
der Geschichte und in der universellen Auffassung des Ganzen 
der Wissenschaften bekundet. 

Nimmt mau die eben berührte gesündere ßrseheiauug 
aus, so kann mau behaupten, dass der Geist des achtzehnten 
Jahrhunderts nicht etwa Mos in seiner allgemeinen philosophischen 
Haltung, sondern auch in seiner speeifisühen Bekundung im 
Gebiet der mathematischen Wissenschaften klarer und ver- 
stau uYsmässiger gewesen sei, als derjenige des neunzehnten. Hat 

auch das, was für die zwei letzten Generali n namentlich in 

Deutschland Philosophie hiess. seine verunstaltenden Wirkungen im 
Allgemeinen nicht auf die mathematischen Wissenschaften erstrecken 
köuneii, so haben doch die Abirrungen in der Mathematik und 
die Bückschritte, welche in der Deutlichkeil der Begriffsfassungen 
gemacht worden sind, mit jenen Entartungen des philosophischen 
Geistes eine gemeinsame Wurzel. Der t@staurati.VG Geistestypus, 
der am ausgeprägtesten in einem Gauchy ') vertreten war. ist 
keine Zufälligkeit gewesen und bat bei andern Persönlichkeiten 
seine mimler auffallenden Gegenstücke gehabt. Eine gewisse 
logische Trägheit, die mit dem Interesse des 18, Jahrhunderts an 
klaren Begriffsfassungeu wirklich contrastirt, ist sichtbar genug 
ilie Mitgift der restau rativen Aera der zwei letzten Menschenalter 
geworden und hat auch gegenwärtig noch nicht aufgehört, ihre 
Schatten auf die Behandlungsart derjenigen Wissenschaften zu 
werfen, bei denen unbedingte Strenge und Klarheit eine Gruud- 
forderuug ist. 

') Vgl. zur richtigen Auffassung wesentlicher Züge des Typus Cauchy 
die neuste Arbeit Theodor Weehniakofs zur anthropologischen Biographik 
geistiger Oapaeitiiten unter <leiu Titel: Contributiou etc.; seiende section des 
Recherches sur les Couditions authrojiülo^iiiues de la Produetion BCientiflque ei 
esthetique,Moseou 1872. Die Unternehmung einer im Sinne der naturwissenschaft- 
lichen Denkweise gehaltenen Theorie des biographischen Elements wissenschaft- 
licher und künstlerischer Leistungen ist ein originales Verdienst des Moskauer 
Gelehrten, der auch in dem uns hier angehenden tiebiet viele anregende und 
zutreffende Auifastäungearten vorgelegt hat. So ist z. B. -seine Vergleich nag 
Canchys mit dem solhst verständlich hoher gestellten Knier trotz der historischen 
Kluft als gelungen zu erachten und namentlich ist das nach allen Kiehtuugen 
in die Breite divergirende Wesen der analytischen Capacit&t lieider Mathe- 
matiker ein (Jruudzug. der mit logischer Coneeutratiouskral't sowie mit 
scharfer und abschliessender Systematik auch als psychologisch unvereinbar er- 
scheinen muss. 
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197- Tu logischer Hinsicht ist der Begriff der remen Phoro- 
noniie als einer Geometrie von vier Dimensionen sehr aufklärend, 
Wenn auch praktisch die ansserllche Absonderung in der Behand- 
lung keineswegs nothwendig ist. Die Phorönomie hat die apriorische 
Gewissheit der reinen Mathematik und begrenzt sich dadurch, 
dass in ihr der reale Massenbegriff keine Stelle hat. Ihre An- 
wendung auf die Welt der vollen W irklichkeit vermittelt sich eist 
dadurch, dass sie zur eigentlichen Mechanik wird, indem sie die 
Massen und deren VerscMedenherl berücksichtigt. Mit diesem 
Schritt kommen die eigentlichen mechanischen Prineipien in Frage, 
Welche sieh attf das Verhalten der Materie und der sich au der 
letzteren äussernden Kräfte beziehen. Jedoch könnte man von 
dem einen zu dem auderu Gebiet dadurch eine Brücke schlageu, 
dass mau die Häufung phoronöinischer Punkte, welche als Träger 
von Bewegungserscheiuungen gedacht werden, als ideelles Analogon 
der Materie und ihrer Mengenversehiedenheit einführte. Trotzdem 
würden aber die empirischen Prineipien, welche das Verhalten der 
wirklichen Stoffe und Kräfte betreffen sowie ausserdem auch die 
Constanten und die zahlenmässigen Feststellungen absoluter Wir- 
kungsgrösseii uicht zu entbehren sein und den deutlichsten Beweis 
liefern, dass die Mechanik eine reale Wissenschaft ist, deren An- 
wendung auf der Frfassung einfacher Naturthatsachen beruht. 

Bei der Mass* 1 denkt man zunächst nur an gravitirende 
Materie; aber sowenig der Begriff der allgemeinen Materie durch 
die Feststellung der Wägbarkeit eingeschränkt ist, ebensowenig 
begrenzt sich die Mechanik durch eine so enge Vorstellung. Sind 
es bis jetzt auch nur hypothetische Medien, auf welche sieh über 
deu Kreis der als punderabel erkannten Materie hinaus die mecha- 
nischen Lvaisniinements erstrecken, so ist diese Unvollkomnieiiheit 
doch nur als provisorisch zu betrachten, Der Hauptmaugel liegt, 
vorläufig in der Unbekanntschaft mit dem, was man im Aether 
oder in andern hypothetischen Medien als Menge der Materie be- 
trachten und mit den sonstigen mechanischen Massen vergleichen 
könnte. Wäre der Widerstand, von dem die Bahnveränderungen 
der Kometen Zeugniss geben 1 .;, wirklich auf den Aether und nicht 



') Vgl. Euke „Uebcr die Existenz eiuos widerstehenden Mittels im 
Weltraum", Berliner astronomisches Jahrbuch für 1861. S. :>10 fg. — Ueber 
eine mögliche Art der mechanischen Behandlung nacli herkömmlichen Annahmen 
vgl. auch Jacobi in der Theoria novi multiplicatoris § 29, Werke Bd. I S. 205. 
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etwa auf kleine pöriderable Massen oder Massentheilehen zurück- 
zuführen, so wäre die unmittelbare fregenseitigkeit in der Be- 
wegungsübertragung von der einen Arl der Materie auf die andere 
nach Analogie der Bewegung in gravierenden Medien sehr nahe- 
gelegt. TJebrigens ist ja aber auch die Brücke von den tbennotischen 
zu den mechanischen Erscheinungen gesehlagen, und es fehlt nur 
an der Zerlegung der von der Wärme vorgestellten mechanischen 
Phäuomene nach Maassgabe einer Unterscheidung der Masse des 
Mediums von den afficirenden Beweguugsursachen, Wenn mau bei 
Erörterungen der elektrischen Erscheinungen von der Masse redet, 
so ist Meniit keineswegs der Begriff der Menge einer allgemeinen 
Materie gegeben, vermöge dessen man die verschiedenartigsten 
Kräfteerseheiuuugeu auf einen einzigen gleichartigen Träger zu 
beziehen vermochte. Die Anwendung der mechanischen Principien 
bleibt daher auch hier für jetzt in erhebliche Schranken gebannt, die. 
sich nur in dem Maasse erweitern werden, in welchem man das 
Gleichartige in der universellen Materie erkennen und schliesslich 
messen lernen wird. 

198. Als die ersten Anwendungen der eigentlich mechanischen 
Principien muss man die Behandlung der bestimmteren Probleme 
der Mechanik selbst und alsdann die Ausdehnung auf den erreich- 
baren Theil der gegebenen Naturwirklichkeit betrachten. Es sind 
also zunächst die einzelnen abstraeteren Aufgaben und ausserdem 
besonders die planetarische und kosmische Mechanik, die liier die 
Hauptlinien der Auwendung bezeichnen können. Unter den ab- 
straeteren Aufgaben ist das Rotationsproblem hervorzuheben, 

zu dessen Behandlung besonders die auf die Präcesäi md 

Nutation bezüglichen Fragen angeregt haben, und welches die 
einfachste Form der Lösungsart durch Poinsots Theorie gefunden 
hat, Es hat dies Problem sogar solche Begriffe den Elementen 
und allgemeinen Principien näher gebracht, die man herkömmlich 
nicht unter die priucipiellen Präliminarien aufnimmt, sondern mehr 
als Anwendungen erscheinen lässt. Hieher gehört insbesondere 
die Conception der drei durch den Schwerpunkt eines Körpers oder 
momentan anfgefassteu Systems gehenden Hauptträgheitsaxen, d. h. 
der freien, natürlichen und permanenten Rotationsaxen. Dieser 
Begriff eignet sieh ebenso wie der des Schwerpunkts oder momentanen 
Massencentnims zur Aufnahme in den Kreis der einfacheren Aus- 
gangspunkte aller Mechanik. Ebenso ist der zugehörige Begriff 
der Trägheitsmomente vermöge meiner Natur am consequentesteu 
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sofort an den Massenbegriff und an diejenigen Vorstellungen anzu- 
schliessen, dir sich für die translatorische Bewegung an die hypo- 
thetische Vereinigung der ganzen Masse im Schwerpunkt knüpfen. 
Wo man auch die mechanischen Principien anwenden will, wird man 
die letzteren Grundbegriffe als eigentliche Elemente ansehen müssen, 
ohne deren Hülfe gar kein völlig exacter und zugleich vollständiger 
Ausdruck der einfachsten mechanischen Vorgänge möglich ist. 

Zu den berühmtesten Specialproblemen gehört das der drei 
Körper, welches eine allgemeine Lösung über das gegenseitige 
Verhalten in Folge attractiver Kräfte verlangt. Speeifseh mechanische 
Principien neuer Art sind bei dieser Aufgabe nicht abzusehen. 
Die Schwierigkeit besteht in der analytischen Anwendung der 
gewöhnlichen Axiome und Principien. Hie Lösungen in Approxi- 
lnationsform für besondere Fälle beziehen sich praktisch auf die 
astronomischen Störungen, und alle Portsehritte in dieser Beziehung 
haben bis jetzt von den Wendungen und Gestaltungen im Gebrauch 
der Analysis abgehangen. Wo es sich eigentlich nur um Integratious- 
probleme handelt, sind die speeifisch mechanischen Ausgangspunkte 
nicht mehr in Frage, und die Möglichkeit einer ausgedehnteren 
Anwendung der mechanischen Gruudeiusichten hängt von der Er- 
weiterung der mathematischen Mittel ab. 

Die universalsten Gesichtspunkte der Anwendung ergehen 
sich, wenn die planetarische öder gar die ganz allgemein gedachte 
kosmische Mechanik die Stabihtütsvorstelliingon oder die Ideen 
von dem mechanischen Charakter der Naturvergaugenheit ins Auge 
fasst. Was Laplace Himmelsmechanik nannte, war wesentlich nur 
planetarische Mechanik, und auch der Ausdruck Weltsystem muss 
in einem engeren Sinne genommen werden. Die genetischen 
Voraussetzungen, welche gleichsam die Geschichte oder die zu 
einer früheren Epoche gegebenen Formen des planetarischen Mechanis- 
mus kennzeichnen sollen, und sich in der letzten Anmerkung von 
Laplaces Exposition du Systeme du monde 1 ) skizzirt finden, ent- 
halten die bekannte Hypothese von einem ursprünglich gasförmigen 
Zustand des Sonnensystems und lassen ausser der ursprünglichen 
Rotation dieser Gasmasse hauptsächlich die Abkühlungen für die 
weiteren Gruppirungen maassgebend werden. Die Kometen werden 
biebei als dem Sounensystem fremdartig und von andern Räumen 
und Systemen kommend angesehen 2 ). Strenge, mathematisch ver- 




WVrke Bd. VI i184Üi Note 7, S. 47U-479. 
) Ibid. Ö. 475. 
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mittelte Deductioneu sind in Beziehung auf die fragliche Hypothese 
bis jetzt nicht möglich, da es keinen Weg giebt, die gegenwärtigen 
Oerter der Planeten aus angenommenen früheren Positionen der 
zerstreuten Materie abzuleiten, was. wenn es geschehen sollte, 
erfordern würde, das Gesetz des GruppirungsprocespeS mathematisch 
zu verfolgen und aus einer vorausgesetzten Gestalt des Systems 
eine Veränderung dieser Gestalt positiv und exact, also nicht Mos 
in unbestimmten Zügen zu entwickeln. Die EjpotheSe bleibt aber 
nichtsdestoweniger eine unausweichliche, weil die Rückschlüsse 
von der gegenwärtigen Beschaffenheit und von den Spuren der 
Bildungshergäuge keine andere Vorstelluugsart erlauben. 

Die kosmische Mechanik bedeutet nicht blos dem Umfang, 
sondern auch dem Wesen der Sache nach erheblich mehr, als eine 
mechanische Theorie des Sonnensystems. Allein dieser gewaltige 
Begriff, der in seinen Rahmen das Universum aufzunehmen hat. 
ist thatsächlicli nur mit wenigen bestimmten Vorstellungen aus- 
gefüllt. Die Wahrnehmbarkeit des Gravitatiousgesetzes iu den 
gegenseitigen Bewegungen der Doppelsterne ist der einzig ent- 
scheidende Punkt, den man als eine in der neusten Zeit immer 
mehr gesicherte Ausdehnung der mechanischen Principien auf die 
Massen des Universums ansehen kann. Ausserdem liegt es am 
nächsten, eine exacte Vorstellung von den Ursachen der Formen 
der Fixsf eriisystemc und zwar zunächst der Milchstrasse nach 
mechanischen Principien, also durch Verbindung der Rotation mit 
der Gravitation zu suchen. Der Umstand, dass sich diese Formen, 
weit entfernt, die Kugelgestalt an sich zu tragen, im Gegentheil 
dem Typus einer sich einer Ebene nähernden Anordnung an- 
bequemen, ist eine mechanische Andeutung von dem, was unter 
Voraussetzung der Rotation, in einem gewissen Maasse und dem 
allgemeinen Schema nach wirklich deducirt werden kann. Laplaces 
unveränderliche Ebene kann in dieser Hinsicht noch eine um- 
fassendere Bedeutung erhalten, als sie zunächst gehabt hat. 

Solauge man bei einem Fixsternsystem oder auch bei Gruppen 
derselben, ja überhaupt bei blossen Tb eilen oder Stücken de's 
Universums stellen bleibt, neben denen man noch andere Systeme 
und Massen zur Seite lässt; — solange man also nicht die Totalität 
der Natur zum Gegenstand der Anwendung mechanischer Principien 
macht, bleiben gewisse Cousequenzeu unmöglich und sein- erhebliche 
Sätze in dieser Richtung unfruchtbar. Um nicht blos den ausser- 
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liehen Umfang sondern auch den Gatt ungscharakter der Anwendungen 
des Mechanischen auf das Universum zu ändern, müssen die Be- 
griffe seihst universal abgeschlossen werden. Dies ist zunächst 
formal möglich und zum Theil schon Thatsaehe, indem z. B. die 
mechanischen Erhaltungsprincipien auf den Inbegrilf aller vor- 
handenen, wenn auch nicht wahrgenommenen Naturkräfte bezogen 
werden. Der früher erörterte Satz, dass der Schwerpunkt oder, 
mit andern Worten, das Massencent nun des Universums ruhen 
müsse, da im Natursystem alle Kräfte innere sind, und dass mit- 
bin die Trägheitsbewegung desgelben, die der mathematischen Cou- 
stante zu entsprechen hat, Null sein umss; — dieser Satz ist 
nicht der einzige, der im Hinblick auf den Inbegriff aller Natur- 
massen und mechanischen Naturkräl'te formulirt werden kann. 
Die Natur ist als Totalität, abgesehen von ihrer sonstigen Be- 
schatl'enheit, ein mechanische-; System und mnss, da ausser der- 
selben nichts Mechanisches vorausgesetzt wird, die allgemeinen 
Eigeiisehaften mechanischer Systeme an sich tragen und zwar in 
einer principiellen Bestimmtheit, die durch den Wegfall der Vor- 
aussetzung äusserer Kräfte entstellt . Bei allen Theilsystemen 
können Wirkungen in Frage kommen, die von andern Systemen 
stammen: bei dem System aller Systeme ist dies ausgeschlossen. 
Diesei' [Tebergang vom Theil zum (Tanzen hat einige Aehnliehkeit 
mit denjenigen mathematischen Procednren, die eine Vielheit ins 
Unbeschränkte hinein umfassen, ohne dass er jedoch mit dem 
Begriff des stetig Unbegrenzten oder einer discreten Unendlichkeit 
etwas zu schaffen hätte. Bin mechanisches System kann universal 
umfassend, darf aber nicht unendlich gedacht werden, wenn es 
einen Sinn behalten und Gegenstand der Anwendung der Prinzipien, 
also auch der Rechnung mit wenigstens hypothetischen Massen 
und Kraftgrössen bleiben soll. Die Uubesehränktheit in der An- 
einanderreihung von materiellen Wirkungscentreil, die für einen 
Punkt der Reihe auch bei unbegrenzter Summirung der Kraft - 
Wirkungen ein unterhalb einer Grenze bleibendes Resultat ergeben, 
bleibt, allerdings zulässig und kann sogar zu den wichtigsten Ein- 
sichten über das Maass der relativen Unabhängigkeit der mecha- 
nischen Theilsysteme führen. Man kann durch diese Wendung 
auch dazu gelangen, sich völlig gegen die Widersinnigkeiten zu 
sichern, welche der Hegriff einer der gewöhnlichen Vorstellung von 
der Unendlichkeit des Raumes entsprechenden Häufung der Massen 
mit sich bringt. E c : darf aber hiebei nie vergessen werden, dass 




die vollendete Unendlichkeit unter allen Umständen ebenso wider- 
sinnig bleibt. wie die in der Wortformel einer letzten Zahl der 
Zahlenreihe enthaltene [JnmögiiehieitseQueeptioji. 

199. Der mechanische Kosmos reicht soweit, als Materie 
und Bewegung wahrgenommen werden können oder vorausgesetzt 
werden müssen. Kr stellt wirklich, der alten Bedeutimg des Wortes 
entsprechend, eine mechanische Ordnung vor. die in ihrer Art un- 
beschränkt alles Existirende umfasst. Das Spiel besonderer Ge- 
staltungen im Organischen und Vitalen schliesst die Gesetze der 
Mechanik nicht aus. sondern hat sie zur Voraussetzung. Ehe wir 
jedoch zu diesem andern äussersten Rüde der Bethätigung mecha- 
nischer Principien übergehen, müssen wir noch das Verhältnis* 
der Mechanik zur Physik berühren; Dieses Verhältnis« gestaltet 
sich mehr und mehr derartig, dass der rationellste Inhalt der 
Physik immer entschiedener als angewaudte Mechanik sichtbar 
wird. Die Akonstik ist derjenige Theil der Physik, welcher sich 
zuerst am nachdrücklichsten und unmittelbarsten zu einer An- 
schliessung an die mechanischen Principjen geeignet hat. Ja er 
steht nach einer gewissen Seite mit sehr wesentlichen Elementen 
seines Inhalts noch innerhalb der herkömmlichen Abgrenzungen 
der Mechanik selbst: denn die Aerostatik und Aerodynamik oder 
überhaupt die Mechanik des Gasförmigen werden zum Umkreis der 
rein mechanischen Theorien gerechnet. Wenn aber die deducirende 
Consequenz aus mechanischen Priucipien in der bestimmten Form 
eines durch Rechnung fortschreitenden Verfahrens thatsächlich 
irgendwo abbrechen miiss. und wenn auch die weniger bestimmte 
Schlussart. die auf das eigentliche föeehnen verzichtet, nicht 
überallhin zu reichen vermag, so ist der Grund hiefür in dem 
Mangel an Ausbildung zu suchen, der an <Au wesentlichen rein 
mechanischen Theorien noch nicht gehoben werden konnte, zu 
dessen Ausgleichung aber einige erhebliche Schritte grade in der 
jüngsten Zeit geschehen sind. 

Der eben augedeutete Mangel betrifft vor allen Dingen die. 
Theorie der Bewegung in widerstehenden Mitteln. Die Thatsaehe. 
dass Dirichlet die gewöhnlichen Vorstellungen in diesem Gebiet 
in Frage stellen konnte, isi hier bezeichnend. Uebrigeus hat man 
ja aber auch seil Newton den Widerstand der Medien hypothetisch 
für zwei Fälle behandeil , nämlich je nachdem derselbe als der 
einfachen Geschwindigkeit, oder aber als dem Quadrat derselben 
proportional gesetzt wurde. Diese Doppelheit der allgemein mathe- 

Dühriujf, 0»»cLickte der Maakauü. 32 
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niatiseheu Annahme s&eigt ebenso, wie die auf das ganz Allgerneiäe 
beschränkte Vorstellung, derzuMg« der Widerstand eines Mittels 
überhaupt als eine gänzlich unbestimmte Function der G-esehwiadigf- 
keit des im Medium bewegten Korpers behandelt wird, dass eine 
den Ei'fahrungseigenStChafteu der gasförmig oder tropfbar flüssigen 
Mittel entsprechende Theorie nach erst bestimmter zu gestalten sei. 

Wenn nun schon die Bewegung in widerstehenden Mitteln, 
die physikalisch sehr zugänglich sind und in ihrer fo&tenü nichts 
Hypothetisches haben, eine Schwierigkeit bildet, so werden die 
Hindernisse bei hypol frei isclien Medien noch steigen müssen. 
Ausserdem ist ja aber auch die Bewegung des Pesten im Flüssigen 
noch das einfachste Problem, und die Beherrschung der mannieh- 
iaitigeu Uombinatioueu. die innerhalb der verschiedenen Diehtigkeits- 
ziistände und in deren gegenseitigem Verhalten stattfinden können, 
eröffnet die Aussicht auf die Oberwendling von Schwierigkeiten 
deren Grösse sieb nicht blas dein Oimfang., sondern auch den 
Gattungscharakter nach steigert. Am erfolgreichsten ist die all- 
gemeine mechanische Theorie bis jetzt noch in der Lehre von der 
o-jcillaforischen Fortpflanzung der Bewegung gewesen. Diese Lehre 
umt'asst alle Aggregat/zustände, wenn sie auch für die gasförmigen 
Systeme relativ am vollkommensten ausgebildet ist. Die Fori 
Pflanzung des Schalles in gasförmigen, tropfbar flüssigen und ü 
festen Körpern bildet hier ein charakterisirendes Hamptfeeispiel de 
Tragweite rein mechanischer Priiicipien. Dieses Beispiel zeigt aber 
auch, wie viel Mühe es gekostet und wie lauge Zeit es erfordert 
hat. die Theorie den Thatsacheu entsprechend zu gestalten 
Newtons Ergebnisse in Bezug auf die Schallgeschwindigkeit in der 
Luft tnussten erst durch die von Laplace vorgenommene Berück 
sichtiguug der Wärme 1 ) ausgeglichen werden, und diese Berück 
sichtigung der Wärme hat wiederum durch die neusten Theorien 
über die mechanische Natur der Wärmevorgänge beleuchtet werden 
müssen. 

Im Allgemeinen sind die Feststellungen über oscillatorische 
Fortpflanzung der Bewegung nichts als die (fruudzüge einer Theorie 
der Mittheilung der mechanischen Action in beliebigen mechanischen 
Systemen von jedwedem Zustande der Aggregation. Die Aggregatiou 
selbst ist aber bei näherer Untersuchung ein Begriff, der Vielerlei 
einschliesst. Die blosse Dichtigkeit entscheidet nicht ausschli» 



i. 

: 



Mecauiqiiü Celeste, Bd. V der Werke ^1846) Bwh XJ1 (Jap. 
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liefe, uihI es sind die Anordnungen und Kriiftebezieliungen seihst, 
die in Präge kömnien. Ausserdem denke man mir beispielsweise 
an die KiTstallisaiiousuutersohiede, durch welche nach verschiedeneu 
Richtungen eine verschiedene Gestaltung der Wittheilung der 
Bewegung verursachl wird. Nichtsdestoweniger wird die Er* 
Weiterung der rein mechanischen Auflassung dadurch fortschreiten, 
dass dir allgemeinen oseillatoriseheu Schemata der Bewegüngs- 
mittbeilung als mechanische Speoialtheorie abgesondert und voran- 
gestellt, nichl aber im Zusammenhang mit demjenigen Stoff belassen 
werden, der im (leidet der Physik den speeifi sehen Beschaffen- 
heiten der verschiedenen Medien entsprechen mag. 

Offenbar hängen die Praglichen Portschritte davon ab. das-; 
zunächst die Hydrodynamik im weitesten Sinne des Worts, also 
einschliesslich der Mechanik des ftasfÖrmigeu, erhebliche Er- 
weiternugeii erführt. Erinnert mau sich aber, dass die Gestalt 
des dreiaxigen BHipsoids als allgemeine Gleichgewiehtsform Für 
eine Flüssigkeitsma-<sc unter der denkbar einfachsten Voraus- 
setzung erst von Jacobi constatirt. und dass die Grundform des 
eigentlich dynamischen Verhaltens einer solchen Masse erst noch 
zuletzt von Dirichlet hingestellt worden ist, so wird man ermessen, 
dass eine allgemeine mechanische Theorie, welche jeden Körper 
als Medium zu behandeln und die Entwicklung, also nicht blös 
die t'ebertragung der an seinen Theilen wirkenden Bewegungs- 
affectionen auch nur in bestimmteren (Jrundzügeii exaet und 
mechanisch dedneirend übersehbar macht, schon zu den sehr weit 
vorgreifenden Conceptionen gehört. Trotzdem wird um der All- 
gemeinheit der Vorst elluugsarl Willen nicht darauf zu verzichten 
sein, diese reine Form der Anweudnngsgestaltuug mechanischer 
PrMcipien kenntlich und so die Antriebe sichtbar zu machen, von 
denen eine erweiternde Vörschiebung der zeitweiligen Schranken 
des der angewandten Mechanik zuzuweisenden Wissens zu ge- 
wärtigen ist. 

Wie schwierig die Elnssigkeitsmechauik in rationell ableitende] 
Form sogar für die bekanntesten Medien werden müsse, sobald 
man die Bewegung der einzelnen Theilohen schliessend und 
rechnend verfolgen will, zeigt das Beispiel der Wasserwellen, deren 
experimentelle Untersuchung durch die Brüder Weber 1 ) einen Ein- 
blick in das verstattet, was rationell mechanisch erforderlich sein 



l ) Ü. H. und W. Weber. \\ «Ueulenre. Leipzig LÖ2&, 
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würde, um die beobachteten Theilehenbewcgungei] als Xothweudig 
keiten zu erkennen. Die Molecularmechanik schliesst zwar durch-» 
aus nicht wesentlich eine bestimmtere Kenntniss der atomistiseheu 
oder moleculareu Gonstifciitip der Medien und Körper ein: aber 
sie setzt voraus, dass man die Theilchen als bei der Bewegung 
msaminenvefbleihende und auf diese Weise selbständige Massen 
denken könne. Nun besteht die Schwierigkeit der Anwendung der 
mechanischen Principien auf die Theilchenbeweguug hauptsächlich 
in den Hindernissen, die sich der völlig selbständigen Verfolgung 
der Bahn eines Theilcheus entgegenstellen. Schou die Abgrenzung 



des Begriffs eines selbständig bewegten Theilehens erlordert hier 



einige Umständlichkeiten; denn es ist da. wo man sieb auf keine 
hypothetische Constitution des Mediums berufen will, doch aller 
mindestens erforderlieh, das Theilchen als den Träger einer all 
seine l ntertheilchen mit unbegrenzter Annäherung gleichmäßig 
affieireuden Bewegimg zu denken, wobei innerhalb des Theilehens 
Affectioneu zweiter Ordnung zugelassen sind. So wird dem mathe- 
matischen Oalcül entsprochen, und es ist für die Strenge der Vor- 
stellung nicht einmal nöthig, dass die IJubegrenztheit vorbanden 
sei. Die Annäherung muss nur eine solche sein, dass man di 
Effecte zweiter Ordnung im Verhältnis* zu der Uesammtheweguii: 
des zusauinieiigefasaten Masse nth eilchens als quantitativ unerheblich 
vernachlässigen kanu. Die differentiellen Metboden werden alsdann 
allerdings zu approximativen Verfahrungsarten: aber diese An- 
näherungen sind solche, deren Grenzen man bemessen kann, und 
die daher völlig sieben' Schlüsse auf ein i lesammtergebniss liefern. 
Von dieser Seite siebt also den Anwendungen der mechanischen 
Prinzipien, auch abgesehen von der Constitution der verschiedenen 
Stoffe, nur die Schwierigkeit einer solchen mathematischen Be- 
arbeitung entgegen, die soweit reicht, dass eine Bestätigung durch 
die ebenfalls nicht leicht zu gewinnenden Beobachtungen in jedem 
Stadium der Entwicklung möglich bleibt, 

200< Da die oscillatoriscbe Bewegung die mechanische 
Grundform aller gegenseitigen Thoilchenhcziehuugen liildei, die 
gewöhnlich als Störungen eines stabilen Gleichgewichtszustandes 
aufgefasst werden, und da die Verfahr unzarten der \atur in der 
materiellen Tebertragung der mechanischen Wirkungen sich schliess- 
lich immer auf kleine Schwingungen zurückführen lassen, so iftuas 
hier noeb an ein berühmtes Kpecialprohlem erinnert werden, welches 
der Ausgangspunkt für eine wichtige Vorstelluugsarl über die 
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Zusaromensetznng der Vibrationen geworden ist, Indem Daniel 
Bernoulli in seiner Abhandlung über die Mischung nnd Coexistenz 
einfacher Schwingungen 1 die allgemeinem Consequenzen des von 
Taylor in Angriff genommenen Problems der vilnirenden Saiten 
zog und hiebei TOn den Richtungen der d'Alenihertschen und 
Kulerschen Versuche ahstrahirtc . gelangte er zu einer Idee, 
welch« besonders durch die neuste Gestaltung der Akmistik wieder 
in den Vordergrund gebracht worden ist. Er stallte diese Idee 
ganz allgemein als einen Salz hm, der rein ineelianiseli und ab- 
geselicn von allen Anwendungen tür jedes System von Körpern 
gelle, die unl <t wechselseitiger Einwirkung oseilliren. Am Sehluss 
seiner Arbeit ■ i erachtete er die neue Wahrheit der mechanischen 
Physik als dahin festgestellt : ,.dass in jedem System die gegen- 
seitigen Bewegungen der Körper Immer eine Mischung von ein- 
fachen, regelmässigen und permanenten Schwingungen verschiedener 
Arten .... sind." 

Diese sogeuauiite Coexisteu/. der kleinen Schwingungen er- 
schien einem Lagrange ;| ) nicht als ein in allen Beziehungen ge- 
klärter tiedanke, und es möchte vielleicht nur die spätere mathe- 
matische Ergänzung der analytischen Auffassung* Inrmeii der fraglichen 
Beziehungen durch Fourier *) gewesen sein, was in Verbindung 
mit der Hiehtiuig, welche die zugehörigen aknustischeu Experimente 
und die Analyse des Klanges seit den Anregungen Georg Ohms 5 1 

'i Sur le iiielange d'' plnsieui's ospcce.- • l ■» Vibration.« simples isochrones 
|M>uvi>iit coexister dans an meine systeiüe de Corps; Ifistoire fle l'aGad,emie 
de Berlin, für 175:5. *) Ibid. Art. 18. 

:, i Mefi, anal. Bd. 1 1811) Dynamik Seefc, VI Art. 47 und 59. -- 
Vgl. hiezu auch noch die kurze Geschichte des Problems der schwindenden 
Saiten in Lagraugc« ..Kecherches sur la nature ot la propagatiou du son", 
zuerst in «Ion Miscellanoa Taurinensia, Bd. 1 (1759): auch in Oeuvres de 
Lagrange. Bd. I (18671 Art. 11 fg. (Seite 61 fg.). 

*) In der Theorie unalytique de la chaleur. Paris L822; siehe besonder« 
ktt. 230, wo die Erfüllung der Bernoullistsben Voraussetzung der Entwickel- 
baikeit einer Function in eine Reihe von »Sinus und Cosinus vielfacher Bögen 
als Princip der strengen und vollständigen Lösung des Problews uiarMrt 
wird. Spuren der Kon nHi-sehen Behandlungsart der kleinen Schwingungen 
finden sieh übrigens schon in seinem Memoire .sur la statique etc. Journal 
de l'eeole polytechnimie. tonie II (an VT). 

R ) In seiner durch die Seebeckschen Versuche veranlassten Abhandlung 
.,!'<ber die Definition des Tones", Beggendorfs Annalen, Bd. 59 (1843) und 
Bd. 62 11844). Vgl. in dem ersteren Haupttheil der Ahh. besonders Nr. 4 
(Bd. 591 S. 519, wo die Benutzung des Fourierscben Satzes dargelegt wird. 
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genommen haben, dazu geführt bat, dass nicht Wo? der unleug- 
bare Kern der Bernouilischäii Idee, sondern glich die damii bisher 
verbundenen, mindestens zweideutigen VorateHungen als nicht mehr 
in Frage zu bringende Grundlagen des physikalischen Raisonne- 
ments gelten. Weil annehmbarer würde sieb die hochwichtige 
Löhre von der Znsamraensetznng de» einfachen Schwingungen 
gestalten, wenn mau sieh in Anlelinung an eine strenge Fassung 
der infinitesimalen Begriffe dazu herbeiliesse, alle Cousequenzen 
der einfachen Wahisheij zu ziehen, dass ein selbständiges materielles 
Theilcheu stets nur eine einzige Hahn beschreiben kann. Die 
Cnpvistenz der kleinen Schwingungen kann bienach zunächst keijie 
andere Bedeutung haben als das /msammenbesteben von Bewegungen 
überhaupt. Der Gedanke einet Zusammensetzung selbständig vor- 
handener Bewegungen, von denen einuuddasselbe Theilcheu afflcirt 
wird, kann, ganz abgesehen von dem .Specialfall der kleinen 
Schwingungen, schon rein principiell und im Hinblick auf das 
einfachste Schema der phoronoiiiischen Conibination und der zu- 
gehörigen Kräftebeziehung nur dann völlig exact ausfallen, wenn 
man nicht die Beweguugserscheiuungeu, sondern die ihnen voran- 
gehenden Antriebe als Gegenstand der realen Composition vorstellt. 
Hiezu kommt alsdann die Möglichkeit, eine einzige und einheitliehe 
Bewegtmgserscheinung durch den blossen Act der Auffassung zu 
zerlegen, indem man z. B. nur das an ihr ins Ä.ttge fasst. was einer 
bestimmten Coordinate oder überhaupt einem besondern Gesichts- 
punkt entspricht. Es sind alsdann nicht zugleich mehrfache Be- 
ueguugserscheiiiungen vorhanden, sondern einunddersolbe reale 
Vorgang, der auf der Zusammensetzung der Antriebe zur Bewegung 
beruht, und dem nur eine einzige an sich vorhandene oder, mit 
andern Worten, eine auf den allgemeinen Kaum und das universelle 
System von mechanischen Oerteru bezogene Bahn entspricht, lässt 
sich vermöge einer höchst interessanten Ahstractionskraft. die in 
un-ern räumlichen Vorstellungen bethätigt werden kann, auch in 
irgend einem seiner natürlichen Bestandteile als besondere Bp- 
wegungserscheinung sichtbar machen,. Durch diese Art von tJeber- 
setzung der realen Bewegungsantriebe in einseitige Ooustruetionen 
von Bewegungserscheinungen kann die Täuschung veranlasst werden, 
als wenn die partiellen Bewegimgsphänometie nebeneinander und 
gleichzeitig in verschiedenen Bahnen zur Existenz gelangten. Der 
Widersinn, der das Ergehniss dieser Täuschung ist. kauu jedoch 
nicht eintreten, solange mau sich bewusst bleibt, dass jene Trennung. 
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auf welcher die besondere Paftialvorstalhrag beruht, auf eine Theil- 
auffassung and Theileonstructiou des reaieil 6esärnmtf6i"gaügs 
zurückzuführen ist. Bei der ausserordentlichen Wichtigkeit, welche 
die Klarstellung der angedenteteii Unterschiede für die Auffassung 
der Naturmechanik hat. erinnere man sich auch hier jener phänome- 
nalen Methode, deren sich Huygh'ens zur Erweisuug der Stöss- 
gesetze bediente, und für deren allgemeine Bedeutung wir bereite 
früher (Nr. 71 ig.) die Aufmerksamkeit der tiefer Nachdenkenden 
in Anspruch genommen haben. In der hier fraglichen Anwendung 
jener < lesichlspiiukto handelt es sieh allerdings nicht vorzugsweise 
am Scheinbewegungen, sondern um natürliche Absonderungen und 
Qruppirungeu partieller üewegungserflcheinnngen, für welche die 
Möglichkeit einer getrennten Autfassung auch natürliche und nicht 
blos künstliche gründe hat und sogar in der allgemeinen Sinnes- 
Wahrnehmung der physikalischen Vorgänge zur Notwendigkeit 
wird. Beseitigt man auf dem eben angegebenen Wege die Tu 
znträglichkeiteu. welche mit der gewöhnlichen vagen t'onception 
des Zusaiiimenbesteliens mehrerer Bewegungen und speeiell mit 
der unzulänglichen Rechenschall über die sogenannte Coexistenz 
der kleinen Schwingungen verbunden sind, so gelangt die von 
Daniel Hernoulli Vorgenommen^ Zerlegung zu ihrem vollen Recht, 
und die rationelle Physik hat Ursache, gleich der allgemeinen 
Mechanik selbst, die Erweiterung ihrer Einsichten und die Lösung 
der schwierigsten Probleme auf einem Wege zu suchen, auf welchem 
die Analogien der in der Theorie der kleinen Schwingungen ge- 
brauchten Wendttngen und feifahr ungisarteä uichl zu vernachlässigen 
spin dürften. Ks möchten jedoch nicht eigentliche Approximationen, 
sondern systematische Deckungen der prineipielleii und einfachen 
Vorgänge der Naturmechanik sein, in denen man am ehesten eine 
umfassendere und für die Anwendungen bequemere Behandlung 
der mechanischen Probleme zu suchen haben würde, falls man 
überhaupt, wie dies namentlich Dirichlet angestrebt zu haben 
scheint, die Cönsequenzen der fraglichen Entwicklung seit Daniel 
Rernoulli und der Foiirierschen mathematischen Ergänzung zu 
verfolgen gewillt wäre. 

201. Zu denjenigen Ausdehnungen, durch welche die mecha- 
nischen PrineijMon in ein zunächst ungleichartig erscheinendes (iebiel 
übertrage? werden', gehört ausser der früher als epochemachend 
dargelegten und erörterten Umgestaltung der Wärmetheorie mehr 



und mehr dir Form, weicht' die Elektrodynamik theils erhalten 
hat, theils anzunehmen verspricht. Was >eit Ampere in dieser 
Beziehimg geschehen ist. knüpft sich besonders an Arbeiten von 
Wilhelm Weber 1 ), die in Olfen neusten Formülirnngen *) in 
mannichfaltigeii Beziehraigei] ku den jüngsten Ih-nrteruugcn uament- 
lich derjenigen stehen, die sich a ) in veränderten Gestaltungen der 
mathematisch mechanischen Vnrstellungsailen versuchen. Das 
Eigenthiimliche dieses Anwendungsgebiets besteht darin, dass die 
gegenseitigi' Einwirkung elektrischer Theflcheu ausser von ihrer 
jedesmaligen Lage und Entfernung auch noch von den vorhandenen 
Geschwindigkeiten abhängig gedacht wird. Die Ausführung der 
Vorstellungen über die r<>teutialfuuctiou. welche Green schon in 
seinem 1828 veröffentlichten Essay 4 i speciell für das Gtehiel der 
Elektricität behandelte, alsn aanientlicb die Sätze, welche Gauss 
und Spätcrc ganz allgemein in Beziehung auf die im umgekehrten 
Quadrat der Entfernung wirkenden Kräfte für eine gewisse Art 
von Wirkungsgrössi'ii aufgestellt haben, — diese Hervorkehruug 
bestimmter functioualer Formen der Kräfteverhältnisse hat er- 
heblich dazu beigetragen, den Ideen über die mathematische 
Forniulii'uug der elektrodynamischen Wirkungsgrösseti und Wir- 
kungsforineu einen mechanischen Typus zu verschallen. 

Im Biiiblick auf die bisherigen Resultate, die man für die 
Vorstellungen der ausser der Gravitation vorhandenen physikalischen 
Anziehungs- und Abstossungswirkungeti freier Alasseiitheileheu 
gewonnen hat, ist das Gesetz der im umgekehrten quadratischen 
Verhältniss der Entfernung stehenden Kraft als ein Clement aller 



') Elektrodynamische MaassbestimniunKen, Leipzig 1846, 2. Abdruck 1867; 
in kürzerer Gestalt in einem gleichnamigen Aufsatz in Peggendorfs Anualen. 
Bd. i:\ (1848) S. 19"> fg. 

') Im Artikel W. Webers: „Leber einen einlachen Ausspruch des 
allgemeinen Grundgesetzes der elektrischen Wirkung' - , ibid. Bd. 186 (1869'' 
S. t8K fg. nur! „Elektrodynamische Maassbestinnmingen, insbesondere über da» 
Prineip der Erhaltung der Energie," Abb. der Sächsischen Gesellschaft der 
Wissenschaften, Bd. X (1871). 

*) Wie z. R. C. Neu mann: „Resultate einer Untersuchung über die 
Principien der Elektrodynamik", in den Nachrichten der Göttinger Gesell- 
schaft der Wissenschaften. Juni 186$, 8. 223 fg. sowie „Notizen" über den- 
selben Gegenstand in den Xeumanti-Clebschen Anualen der Mathematik, Bd. I 
(1869) S. "17 fg. 

*| Abgedruckt in G. Green, Mathematical Papers, London 1871. 



gegenseitigen . aus der Form- erfolgenden Artionen anzusehen 1 ). 
Was zu dieser Grundform noch mit Rücksiebt auf vorhandene 
Geschwindigkeiten hinzutrete, oder was mit Rücksicht auf eine Fort- 
pflauzungszeit sehon in den ersten Entwicklungen der Fundamental- 
beziehuugeu vorauszusetzen sei. berührt den allgemein mechanischen 
Sachverhalt nicht derartig, dass der Hauptinhalt der Gesetze durch 
Verallgemeinerungen oder Vervollständigungen dieser Art leiden 
könnte. Was also wirklich bei den neuen Anwendungen und bei 
den llüekwirkungeu derselben ailf die bethätigleii Priueipieii zunächst 
eine Frage bleiben kann, bezieht sich nicht auf die Geltung der 
Schemata der Kraftwirkungen. wie sie bisher anerkannt gewesen 
sind, sondern auf die .Modilicationen und verallgemeinerten Gestalten, 
die mit der bisherigen ISriahruüg vollkonmieu verträglich seip 
würden, aber für die früheren Vorstellungs- und Ablcituugsarten 
gleichgültig geblieben sein konnten. 

Niehl unbemerkt darf die Thatsache bleiben, dass die vorher 
erwähnte neuste Formuliriuig des elektrodynamischen WirkungSf 
modus durch W. Weber eine Zerlegung eintreten lässt . vermöge 
deren das, was man das elektrostatische Potential nennt, zu dem 
von der vorhandenen Geschwindigkeit herrührenden Theil des all- 
gemeineren Ausdrucks in einer Art Com pl ei i icula rbezi eh nng steht. 
Dieses Verhält uiss hat eine allgemeinere, mechanisch principielle 
Seite, indem es mit den Vorstellungen zusammentrifft, welche 
zwischen der statischen Beziehung und dem Bewegungseffect eine 
gegenseitige Aequivalenz voraussetzen. Fs sind also die Frhaltungs- 
imd Verwanillungsvorstelluugen. welche den neusten Ideen ent- 
sprechen, auch hier einer Anwendimg fähig. 

Kine kosmische Mechanik müsste nach den Aussichten, die 
sieh für die Bethätiguug mechanischer PriucipieU in der speeifischen 
Physik eröffnen, eigentlich zu dem Begriff einer kosmisch mecha- 
nischen Physik oder kosmisch physikalischen Mechanik erweitert 
werden. Auch reichen in der That die neuem Gesichtspunkte 
schon in nicht unerheblicher Weise an diese Idee. Es sei nur au 
die Meteortheorie der Somieuwärme erinnert, die von ,}. Ii. Mayer '1 
aufgestellt worden ist, und vermöge deren die mechanische Äßtlou 



'i Vgl. den Eingang der in nusorer Nr. UJO Auni. 3 angeführten 
fiaussscheu Abhandlung. 

9 ) Beiträge zur Dynamik des Hininielfj. i846, abgedruckt, in der „Mechanik 
der Wärine". Stuttgart 18(37. 



er kleinen im Bermel des Sonnensystems zerstreuten und schliess- 
lich auf dir Sonne stürzenden Massen h Gestalt clor bei cIpdi 
Stoss erfolgenden, dir Vei^rannTB^seffecte übersteigenden Wärme- 
entwicklung für dir fortwährend verlorne Wartne einen Ersatz 
beschafft. Pia Annahme dieses kosmischen Processen dundi 
welchen die Wirnaepfodiiiötion der Sonne ohne definitiven Verlust 
aiilrechl erhalten gedacht wird, ist echt mechanisch; denn es ist 
nur die mechanische WirJsiiügsgrÖsse '»der. analytisch geredet, dip 
lebendige Kraft, deren Verbrauch "der vielmehr Fortpflanzung in 
de-] einen Richtung durch eine entsprechende Zuführung von der 
andern Seife ausgeglichen wird. Der kosmische Mechanismus, den 
man bisher nur ans dem Gesichtspunkt der Gravitation kannte, ist 
hiedurch auch in ( hermolischer Beziehung etwas verständlicher 
geworden. Jedoch versteht es sich von selbst, dass für jene An- 
nahme nicht eher eine endgültige und jede andere Möglichkeit 
anschliessende Bewahrheituug denkbar ist. als bis es gelingt, 
durch Thatsachenfest Stellung das Quantum der auf die Sonne 
fallenden Massen und die entsprechende Wannenienge mit der 
Wärmeausgabe zu vergleichen. Mayer rechnet zwar die Wärme- 
erzeugungen nach Maassgabe des Aequivalents aus: aber der T"m- 
fang. in welchem kleine Massen der Sonne zugeführt werden, 
musste hiebe] noch ganz hypothetisch bleiben. 

Uebrigens streben aber alle Theile der mechanischen Physik 
dahin, einander «11 unterstützen, und seitdem das Licht durch die 
neue Wissenschaft der Spectralanalyse zum Krkeiiutnissniittel von 
chemischen Verhältnissen geworden ist und über die Hergänge und 
Thatsachen auf der Sonne erhebliche Aufschlüsse ertheilt, dürft" 
der Gedanke naheliegen, die eigentliche Mechanik auch in dieser 
Richtung einstlich auszudehnen 1 ). Der Zusammenhang der ver- 
schiedenen physikalischen, ja chemischen Kräfte, die -ämiutlicli 
einen mechanischen Gruudeharakter haben und in ihrer Bethätigung 

*) Die Aufstellung, derzufolge das Absorptionsvermögen und das 
Kinissionsverniogen für Wärme und Licht bei allen Körpern unter derselben 
Teinperätttl' gleich ist, fiihrl au) nicht im wesentliche Beziehungen zur rein 
mechanischen Anschauungsweise. Die fragliche Voraussetzung wurde v""ii 
Kirchhnff auf jede Strahlengattung ausgedehnt: siehe hierüber Gr. Kirchboff 
„Ueber das Verhältnis* zwischen dem Bruissionsverrnögen und dein Äbsörptions- 
vertn5gerj der KÖtJter für Wärme und Llfeht" in Pngg-endorfs Atmalen, Bd. 10!» 
]*< KM S. 278-. Heber eine Anwendung jenes Satzes vgl. auch Kirehlmff 
..rutevsucbuiigeii über das Nounenspertrum" in den Alih. der Berliner Akademie 
ftir iS. 77. 
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(»ine gpwissp mechanische Kraftmenge reprasentiren. muss hier die 
Brücke BH neuen AnwendungsergchiiHseu hildpu. Die Ausführbar-- 
keit dieser Anwendung wird von der Gewinnung sicherer mechanischer 
Aequivalcnzen für all«- Bethütiguugsformen und ganz besonders von 
der Annäherung der Mechanik des Wägbaren an die Mechanik 
dor noch mehr oder minder unbestimmt vorgestellten Medien und 
Agentien abhängen. 

202. Hai man sich einmal von dem (iedaukeii befreit, äfe 
wenn die Anwendung der mechanischen Priucipien durch die be- 
soudere Beschaffenheit des materiellen < iegenslandes ausgeschlossen 
werden könnte, so übersieht man sofort, wie das Organische und 
das Vitale für die mechanische Auffassung keine Schranke bilden 
können. Die Aetion der organischen Gestaltung im Aufbau der 
Pflanze arbeitet mit mechanischem Kraft material und bethätigt 
sich gleichsam in dem Medium der allgemeinen mechanischen 
Naturvorgänge. Aualog verhält es sieh mit der vitalen Plastik 
in der Gestaltung der Verhältnisse des aninialen Körpers, und wir 
sind hiemit an dem andern äussersten Hude der Anwendung 
mechanischer Priucipien augelangt. Seil Borelli M ist die Auf- 
merksamkeit auf das rein mechanisch <iesetzliche in den aninialen 
Bewegungen mit der Entwicklung der Mechanik selbst schliesslich 
immer mehr gesteigert und auch in neuerer Zeit in verschiedenen 
Richtungen fruchtbar geworden. Ein zugleich dir erhebliehen 
<Tnuidlagen für eine bestimmte Richtung schaffendes und im All- 
gemeinen auch für" das weitere Anwendungsgebiet dieser Gattung 
höchst lehrreiches und kennzeichnendes Beispiel ist eine Arbeit 
der Brüder Wilhelm und Eduard Weber*), in welcher die rein 
mechanischen Voraussetzungen und Umstünde im Gebrauch des 
menschlichen ftehapparats experimentell sichtbar gemacht und 
rationell uach Möglichkeit auf die mechanischen Priucipien zurück- 
geführt werden. Hier ist es nicht etwa blos das wie ein Pendel 
schwingende Bein, was einen typischen Fall für die mechanischen 
Wirkungsvoraussetzungeii liefert, sondern weit mehr muss das 
Analogou lies Prineips des geringsten Kra.ftaufwan.des lehren, dass 



M De motu aniniahum, 1685, neue Aull. Neapel 1784. Die iatromecha- 
nische [Üehtung der damaligen Zeit, entsprach der H.'^nindnn^ der Dynamik 
und Physik. Sie förderte die Physiologie am entschiedensten, und ihre Ana- 
logie mit dein heutigen Streben der lationelh-n Natur« isst-nsehaft uarh ineeha- 
nisi'lien Resultaten ist tnr die tiefere Untersuchung nicht zu verkennen. 
J Mechanik der menschlichen Gehwerkzeuge, Göttingen 1836 ( 
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die im Körper fchj&tigeo Ursachen des ordnungsmässigen Gebraucht: 
der Gehwerkzeuge uiod der natürlichen Einrichtung derselben zu- 
nächst ebenso zu betrachtet seien, als wenn es sieb um einen 
Vorgang der unorganischen Mechanik handelte 1 ). Das erwähnte 
Prineip braucht auch in dieser Anwendung nicht als Fiualgesetz 
gedeutet zu werden, sondern kann, ganz wie in allen andern Fällen, 
seinen völlig genügenden Ausdruck als rein causale Notwendigkeit 
finden, wobei es dann der weiteren Hotraehtung überlassen bleibt, 
zuzusehen, ob in der Mechanik des Organischen auch besondere 
Grunde vorliegen, den Zweckgesiehtspunkt oder, mit andern Worten, 
die Beziehung von Mittel und Zweck ins Auge zu fassen. Da< 
Aeussersle. was in Wücksichl auf Charakteristik nach rein mecha- 
nischen Principien geleistet werden kann, ist die aus mechanischen 
Voraussetzungen entnommene Bestimmung der .Merkmale oder 
Vorbedingungen einer gewissen ästhetischen Physiognomie des 
Ganges "): aher man sieht aus derartigen Möglichkeiten, dass es 
überhaupt gar keinen Erscheiuungst yptts bewegter Massen oder 
Körporlheile gehen kann, der nicht seinen ihm eigentümlichen 
meehauiseheii Charakter hätte und daher stets als mechanisch 
delimrhar gedacht, wenn auch nicht immer tatsächlich auf diese 
Weise gehörig auahsirt werden kann. Auch hat es meist wenig 
Interesse, die mechanische Constitution eines solchen Erscheinungs- 
typus im Einzelneu bloßzulegen: dagegen ist die allgemeine Voraus- 
setzung der mechanischen Charnkterisirbarkeit der sonst nur durch 
die ästhetische Gesauimtempbndung aufgefassten Zustände eiu 
Gedanke von grossen) Werth. Mit diesem Gedanken wird nämlich 
die ganze Tragweite und innere Unbeschränkt heit der mechanischen 
Auffassiuigsinöglichkeiteu recht deutlich und zugleich der Punkt 
bezeichnet, wo der einer Empfindung entsprechende ohjective Sach- 
verhalt Gegenstand der mechanischen Cntersuchung und Hestimmuug 
sein kann. 

Für die physiologischen Anwendungen der mechanischen Prin- 
cipien sind mit Hiicksicbl auf die Wäi memoehauik wiederum die 
Arbeiten J, R, Mayers und zwar besonders die Schrift „Die 
organische Bewegung in ihrem Zusammenhange mit dem Stoff- 



'i Vgl. «las oben angeführt." 1 W ort» . \ nm-iln S. VI iibor das Prineip 
..der geringsten Muskelanstrengmig"i dann über «Ii** Reinseliwingungeii 
§ 7, § 100. 

ä ) Siele' /. 15. ibid. § V>V über den gravitätischen Schritt. 
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Wechsel*' ') zu nennen. Sogar bis in die uiedieinisrhe Physiologie 
hat der Autor die Oonsequenzeu seiner mechanischen Wärme- 
theorie auszudehnen verstanden i \. Leberhaupt ist nicht zu ver- 
gessen, dass er nach seinem eignen Bericht 3 ) zuerst durch eiue 
physiologische Erscheinung auf die Idee der mechanischen Aequivalenz- 
theorie gekommen ist. ,.Im Sommer 18-40". sagt er, ..machte ich 
bei Aderlässen, die ich auf Java au iieuaiigckonimeiien Europäern 
vornahm, die Beobachtung, dass das aus der Armvene genommene 
Blut fast ohne Ausnahme eine überraschend hellrothe Färbung 
zeigte." Die Vermehrungen oder Verminderungen des Farben* 
Unterschieds der beiden Blutarten erklärte er sich auf Grundlage 
der Lavoisierschen Verbrennungsrlieorie aus der höheren oder ge- 
ringereu Temperatur der Tiugebung, mit welcher sich die Wärme- 
production des Körpers in eine Art von beweglichem Gleichgewicht 
zu setzen hat. Die Wärmeconsumtion ist in der kälteren Um- 
gebung grösser, und mithin muss auch in der iuuern Ökonomie 
der Wärmeerzeugung durch den Körper eiue stärkere Production 
und eine erheblichere Differenz der Oxydatiouszustände des Blutes 
obwalten. 1 >er Farbenuntersehied erklärt sich also mechanisch, indem 
die Wärmeentwicklung von einer gewissen Grösse diejenige Leistung 
ist. um die es sich zunächst handelt. Aber auch abgesehen von 
dieser Kntdeckungsart eines Verhältnisses, welches auf die Grund- 
lagen der mechanischen Wärmetheorie selbst hinführte, ist seil 
Mayer die Vorstellung immer geläutiger geworden, dass jede 
mechanische Leistung des lebenden Körpers darauf augeseheu 
werden müsse, inwiefern dieselbe auf einem äquivalenten Wärme- 
verbrauch beruht: und dass jede vitale Wärmeerzeugung zugleich 
als mechanischer Act zu betrachten sei, der in einem Kraft- und 
Materiall'nnd -eine Grundlage hat. Die Vorgänge und Zustände 
des animalen Körpers werden daher in ihrem Eutstehungsgrunde 
nicht mehr unbestimmt gedacht, also nicht etwa wie aus dem 
Nichts unerklärlich hervortretend vorgestellt, sondern als speeifische 
Gestalten der in den vitalen Process eingegangenen mechanischen 
Kräfte gekennzeichnet. Nach dieser neusten Vorstellungsart wird 



'i Zuerst 1845; abgedruckt in der Mechauik der Wirme. 

J i tu einem Aufsatz ,. Ueber das Heber, ein iatromechaniselier Versuch" 
/.uerst 0362); abgedruckt in der Mechanik der Wärme. 8. 12!»— 145. 

' J | In den „Bemerkungen über das mechanischi- Aequivalent der Wärme" 
^1851;; abgedruckt in der Mechanik der Wärme, S. 249. 



die Bewegung ebensowenig als die Materie oder, mit andern 
Worten, der mechanische Kraftfond ftbeusöwetiig als der Vorrat!) 
an Materie eigentlich hervorgebracht, sondern im lebenden Wesen 
um bestimmten Formverwandlunoen nach mechanischen Principien 
und Aemiivalenzeii niiterwort'eii. 

Tin daran zu erinnern, wie man schon früher in der be- 
stimmtesten Weise die specielleivn mechanischen Priucipieu aul" 

den Lebenden Körpef übertrug, sei noch eine durch den Zusammen- 
hang charakteristische Stelle des älteren Üarnot 1 in Bezug ge- 

uoiiiiiien. Dort wird dasThier mit einer Vereinigung vom Eöipercherj 
\erglichcn. die ihn cli Keilern verbunden seien. Diese Federn, 
mehr oder minder zusammengedrückt. repräsentirten eine Summe 
latenter lebendiger Kräfte, und es könne auch in diesem Fall 
keine Kraft hervortreten, die nicht anderwärts als verbraucht voraus- 
zusetzen wäre. Das Thier könne sich keine Bewegung geben, 
ohne dass die Beziehung von Actiou und Keactiim, z. B. gegen 
die Knie, ins S|u'el käme. Diese Vorstellungen, denen nur noch 
die Universalität derjenigen Denkweise fehlte, die sich im Au- 
-vhluss an die Wärmemechanik neuerdings entwickelt hat. können 
als ein Beispiel von der allgemeinen Tendenz betrachtet werden, 
den mechanischen Principien nur diejenigen Schranken zu setzen, 
die in ihrer Natur selbst gegeben sind, .letzt sind Beispiele, in 
denen die allgemeinen Principien der Mechanik, wie das Flächen- 
princip. auf lebende Wesen angewendet werden, bisweilen schon 
in die Krläuteriingsmittel der Lehrbücher der analytischen Mechanik 
übergegangen. 

203, Sri entlegen und extrem die kosmische Mechanik uud 
die Mechanik des lebenden Wasens einander gegeunbetöpsteheB 
scheinen, so ist doch die äussere Kluft, welche beide Gebiete dem 
Gegenstand nach scheidet, bei Weitem nicht so gross, als der 
innerliche Abstand, der sich ergiebt. wenn man die Gesichtspunkte 
betrachtet, aus denen die eigentlich mechanischen Principien mit 
den Empfindungen wirklich oder scheinbar in Berührung gekommen 
sind. Zunächst ist der blos metaphorische Gebrauch der mecha- 
nischen Ausdrücke als meist unerheblich zur Seite zu lassen. 
\.obei jedoch immerhin die Frage von Interesse, bleiben mag. wie- 
weit die mechanischen Metaphern in irgend einem allgemeineren 



') Principe* fouilatneiitaux de requilibn* *t du inouveiueut, Paris 1Ü0Ü. 
Art. 271 S. 24Ü. 
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( 'harakterzug der Verhält uiss<- ihren Grund haben. Man wird in 
dieser Beziehung, auf die hier nicht nähet einzugehen ist . 
im Allgemeine)) rinden, dass es in allen existireuden Objectei) und 
Verhältnis-eii etwas gieht. was ftiir darum als der specitischeu 
Mechanik analog erscheinen kann, weil es mit derselben gewisse 
sehr allgemeine Grundzüge theilt. Grade aber tun dieser Gemein-' 
samkeil und Allgemeinheit willen gehört dieses Webicl nicht in 
den bestimmteren Typus der specifisehei) Mechanik, suudern be> 
rindet sich über demselben, indem es als eine ('lasse von Be- 
ziehungen gelten muss. die entweder rein logisch und rein mathe- 
matisch oder derartig scliematisch sind, dass sie auf alles Kxislireudc 
ohne Unterschied Bezug haben. In diesem Letzteren Kalle kann 
aber offenbar eigentliche und specirische Mechanik nur soweit in 
Frage kommen, als der Gegenstand der Untersuchung nach den 
Begriffen von Materie, räumlicher Bewegung oder überhaupt materiell 
mechanischer Action anfgefässt und schliesslich auch in dieser 
Weise gemessen oder wenigstens als derartig messbar und mit 
bekannten mechanischen Actionen vergleichbar gedacht werden kann. 

Der Uebergang von den äusserlicheii. der umgebenden Natur 
oder den Vorstadien in der Gliederung des lebenden Körpers au- 
gehörigen. meehauisch aiialvsirbarcn Vorgängen zum eigentlichen 
BffipfindUngsgeMel ist durch interessante Versuche und Ideen 
beleuclltel worden, von denen einige, die Bahn eröffnende und 
zugleich exaete 'Thal Sachen auch die Abgrenzung der Mechanik 
einigermaassen angehen. Die sehr klaren Auseinandersetzungen 
K. H. Webers 1 ) haben sich in der hier fraglichen Beziehung be- 
sonders um die Thatsachen zu dem (iedanken bemüht, dass die 
offenbar mechanischen Seiten der Sinnesempfiuduug. also zunächst 
die Druckemph'uduug, in einem näher bestimmbaren Verhaltuiss 
zu der objectiven Grösse des empfundenen Sachverhalts, wie z. B. 
des Gewichts, stehen. Die Kxperinieute. durch welche für die 
Gewichtsvergleiehungen mit der blossen Hand die kleinste noch 
durch die Empfindung zu uuterseheidende Differenz eonstatirt wird, 
bilden hier den A nkuüpl'ungspunkt. Den Zusätzen an solchen kleinsten 
(lewichtritheilen (Mitsprechen die Steigerungen der Empfindung. Gehl 

1 lu Wagners physiologischem Wörterbuch, Bd. III 2. Abtb. ■ l»4i.; . 
Artikel Tastsiuii »ml Gemeingefthl, und darin besonders „über die kleinsten 
Verschiedenheiten der I iewidite, die wir mit dem Tastsinn . . . unterscheiden 



mau mm auf Grund der Experimente davon ans, dass eg immer 
ein gewisser Bruchthei] des jedesmal wirkenden Gewichts sein 
müsse, durel dessen Zusatz ein fühlbares Empfiuduugselement 
hervorgebracht werde, so liegt in der mathematischen Verall- 
gemeinerung dieser experimentellen Beziehung allerdings ein Gesetz, 
welches zwischen der < »rosse des die Empfindung hervorbringenden 
aussein Sachverhalts oder Koizes und der Grösse der Empfindung 
selbst das Vorhandensein eines durch eine mathematische Function 
näher gekennzeichneten ursächlichen Zusammenhangs ausspricht. 
Diese Abhaugigkeil zwischen äusserer Ursache und liewusster Em- 
pfindung ist nun aber wesentlich nur als ein allgemeiner, mathe- 
matisch etWäS näher bestimmter Typus des Verhältnisses von zwei 
Grössenreiheu zu betrachten, deren Beziehung innerhalb eines 
gewissen Stetigkeitsspielraums verbleihen muss. Ausserdem ist der 
experimentelle Inhalt die Hauptsache, und es dürfte, ganz abgesehen 
von der Frage einer mathematischen Verwerthbarkeit des v erhält- 
nisses. ein eigentlich mechanisches Princip nicht zur An.. ..»düng 
gelangen können. Wohl aber sieht mau deutlich, in welcher 
Richtung eine solche Anwendung zu suchen wäre. 

Die mechanische Physik oder physikalische Mechanik ging 
bisher in der Kegel davon aus. dass mit der Nervenaffection das 
der mechanischen Auffassungsart Zugängliche aufhöre. In einem 
engem Sinne ist dies zutreffend und gilt auch noch den neusten 
Vorstellnngsarten gegenüber: denn die nächsten Analoga der am 
unstreitig Wägbaren statthabenden mechanischen Vorgänge sind 
offenbar auch im lebenden Körper nur für das vorhanden, was sich 
mit gleichartiger K ral'treaction an der fremden mechanischen Action 
gleicher Gattung bethätigt. Allein schon die feineren Medien und 
deren Aft'ecliouen bilden eine neue Clasße von Vorgängen, die in 
einem allgemeinereu Kinne mechanisch sind, und wenn man das 
Licht in den brechenden Mitteln des Auges rein physikalisch be- 
handelt, sit kann mau auch die Wirkungen auf die Netzhaut in 
analoger Art vorstellen. Tu der That berücksichtigt ja auch die 
Optik die lebendige Kraft, mit welcher der hypothetische Aether 
die Ausbreitung des Sehnerven erregt, und wenn auch diese 
gewöhnlich als physiologisch bezeichnete Seile des optischen Pro- 
cesses noch nicht besondere mechanische Aufklärungen gestatten 
mag, so müssen doch die Priticipien der Mechanik hier in dem- 
selben Sinne ausgedehnt werden können, wie es für alle Vorgänge, 
die man auf Aetlterbewegiingen zurückführt, mehr und mehr in 
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Aussicht steht. Am allerwenigsten darf die Bewegungsfortpflanziiug. 
die man in den Nerven als materiellen Trägern der Kraftaffectionen 
voraussetzen lnuss, den rein mechanischen Begriffen entfremdet 
weiden. Auch fehlt es ja nicht an Untersuchungen über die Fort- 
pflanzung elektrischer Erregungen in den Nerven, und wenn man 
hiemit die neuem Ideen über einen gemeinsamen Charakter aller 
Naturkräfte verbindet, so ist die einstige bestimmtere Gestaltung 
der Mechanik in diesen Anwendungsgebieten im Allgemeinen schon 
einigermaasseu abzusehen. Nur Eines darf hiebei nicht vergessen 
werden. Es ist nämlich die bewusste Empfindung nicht als solche, 
sondern äussersten Falles nur in ihrem äusserlichen Grunde oder, 
mit andern Worten, in der objectiv wahrnehmbar zu machenden 
Beschaffenheit der Nerveuvorgänge als ein möglicher Gegenstand 
mechanischer Gesichtspunkte zu denken. Eine etwa eintretende 
Beziehimg auf die Grösse des Empfindungsgefühls selbst, wie sie 
nach ier vorher erwähnten, an sich selbst von den mechanischen 
Principien ganz unabhängigen Methode E. H. Webers experimentell 
bewerkstelligt worden ist, liesse sich auch in einer von den mecha- 
nischen Nervenvorgängen ausgehenden Ableituugsart denken, würde 
hiemit aber immer noch nicht die unmittelbare Anwendimg mecha- 
nischer Principien auf die subjective Empfindung vorstellen. Eine 
solche Anwendung erscheint vielmehr als Unmöglichkeit, weil in 
dem Empfindeil nichts ist, was ähnlich wie ein objectiver Gegen- 
stand nach dem Gesichtspunkt von Materie und Bewegung auf- 
gefasst werden könnte. Ein materieller Träger von Kraftaffectionen, 
die auf den Raum eine thatsächliche oder virtuelle Beziehung 
haben, bleibt aber überall diejenige Voraussetzung, ohne welche 
die Anwendung der mechanischen Principien und überhaupt die 
mechanische Auffassungsart undenkbar ist. 
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